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TJeber  den  Ort  der  Axen  derjenigen 

Schraubenbewegungen,  durch  welche  eine  Strecke 

in  eine  beliebige  Lage  im  Saume  gebracht 

werden  kann. 

Von 

Herrn  Peli's'^ek  Miloslav, 

Assistent  an  der  k.  k.  deutseben  technischen 
Uochschnle  in  Frag. 

Mit  einer  Tafel. 


Als  Ausgangspankt  unserer  Betrachtungen  wählen  wir  die  Fun- 
damentalsätze der  fijnematik: 

1)  Jede  Bewegung  eines  starren  Körpers  ans  einer  Lage  P  in 
eine  andere  P\  wobei  ein  Punkt  a  seine  Lage  nicht  ändert,  ist 
aequiyalent  einer  einzigen  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  a 
gehende  Axe. 

2)  Jede  Bewegung  eines  starren  Körpers  aus  einer  Lage  P  in 
eine  andere  P*  ist  einer  Translation,  durch  welche  ein  Punkt  a  mit 
seinem  entsprechenden  a*  zusammenfkllt,  und  einer  Rotation  um  eine 
bestimmte  durch  a'  gehende  Axe  aequiyalent 

Jene  Translation  kann  jedoch  in  eine  zu  dieser  Axe  parallele 
und  in  eine  zu  ihr  senkrechte  Componente  zerlegt  werden.  Wenn 
wir  die  letztere  mit  jener  Rotation  combiniren,  so  erhalten  wir  eine 
Rotation  um  eine  gewisse,  znr  frtlheren  parallele  Axe,  und  wenn  wir 
endlich  diese  Rotation  mit  der  übrigbleibenden  Translation  combi- 
niren,  eine  Schraubenbewegung.  Einer  beliebigen  Bewegung  eines 
starren  Systems  kann  also  eine  Schraubenbewegung  oder  eine  Rotation 
verbunden  mit  einer  Translation  in  der  Richtung  der  Axe  substituirt 
werden. 


Areh.  der  Math.  «.  Phys.    3.  Beike,  Teil  YU. 
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2  Pelisek:  Ort  der  Axtn  der  Schraubtnbew^gtmgen 

Soll  demnach  die  Strecke  a  5  in  die  Lage  a^&i  übergefahrt 
werden  (Fig.  1.)^  so  verschieben  wir  ab  parallel  zu  sich  selbst  in 
die  Lage  a^ib);  dann  ist  der  Ort  der  Axen  derjenigen  Rotationen, 
durch  welche  a^ib)  nach  a^b^  gebracht  werden  kann,  der  Strahlen- 
baschel,  dessen  Scheitel  o^  und  dessen  Ebene  die  den  Winkel  der 
Geraden  a^b^^  aj^{b)  senkrecht  halbirende  Ebene  X>  ist 

Wie  aus  dem  oben  angeführten  ersichtlich,  sind  die  gesuchten 
Schraub^iaxeo  diesen  Strahlen  parallel,  die  Ebene  D  ist  daher  ihre 
Directionsebene  und  der  Ort  der  Schraubenaxe  ist  demnach  ein  ge- 
wisses Konoid. 

Legen  wir  durch  den  Punkt  a^  und  ebenso  durch  den  Punkt  ^ 
Ebenen,  welche  mit  D  parallel  sind,  und  wählen  in  denselben  eine 
beliebige  Richtung  a^xilb^x^  dann  können  wir  den  Punkt  c^  nach  a 
auf  einer  Schraubenlinie  zurückfahren,  deren  Axe  mit  jener  Rich- 
tung parallel  ist  Dieser  Bewegung  können  wir  jedoch  eine  Trans- 
lation aj  Ä  in  der  Richtung  a^  x  und  eine  Rotation  in  der  durch  a 
gehenden,  lua^*  senkrechten  Ebene  substituiren.  Dabei  wird  zu- 
gleich bi  durch  Translation  in  der  Richtung  b^x  nach  B  kommen, 
sodass  ct^A  =  b^B  ist,  und  durch  nachfolgende  Rotation  in  der  durcli 
b  gehenden  zu  b^x  senkrechten  Ebene  nach  b  gelangen;  kurz  wir 
können  die  Gerade  a^b^  in  der  angenommenen  Richtung  nach  Aß 
durch  Translation  und  dann  nach  ab  durch  Rotation  bringen. 

Die  Rotationsaxe  erhalten  wir  bekanntlich,  indem  wir  aA  bezüg- 
lich bB  in  a  bezüglich  ß  halbiren  und  durch  diese  Halbirungspunkto 
Ebenen  pa  bezüglich  gß  legen,  welche  auf  a^  bezüglich  6 J9  senkrecht 
stehen;  der  Schnitt  derselben  ist  die  gesuchte  Axe,  die  zugleich 
auch  eine  gesuchte  Schraubenaxe  ist 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  welches  der  Ort  der  Punkte  A  be- 
züglich B  ist,  wenn  a^i  alle  Richtungen  in  der  Directionsebene  ein- 
nimmt 

Da  die  durch  a  gehenden  zu  den  Richtungen  a,x  senkrechten 
Ebenen  auch  zur  Directionsebene  D  senkrecht  sind,  so  enthalten  sie 
alle  die  Senkrechte  aSa^  welche  von  dem  Punkte  a  zur  Directionsebene 
gefällt  werden  kann;  ihreTrassen  auf  der  Directionsebene  sind  aber 
senkrecht  zu  den  entsprechenden  Richtungen  o^x,  der  Ort  der  Punkte 
A  ist  somit  ein  Kreis  Ka  über  dem  Durchmesser  oiSa» 

Den  Ort  der  Punkte  B  erhalten  wir  gleichfalls,  indem  wir  von 
b  auf  die  Directionsebene  die  Senkrechte  bSt  fällen,  als  einen  Kreis 
b  über  dem  Durchmesser  b^Sb.  Diese  Kreise  Ka  und  Kb  müssen 
congruent  sein,  da  die  parallelen,  aus  den  Punkten  Sa  bezüglich  S 
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aoagehenden  Sehnen  von  gleicher  L&nge  sind.  Die  Geraden  aÄ  be- 
ssfiglieh  bB  sind  also  die  Erzeagenden  je  eines  schiefen  Ereiskegels, 
dessen  Erzengende  aSa  bezttglich  bSb  auf  der  Basis  senkrecht  stehen. 

Die  Halbimngspunhte  a«,  ßx  dieser  Geraden,  erfüllen  also  gleich- 
falls congrnente  Kreise  ka^  h^  deren  Ebenen  parallel  zn  D  sind. 
Es  ist  aber  leicht  zn  zeigen ,  dass  diese  Ebenen  in  eine  einzige  zn- 
sammenfallen.  Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Yerbindangsline  aß 
der  Pnnkte,  welche  die  Strecken  aa^  and  bb^  halbiren,  ebenfalls  eine 
Schranbenaxe  ist,  welche  der  Aofgabe  genügt,  and  zwar  diejenige, 
za  welcher  eine  halbe  Umdrehang  gehört ;  daher  ist  dieselbe  anch 
parallel  zn  der  Directionsebene,  woraus  aber  hervorgeht,  dass  ka  nnd 
kh  in  einer  Ebene  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpnnkte  der  Geraden  aSm  nnd  bSb  mit 
dieser  Ebene  mit  sa  nnd  «&,  dann  erkennen  wir  leicht,  dass  die 
Durchmesser  eacc  nnd  nß  der  Kreise  ka  nnd  h  parallel  sind. 

Die  Ebene  dieser  Kreise  wählen  wir  als  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene,  als  die  verticale  dagegen  die  zn  diesen  Dorchmessern 
parallele  (Fig.  ü.).  Um  irgend  eine  Axe  zn  erhalten,  ziehen  wir 
parallele  Sehnen  a<x«,  ßßx  (vergleiche  Figuren  I.  nnd  U.),  femer  zn 
den  Kegelerzeagenden  aax  und  bßx  durch  die  Punkte  ag  und  ßx 
senkrechte  Ebenen-,  die  Schnittlinie  derselben  ist  nach  früherem  eine 
gesuchte  Schranbenaxe.  Diese  Schnittlinie  ist  aber  parallel  mit  den 
Sehnen  aa^e,  ßßx  und  zugleich  ist  aax  -»  ßßx  die  Hälfte  der  Trans- 
lation in  der  Richtung  dieser  Axe. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  leichte  Uebersicht,  wie  sich 
die  Länge  der  Translation  mit  der  Axenrichtung  ändert  Wenn  wir 
z.  B.  in  a  und  ß  die  Tangenten  ziehen,  so  erkennen  wir,  dass  es  in 
dieser  Kichtnng  keine  Translation  gibt,  und  in  der  Tat  schneiden  sich 
die  zugehörigen  Ebenen  in  der  Rotationsaxe  der  gegebenen  Strecken. 

Die  Grösse  der  Translation  wächst  bei  Aendernng  der  Axen- 
richtung bis  zum  Maximum  2ttsa  —  2ß8ß.  Dabei  existirt  folgende 
Relation:  

x«4-y>  =  C0nstaiiSa*    —  b^Sb^ 

wenn  x  4ie  Grösse  der  Translation   in  einer  gewissen  Richtung,  y 
aber  in  dazu  senkrechter  Richtung  bezeichnet. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Ebenen,  welche  in  den  Punkten 
der  Kreise  ka  bezüglich  h  auf  den  Erzeugenden  oxa  bezüglich  ßab 
senkrecht  stehen,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  dem  Scheitel  a 
bezüglich  ß  umhüllen.  Vor  allem  ist  klar,  dass  eine  beliebige  Ge- 
rade aojc,  da  sie  zur  zugehörigen  wx  senkrecht  ist,  in  der  zu  dieser 
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Geraden  senkrechten  Ebene  liegt  and  daher  die  Spar  dieser  senk- 
rechten £bene  in  der  horizontalen  Projectionsebene  bildet.  Dadarch 
ist  aber  bewiesen,  dass  alle  betrachteten  Ebenen  durch  den  Pankt  er 
gehen,  also  einen  Kegel  von  dem  Scheitel  a  einhüllen. 

Um  irgend  eine  Erzeagende  dieses  Kegels  zu  finden,  wählen  wir 
za  aax  die  anendlich  nahe  Erzeagende  des  Kegels  von  dem  Scheitel 
a  etwa  aay  and  Sachen  den  Schnitt  der  Ebenen,  welche  auf  den  Go- 
raden acix  und  oa^  senkrecht  stehen.  Die  Grenze  dieses  Schnittes  ist  die 
gesacbte  Erzeagende  des  Kegels  mit  dem  Scheitel  a.  Da  «  ein 
Punkt  dieser  Schnittlinie  ist,  so  haben  wir  noch  einen  zu  finden,  am 
zwekmässigsten  den,  welcher  in  die  verticale  Ebene  hineinWlt,  die 
sich  in  aax  projicirt. 

Wenn  wir  diese  Ebene  um  ihre  Trasse  Sa^x  in  die  horizontale 
Projectionsebene  umdrehen,  wobei  a  nach  (a),  die  Erzeugende  nach 
{a)ax  and  der  Schnitt  der  betrachteten  Ebene  in  die  Senkrechte  (ttm)p 
hineinfällt,  so  finden  wir,  dass  die  Bestimmung  der  Grenze  des 
Schnittpunktes  der  zu  a«  und  ay  zugehörigen  Ebenen  mit  der  nach 
attx  sich  projicirenden  Ebene  identisch  ist  mit  der  Bestimmung  des 
Berührungspunktes  der  Geraden  Mp)  mit  der  Parabel,  welche  durch 
den  Brennpunkt  (a)  und  die  Scheiteltaugente  &««  bestimmt  ist. 

Dieser  Berührungspunkt  (n)  hat  bekanntlich  doppelte  Entfernung 
von  der  Parabelaxe  als  or«.  Drehen  wir  daher  diese  Ebene  zurück, 
so  gelangt  (n)  nach  n',  sodass  n'ox  —  a««a.  Die  Punkte  n'  liegen 
also  auf  einem  £Lreise  kn ,  welcher  doppelt  so  grossen  Durchmesser 
hat  wie  der  frühere  Kreis  und  denselben  in  sx  berührt.  Dieser  Kreis 
ist  die  Leitlinie  des  gesuchten  Kegels  mit  dem  Scheitel  a,  welcher 
also  zweiter  Ordnung  ist.  Dasselbe  gilt  wörtlich  von  dem  Kegel 
mit  dem  Scheitel  ß. 

Die  Horizontaltrasse  der  Ebene,  welche  ha  in  einer  gegebenen 
Geraden  an^  berührt,  findet  man  offenbar,  indem  man  den  Winkel 
9a(*n'  halbirt;  die  Halbirungslinie  gibt  uns  nach  früherem  die  Bich- 
tung  der  Axe,  welche  sich  in  dieser  Ebene  befindet.  Auf  diese  Weise 
finden  wir  unter  anderem,  dass  dem  Punkte  a  auf  ka  die  Erzeugende 
aya  des  Kegels  ka,  ferner  dem  Punkte  sa  die  Erzeugende  asa  ent- 
spricht, woraus  wir  schliessen,  dass  die  ^-Axe  und  die  Gerade 
f*"ya'  JL  a'V  die  Yerticalprojection  des  Kegels  ka  bilden.  Ebenso 
finden  wir  die  Yerticalprojection  des  Kegels  kß. 

Da  die  horizontale  Projectionsebene  die  beiden  Kegel  ka  und  kß 
in  den  Geraden  asa  bezüglich  ßsb  berührt,  so  sind  die  Schnittlinien 
einer  beliebigen  Horizontalebene  H  mit  diesen  Kegeln  gewisse  Pa- 
rabeln Pa  und  Pß ,  deren  horizontale  Projectioneu  «a«  und  sbß  zu 
Axen  haben,  und  deren  Scheitel  und  Scheiteltangenten  wir  erhalten, 
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indem  wir  die  Schnittpunkte  öa^^ß"  der  Yerticaltrasse  H"  mit  den 
Geraden  0'%"  nnd  ß^yp"  in  die  Punkte  Ca'  and  Cß*  projiciren. 

Die  Durchschnitte  zweier  entsprechenden  Berflhmngsebenen  zu 
km  nnd  hß  mit  der  Ebene  H  sind  demnach  zwei  parallele  Tangenten 
ZQ  den  Parabeln  Pa  und  Pß]  befindet  sich  dagegen  in  der  Ebene  H 
irgend  eine  von  den  gesuchten  Axen,  so  muss  dieselbe  die  gemein- 
schaftliche Tangente  beider  Parabeln  sein,  und  umgekehrt,  jede  ge- 
meinschaftliche Tangente  der  Parabeln  P«  und  Pß  ist  eine  gesuchte 
Schraubenaxe ,  wobei  wir  aber  offenbar  die  unendlich  ferne  Gerade 
auszuschliessen  haben 

Ein  weitere  Schluss  ist  der,  dass  jeder  Schnittpunkt  der  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  ein  Doppelpunkt  der  Flftche  ist. 

Da  die  Parabeln  Pa  und  Pß  parallele  Axen  haben,  so  müssen 
wir,  wie  bekannt,  die  unendlich  ferne  Gerade  als  doppelte  gemein- 
schaftliche Tangente  der  beiden  Parabeln  zählen;  diese  Parabeln 
haben  demnach  noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sein  können. 

Besserer  Uebersicbt  wegen  wollen  wir  nun  die  Sätze  anfahren, 
welche  sich  von  den  Systemen  der  Parabeln  Pa  und  Pß  beweisen 
lassen : 

1)  Die  Horizontalprojection  aller  Parabeln  Pa  bezüglich  Pß 
sind  confocal  und  zwar  ist  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  in  o 
bezüglich  ß. 

2)  Die  Horizontalprojectionen  der  gemeinschaftlichen  Tangenten, 
an  die  beiden  Parabeln  Pa  und  Pß  in  irgend  einer  Horizontalebene 
gehen  durch  einen  festen  Punkt  d'. 

Um  den  ersten  Satz  zu  erweisen,  betrachten  wir  die  Ebene, 
welche  ka  in  der  Geraden  atp  berührt  und  mit  der  Geraden  asa  einen 
rechten  Winkel  einschliesst;  die  Trasse  dieser  Ebene  schliesst  nach 
dem  früheren  den  Winkel  von  45^  mit  asa  und  daher  auch  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  der  Geraden  «9-,  dann  ist  aber  a  die  Pro- 
jection  des  Brennpunktes  aller  Parabeln  Pa,  weil  die  Tangente, 
welche  in  dem  Punkte  berührt,  dessen  Projection  auf  die  Axe  der 
Brennpunkt  ist,  mit  der  Axe  den  Winkel  von  45^  einschliesst,  wo- 
durch der  erste  Satz  bewiesen  ist. 

Seien  T^  und  2,  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Parabeln 
Pa  nnd  Pß  und  J'  ihr  Durchschnittspunkt  (Fig.  ni.);  femer  lalß^ 
UJJß  die  Durchschnittspunkte  dieser  Tangenten  mit  den  Scheitel- 
tangenten £a  und  £ß'y  dann  sind  die  Dreiecke  lallua  und  Ißllßß 
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ähnlich  and  fflr  das  Centrnm  J'  ähnlich  gelegen;  somit  geht  ehen- 
falls  aß  durch  J'  hindurch.  Ausserdem  finden  wir,  dass  die  Drei- 
ecke /«otfff  und  Ißßcß  ähnlich  und  für  z^'  ähnlich  gelegen  sind;  somit 
geht  weiter  diese  Gerade  6a<fß  durch  dieses  Centrum. 

Wenn  nun  die  Ebenem  ihre  Lage  ändert,  indem  sie  sich  immer 
parallel  bleibt,  so  sind  die  Verbindungslinien  Oa^ß  die  Erzeugenden 
eines  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloides,  dessen  Leitlinien 
mya  und  ßyß  und  dessen  Directionsebenen  die  beiden  Projections- 
ebenen  sind. 

Unter  diesen  Erzeugenden  muss  es  Eine  geben,  welche  zu  dem 
entgegengesetzten  System  als  CaCß  gehört  und  welche  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  senkrecht  steht  und  sich  daher  als  ein  Punkt 
horizontal  projicirt.  Da  diese  Gerade  von  allen  Geraden  0«^^  ge- 
schnitten werden  muss,  so  mnss  die  Projection  üaüß'  durch  diesen 
Punkt  gehen.  Verschieben  wir  i7  so ,  dass  H'  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  t/'y^»"  und  ß"yß"  geht,  dass  also  H  durch  die 
Rotationsaxe,  welche  sich  in  dem  System  der  Schraubenaxen  befindet, 
hindurch  geht,  so  muss  auch  diese  a'ß'  durch  jenen  Punkt  gehen. 
Jener  Punkt  ist  also  J\  womit  auch  der  zweite  Satz  bewiesen  ist. 

Der  nächste  Schluss  ist  nun  der,  dass  der  Ort  der  Doppelpunkte 
der  Fläche  eine  Gerade  ist,  welche  auf  der  Directionsebene  senk- 
recht steht,  und  dass  sie  die  Gerade  ist,  auf  welcher  sich  der  kürzeste 
Abstand  der  Rotationsaxe  mit  der  Schraubenaxe,  zu  welcher  halbe 
Umdrehung  gehört,  bildet. 

Die  Lage  dieser  Doppelgeraden  J  zu  den  gegebenen  Strecken 
ist  sehr  einfach.  Sei  O  der  Halbirungspunkt  des  kürzesten  Ab- 
standes  der  Geraden,  auf  denen  sich  die  gegebenen  Strecken  ab  und 
c^bi  befinden,  und  legen  wir  durch  denselben  die  Directionsebene  D, 
welche  den  Winkel  der  beiden  Geraden  senki'echt  halbirt,  und  er- 
richten wir  endlich  in  diesen  Punkten  auf  diese  Ebene  eine  Senk- 
rechte, welche  von  manchen  Autoren  die  Winkelhalbimngslinie  der 
gegebenen  Strecken  heisst,  dann  ist  dieselbe  identisch  mit  J, 

Ob  zwar  diese  Behauptung  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen ohne  Weiteres  gefolgert  werden  kann,  so  woUen  wir  doch 
noch  zu  ihrer  genauen  Begründung  folgendes  anführen. 

Die  Axen  sämtlicher  Rotationen,  durch  welche  di^  Grerade  P 
nach  P'  gebracht  werden  kann,  bilden  bekanntlich  ein  gleichseitiges 
hyperbolisches  Paraboloid,  dessen  Haupterzeugende  diese  Wiukel- 
halbirungslinien  sind.  Da  aber  J  die  Axe  der  Rotation,  durch  welche 
ab  nach  t^b^  gebracht  werden  kann,  femer  die  Schraubenaxe  «^,  zu 
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welcher  eine  halbe  Umdrehang  gehört,   rechtwinklig  schneidet,  so 
muB8  sie  mit  der  Winkelhalbimngslinie  identisch  sein. 

Die  CoDstmction  sämtlicher  Schraubenaxen  ist  anf  Omnd  der 
angefahrten  Besnltate  sehr  einfach.  Beschreiben  wir  (Fig.  IV.)  einen 
Kreis  Aber  dem  Dorchmesser  ad  (oder  ßd),  führen  wir  eine  belie- 
bige H"  nnd  projiciren  den  Dnrchschnittspnnkt  Ca"  mit  der  Geradon 
a'V«^  ^^  die  Pankte  12,  dann  sind  die  Geraden  IJ,  2J  die  Pro- 
jectionen  der  Schranbenaxen,  welche  sich  in  der  Ebene  H  befinden, 
da  1 2  die  Scheiteltangente,  «  der  Brennpunkt  der  Parabel  Pa  ist, 
ferner  \d  und  2j  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Parabeln 
Pa  und  P/j. 

Ans  dieser  Constmction  folgt  nachstehende  Yerteilnng  der 
Schraubenaxen  im  Baume. 

1)  Wfthlen  wir  ir  so ,  dass  die  entsprechende  Scheiteltangente 
Y2  den  Kreis  nicht  schneidet,  dann  gibt  es  keine  reelle  Axe  in 
dieser  Ebene. 

2)  Wenn  H  jene  Lage  erreicht,  in  welcher  die  zugehörige 
Scheiteltangente  den  Kreis  in  p  berührt,  so  fallen  in  dp  zwei  Axen 
zusammen.  Diese  Erzeugende  ist  die  tiefste  Erzeugende  der  Flftche, 
die  sogenannte  singulare  Erzengende  oder  Kante  der  Flache,  da  sie 
mit  der  Nachbarerzeugenden  in  einer  Ebene  liegt.  Die  Richtung 
dieser  Kante  halbirt  den  Winkel  der  Geraden  aß  und  «aor. 

3)  Verschieben  vir  H  noch  weiter,  sodass  die  zugehörige 
Scheiteltangente  den  Kreis  in  zwei  Punkten  1  2  schneidet,  so  sind 
IJ^  2j  die  Projectionen  von  zwei  Axen,  welche  immer  mehr  diver- 
giren.  Geht 'die  Scheiteltangente  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises, 
so  stehen  die  zugehörigen  Axen  aufeinander  senkrecht;  wenn  sie 
dagegen  durch  d'  hindurchgeht,  so  haben  die  zugehörigen  Axen  als 
Horizontalprojectionen  die  Tangente  des  Kreises  in  J'  und  jene 
Scheiteltangente  12;  diese  ist  die  Rotationsaxe,  welche  sich  im 
Systeme  befindet. 

4)  Berührt  die  Scheiteltangente  den  Kreis  in  einem  Punkte  g, 
so  fallen  wieder  zwei  Axen  in  der  Geraden  Jq  zusammen,  indem 
sie  nun  die  höchste  Erzeugende,  die  zweite  singulare  Erzengende  der 
Flftche  bilden.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  singulftren 
Erzeagenden  aufeinander  senkrecht  stehen. 

5)  Bewegt  sich  H  noch  weiter,  so  werden  die  Axen  wieder 
imaginär,  die  ganze  Flftche  liegt  also  zwischen  zwei  parallelen  Ebe- 
nen, w^che  durch  die  erwähnten  Kanten  gehen. 


Digitized  by 


Google 


g  Felis  eh:  Ort  der  Aren  <Ur  S^raubenbewegttngen 

Es  wird  nicht  ttberflüssig  sein  zu  bemerken,  dass  es  sehr  leicht 
ist,  zn  einer  Aze  die  zn  ihr  senkrechte  zu  finden;  wir  brauchen  nur 
den  Durchmesser  des  Punktes  zu  ziehen,  in  welchem  die  gegebene 
Axe  den  Kreis  in  der  Projection  schneidet,  durch  den  Diametral- 
punkt geht  dann  die  Projection  der  anderen  Axe.  Es  ist  ferner 
leicht  die  Entfernung  solcher  Axen  zu  bestimmen. 

Aus  der  Construction  geht  hervor,  dass  die  Fläche  folgende 
Leitlinien  hat: 

1}    die  Gerade  J, 

2)  die  Ellipse,  deren  Horizontalprojection  der  angeführte  Kreis 
ist,  und  welche  somit  von  J^  geschnitten  wird, 

3)  die  unendlich  ferne  Gerade,  durch  welche  alle  Directions- 
ebenen  hindurchgehen,  und  welche  somit  durch  keinen  Punkt  der 
Ellipse  geht 

Es  ist  aber  zur  Genüge  bekannt,  dass  eine  so  bestimmte  Fläche 
dritter  Ordnung  ist,  welche  d  als  Doppelgerade  besitzt. 


Bisher  befassten  wir  uns  mit  der  Ueberführung  der  Strecke  ab 
durch  eine  Schraubenbewegung  nach  a^bi.  Wenn  wir  aber  ab  nach 
b^oi  überführen  wollen,  so  wird  der  Ort  aller  Axen,  welche  dieser 
Bedingung  genügen,  eine  andere  Fläche  dritter  Ordnung  sein,  deren 
Directionsebene  die  andere  Ebene  ist,  welche  den  Nebenwinkel  der 
gegebenen  Strecken  senkrecht  halbirt,  und  deren  Doppelgerade  die 
andere  Winkelhalbirungslinie  ist. 


Auf  Grund  der  vorangehenden  Betrachtungen  sind  wir  jetzt  auch 
im  Stande  die  Frage  zn  beantworten,  welches  der  Ort  der  Axen  der- 
jenigen Schraubenbewegungen  ist,  durch  welche  die  Gerade  P  in  eine 
willkürliche  Lage  gebracht  werden  kann. 

Verschieben  wir  die  Länge  a^b^  in  die  Lage  ojÄj,  oj^s  ...  (Fig.  V.), 
sodass  die  Strecke  alle  Lagen  auf  P'  stetig  einnimmt,  dann  wird 
jeder  Lage  derselben  eine  gewisse  Fläche  dritter  Ordnung  als  Ort 
der  Axen  entsprechen.  Die  Punkte  a^a^a^  ...  liegen  auf  einer  Ge- 
raden Af,  welche  parallel  zu  F^  ist,  die  Kreise  über  den  Dnrch- 
messem  a^j'  a^A  ...  bilden  einen  Büschel  von  Kreisen,  welche 
«ich  in  /t*  berühren,  sie  sind  also  die  Horizontalprojection  eines 
Büschels  von  Kreiscylindem,  welche  sich  längs  der  Geraden  A  be- 
rühren. Die  Ebenen,  welche  zu  au^^  au^ ...  senkrecht  sind,  schneiden 
die  Ebene  aJf,  wie  man  leicht  erkennt,  in  den  Tangenten  deijenigen 
Parabel,  welche,  durch  den  Brennpunkt  a  und  die  Scheiteltangente 
3f  bestimmt  ist;  diese  Ebenen  sind  Berührungsebenen  eines  para- 
bolischen Gylinders,  der  auf  der  Ebene  aM  senkrecht  steht 
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Da  der  £benenbüschel  zweiter  Ordnung  and  der  Gylinderbüscbel 
zn  den  Punkten  a  perspectivisch  sind,  so  sind  sie  zu  einander  pro- 
jectivisch.  Der  Ort  der  Ellipsen  als  Leitlinien  aller  Flächen  dritten 
Grades  ist  also  das  Erzengniss  eines  Flächenbüschels  zweiten  Orades 
mit  dem  daza  projectiTischen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung. 

Hier  sei  nun  erwähnt,  dass  eine  solche  Fläche  allgemein  sechsten 
Grades  ist  und  dass  dieselbe  unter  günstigen  Bedingungen  auf  den 
Yierten  Grad  sich  rednciren  kann.  Von  einem  solchen  Special£all 
wollen  wir  bei  anderer  Gelegenheit  sprechen. 

Für  unsere  weiteren  Betrachtungen  ist  nur  der  Umstand  von 
Wichtigkeit,  dass  durch  jeden  Punkt  B  im  Räume  eine  Fläche  des 
Büschels  und  somit  auch  eine  ge?ri8se  Ebene  des  projectiyischen 
Ebenenbüschels  bestimmt  ist.  Wenn  wir  von  diesem  Punkte  B  eine 
Senkrechte  zu  J  föllen  und  darch  den  Fusspunkt  dieser  Senkrechten 
eine  zu  J/ senkrechte  Ebene  legen,  so  ist  durch  den  Schnittpunkt  a 
ein  Cylinder  des  Büschels  bestimmt,  dessen  Schnitt  mit  jener  Ebene 
eine  Ellipse  ist  Daraus  siebt  man,  dass  jene  Senkrechte  zu  J  eine 
Erzeugende  der  Fläche  dritten  Grades  ist,  welche  diese  Ellipse,  die 
Gerade  J  und  die  zu  J  senkrechte  Ebene  als  Leitelemente  besitzt, 
es  gibt  also  eine  Schraubenaxe,  welche  durch  B  geht  und  der  Aufgabe 
genügt. 

Wenn  wir  eine  Senkrechte  zur  anderen  Winkelhalbirungslinie  [J] 
fiUlen,  sol  erhalten  wir  auch  eine  Schraubenaxe,  durch  welche  P  nach 
P'  übergeführt  werden  kann,  wobei  wir  aber  der  Geraden  F^  entgegen- 
gesetzte Richtung  wie  zuvor  beilegen. 

Wenn  wir  diese  Möglichkeit  ausschliessen.  so  erkennen  wir: 

Die  Axen  aller  Schraubenbewegungen,  durch  welche  die  Gerade 
P  in  die  Lage  F'  gebracht  werden  kann,  sind  im  Baume  so  ver- 
teilt, dass 

1)  durch  jeden  Punkt  (der  nicht  auf  ^  liegt)  eine  Axe,  näm- 
lich die  Senkrechte  zu  J^  geht, 

2)  dass  in  jeder  Ebene  (welche  nicht  zu  J  senkrecht  ist) 
eine  Axe,  nämlich  die  Senkrechte,  welche  wir  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Ebene  mit  J  zu  letzterer  führen  können,  liegt 

Sämtliche  Schraubenaxen  bilden  demnach  eine  lineare  Gon- 
gruenz,  welche  durch  d  und  die  unendlich  ferne  Gerade  in  der  zu 
j  senkrechten  Richtung  als  Leitlinien  bestimmt  ist  Durch  jeden 
Punkt  dieser  Leitlinien  gehen  unendlich  viele  Axen,  welche  einen 
Ebenenbüscbel  der  zu  J  senkrecht  ist,  bilden,  und  in  jeder  Ebene, 
welche  durch  J  hindurchgeht,  befinden  sich  unendliche  viele  zu  J 
parallele  Axen. 
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IL 

Einige  Beziehungen    zwischen  den  drei  Höhen 

und  zwischen  den  drei  seitenhalbirenden 

Ecktransversalen  eines  Dreiecks. 

Von 

Carl  Pabst 


S.  1. 

Die  Lösung  der  Aufgabe .  aus  drei  von  einander  unabhängigen 
Stücken  ein  Dreieck  zu  construiren  oder  zu  berechnen,  unterliegt 
meist  gewissen  Bedingungen.  Soll  z.  B.  aus  drei  gegebenen  Strecken 
als  Seiten  ein  Dreieck  construirt  werden,  so  mflssen  die  3  Strecken 
der  bekannten  Bedingung  genügen,  dass  die  Summe  je  zweier  der- 
selben grösser,  und  die  Differenz  je  zweier  kleiner  als  die  dritte 
Strecke  ist.  Wir  wollen  hier  einige  Beziehungen  entwickeln,  welche 
zwischen  den  drei  Höhen  und  zwischen  den  drei  seitenhalbirenden 
Ecktransversalen  eines  Dreiecks  bestehen. 

Bezeichnen  A^,  i^,  h^  He  bezüglich  zu  den  Seiten  a,  &,  0  des 
Dreiecks  ABC  zugehörigen  Höhen,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

(1) aÄj   -=»  ÄÄj  ==»  CÄj 

Mit  Hilfe  derselben  wollen  wir  die  Seiten  a,  5,  e  durch  die  drei 
Höhen  ausdrücken. 

Durch  die  Höhe  Aj  wird  das  Dreieck  ABC  in  zwei  rechtwink- 
lige Dreiecke  geteilt,  aus  denen  man  nach  dem  Pythagoräischen 
Lehrsatze  erhält:  
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zwuehen  den  drei  geüenhdtbireruUn  DrantVii'saUn  hms  Drtiieks.         l\ 

Durch  zweimalige  Qaadrirang  geht  diese  Gleichung  über  in 

oder* 

45V  —  (a«  —  5«  -  c«)«  -  4a«  V 

Ans  dieser  Gleichung  folgen  die  oben  erw&hnten  Beziehungen  zwischen 
den  drei  Seiten  eines  Dreiecks.  Damit  nämlich  k^  reell  wird,  muss 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  positiv  sein.  Dieselbe  stellt  aber 
die  Differenz  zweier  Quadrate  dar,  weshalb  man  dafür  setzen  kann 
das  Product: 

(26c+a»  — Ä«  — c«)(26ü-a«  +  5«+c«) 
Da  dieses  Product  positiv  sein  muss,  so  erh&lt  mau  die  Bedingung: 

b*+c^'-2bc  <  o«  <  6«  +  c«+25c 
oder: 

b  —  c  <  a  <  b-\'e 

Setzt  man  nun  in  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  die  aus  (1) 
folgenden  Werte  fflr  b  und  e: 

80  geht  dieselbe  Aber  in 

r  **»•  _  (w-v*i'-w)*i .  _ .... 
L^^ vv J«*-4««v 

Dividirt  man  diese  Oleichnng  dnrcb  k^l^h^*,  so  erhält  man: 

h■-(^-"-5^-^)^■'-«.•v 

Analoge  Gleichungen  ergeben  sich  f&r  b  und  e,  und  zwar  gehen  die- 
selben aus  der  erhaltenen  hervor,  wenn  man  darin  die  Indices  der 
h  cykliseh  und  zugleich  a  mit  6  und  b  tnit  e  vertauscht,  so  dass 
man  erhält: 

,     ^W 


<?»  = 


*       V  At  A» 


Hierdurch  sind  die  Seiten  des  Dreiecks  durch  die  drei  Höhen  be- 
stimmt 
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Aus  den  entwickelten  Oleichangen  (2)  lassen  sich  nan  einige 
Bedingungen  für  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  ableiten.  Zanächst  ist 
klar,  dass  die  Nenner  der  Brüche  in  (2)  positiv  sein  müssen,  damit 
man  für  a,  b,  e  reelle  Werte  erhält.  Betrachten  wir  den  Nenner  des 
ersten  Bruches,  so  stellt  derselbe  die  Differenz  zweier  Quadrate  dar, 
weshalb  man  dafür  setzen  kann: 

Damit  dieses  F^Dduct  positiv  wird,  muss  sein: 

«2  «3  *  /^  /*j  /»s 

Zwei  analoge  Bedingungen  ergeben  sich  aus  den  beiden  anderen 
Gleichungen  in  (2),  so  dass  man  als  Bedingungen  für  die  drei  Höhen 
eines  Dreiecks  hat: 

(3)  .  .  .  <   Äj  +  Ä,      ^^  ^  Ä,  ^  A3  +  Äi  +^*« 

Addirt  man  die  beiden  ersten  Teile  dieser  Ungleichungen,  so  erhält 
man  folgende  Beziehung : 

(4) ^+^  +  ^<2(Ä,+Ä,+Ä3) 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  lässt  sich  noch  eine  dritte  Bedingung 
für  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  aufstellen.  Löst  man  die  Klammer 
im  Nenner  der  Brüche  in  (2)  auf,  so  bemerkt  man,  dass  die  3  Brüche 
denselben  Nenner  haben.    Bezeichnet  man  denselben  mit  N\  so  dass : 

'  «      2Ä,Ä3 
(^) i  * "     N 


dann  ist: 


2M? 
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"■  -  W+ V+V)-[(^)'+  (^)'+  {^)1 

DaBiit  N  reell  werde,  miifis  demnach  sein : 

<"■  ■•(W+(^)"+(W<«v+v+w 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  genügen  A^,  ^,  h^  anch 
der  Bedingung  (4),  denn  ans  dieser  folgt: 

{^y  +  (v)  +  {^y^  2(V+V+V)+8(A,;i.+V.+AxA,) 

Wenn  daher  ein  Dreieck  aus  seinen  drei  Höben  construirt  werden 
soll,  so  ist  diese  Aufgabe  nur  lösbar,  wenn  die  Strecken  A^,  A^,  h^ 
den  Bedingungen  (3)  und  (6)  genügen. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5)  kann  man  nun  auch  von  der 
Beschaffenheit  der  Höhen  eines  Dreiecks  auf  die  Beschaffenheit  seiner 
Seiten  und  Winkel  schliessen.  Zunächst  ist  klar,  dass  das  Dreieck 
ungleichseitig  ist,  wenn  die  drei  Höhen  ungleich  sind.  Sind  zwei 
Höhen  einander  gleich,  so  sind  auch  die  zugehörigen  Seiten  gleich, 
d.  h.  das  Dreieck  ist  gleichschenklig;  und  sind  die  drei  Höhen 
einander  gleich,  so  ist  das  Dreieck  gleichseitig.  Ist  nftmlich 
hl  ^  h^  ^  h^  BO  folgt  aus  (5): 

a  «  Ä  =  c  =  |Äy  3 

Ferner  ist  nach  dem  Pythagoreischen  Lehrsate  für  «  —  90^: 

Setzt  man  hierin  für  a,  6,  o  ihre  Werte  aus  (6),  so  erhält  man: 

W+W  =  W 
oder: 

<') (ö'+fö)"-' 

Ebenso  ergiebt  sich: 

»"-«'■  (ö*+(ö'-' 

Hieraus  fliesst  der  Satz: 

Ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Verhältnisse  einer  Höhe  zu  den 
beiden  anderen  Höhen  eines  Dreiecks  gleich  1,  so  ist  das  aus  diesen 
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3  Höhen  constniirbare  Dreieck  rechtwinklig,  and  zwar  ist  deijenige 
Dreieckswinkel  ein  Rechter,  von  dessen  Scheitel  die  erstere  Höhe 
ausgeht 

Ans  dem  verallgemeinerten  Pythagoreischen  Lehrsatze  folgt,  dass : 

ist,  je  nachdem  a  ^  90^  ist.  Hieraas  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der 
Gleichangen  (5): 

oder: 

<«) (ö"+(a'§' 

Daraas  fliessen  die  Sätze: 

1)  Die  Summe  der  Quadrate  der  Yerhälnisse  einer  Höhe  zu 
den  beiden  anderen  Höhen  eines  Dreiecks  ist  grösser  oder  kleiner 
als  1,  je  nachdem  der  Winkel,  von  dessen  Scheitel  die  erstere  Höhe 
ausgeht,  kleiner  oder  grösser  als  90^  ist. 

2)  Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  Quadrate  der 
Verhältnisse  je  einer  Höhe  zu  den  beiden  anderen  Höhen  grösser 
als  1. 

3)  Ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Verhältnisse  einer  Höhe 
zu  den  beiden  anderen  Höhen  eines  Dreiecks  kleiner  als  1,  so  ist 
der  Winkel,  von  dessen  Scheitel  die  erstere  Höhe  ausgeht,  ein 
stumpfer. 

4)  Ist  die  Summe  dw  Quadrate  der  Verhältnisse  je  einer  Höhe 
zu  den  beiden  anderen  Höhen  eines  Dreiecks  grösser  als  1,  so  ist 
das  Dreieck  spitzwinklig. 

§.8. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Winkel  des  Dreiecks  direct  durch  die 
Höhen  berechnen.    Setzen  wir  zu  dem  Zwecke: 

—  a+i  +  c«"2(M  — a) 

a  +  h  —  e-^  2(t*  — c) 
SO  ist,  wie  in  der  Trigonometrie  bewiesen  wird: 
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^"  tt(a  —  a) 


(?) 


tgi^' 


tt(tt  — &) 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5)  des  §.  1.  erhält  man  zunächst : 


«*-«-  lv^"-^«*«+^sÄ|+/*iÄ,) 


(10) 


Setzt  num  diese  Werte  in  die  Gieichnngen  (9)  ein,  so  gehen  diese 
Ober  in: 

Hiernach  lassen  sich  ans  den  drei  Höhen  direct  die  drei  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen. 

Ans  den  Gieichnngen  (10)  lassen  sich  noch  einige  Bedingungen 
fiir  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  ableiten.  Da  u— a,  u— 6,  u  — c 
positi?  sind,  so  müssen  A^,  A,,  A3  den  Bedingungen  genflgen: 


(11) 


(12) 


Ä,(Ä3  +  Äi)>Ä5A,>A,(A3-A,) 

Äs(Ä,+/i,)>ÄiÄ,>Ä,(Ä,~A,) 


das  heisst  in  Worten :  Das  Rechteck  aus  je  zwei  Höhen  eines  Drei- 
ecks ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus. der  Summe  dieser  beiden  Höhen 
und  der  dritten  Höhe  und  grösser  als  das  Rechteck  ans  der  Diffe- 
renz der  beiden  ersteren  Höhen  und  der  dritten  Höhe. 
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Die  Bedingangen  (12)  lassen  sich  noch  in  folgende  Form  bringen 


< 

1^. 

^ 

^>k- 

■k> 

•>t 

_*3 
»1 

(12a) 


Wie  wir  schon  im  vorigen  §.  erwähnt  haben,  ist,  wenn  h^  —  ß*^ 
ist,  das  DreieclE  i4J3C  gleichschenklig,  and  zwar  ist  a  —  &.  Für 
diesen  Fall  gehen  die  Gleichungen '(11)  über  in: 

(13) l 

Hieraus  folgt  zon&chst:  2A|  >  A^*  ^^  heisst  in  Worten:  Im  gleich- 
gleichschenkligen Dreieck  ist  die  doppelte  znr  Basis  zagehörige  Höhe 
stets  grösser  als  eine  der  beiden  anderen  Höhen. 

Femer  ergiebt   sich   aas   der  letzten  Qleichang  in  (13),  dass 

y  t  90<>  ist,  je  nachdem  2V  —  ^i'  ist.    Im  gleichschenkligen  Drei- 

>  < 

eck  ist  demnach  der  Winkel  an  der  Spitze  kleiner,  gleich  oder 
grösser  als  90^  je  nachdem  das  doppelte  Qnadrat  Aber  der  zur  Basis 
zagehörigen  Höhe  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  das  Quadrat  tlber 
einer  der  anderen  Höhen  isi. 

Schliesslich  folgen  ans  den  Oleichungen  (13)  noch  die  beiden 
Bedingangen: 

(14) i 


§.4. 

Analog  dem  bisherigen  Yerfaliren  wollen  wir  nun  einige  Be- 
ziehongen  zwischen  den  drei  seitenhalbirenden  Ecktransrersalen 
eines  Dreiecks  ableiten.    Bezeichnen  m^,  m,,  mg  die  bezüglich  die 
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Seiten  a,  &,  c  des  Dreiecks  ABC  halbirenden  EcktransTertalen,  so 
erhält  man  nach  dem  erweiterten  Pythagoreischen  Lehrsatze: 

Wj*  =■  h*'\'\a^  —  ap 

wenn  p  nnd  q  die  Projectionen  bezüglich  der  Seiten  h  nnd  e  anf  die 
Seite  a  bedeuten.    Beachtet  man,  dass  p+(Z  "°  ^  ist,  so  folgt: 

Anf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  noch  zwei  Oleichnngen  bezüglich 
für  m^  nnd  t»),  so  dass  man  hat: 

,  _Ja8+J«+c«-2V 
(15)  ........    I        a«— i*«  +  c«  -  2m,« 

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  hieraus: 

(16) j  Ä«  -  i(2V"»»«*+2m3«) 

Hierdurch  siod  die  Seiten  durch  die  drei  seitenhalbirenden  Eck- 
transversalen  eines  Dreiecks  bestimmt.  Wir  wollen  ans  den  erhaltenen 
Gleichungen  einige  BeziehuDgen  zwischen  den  drei  Transversalen  ab- 
leiten. 

Wie  man  sogleich  ersieht,  müssen,  damit  man  für  a,  &,  c  reelle 
Werte  erhält,  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

d.  h.  |in  Worten:  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Quadrate 
über  je  zwei  seitenhalbirenden  Ecktransversalen  grösser  als  das  halbe 
Quadrat  über  der  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  halbirenden  Eck- 
transversale. 

Femer  folgt  aus  dem  Pythagoreischen  Lehrsatze  für  a  — >  90®: 
In  diese  GleichuDg  die  Worte  für  a,  5,  c  aus  (16)  eingesetzt,  giebt: 


a-90»: 

V+»».»  -  5»H« 

/J-»0«: 

mjj*  +*%*  —  5i»,* 

y=-90«: 

1»,*+  m,*  =-  öfWj* 

ATch.  d.  Mttli.  n.  Phyi.    2.  Seihe,  T.  VII. 


Digitized  by 


Google 


lg  Pabit:  Einige  Beziehungen  zwischen  den  drei  Böhen  und 

Daraos  fliegst  der  Satz:  Im  recktwinkligen  Dreieck  ist  die  Samme 
der  Quadrate  über  den  die  Katheten  halbirenden  Ecktnuisversalen 
{gleich  dem  fünffachen  Quadrat  über  der  die  Hypotenuse  halbirenden 
Ecktransversale. 

Oder  umgekehrt:  Ist  die  Summe  der  Quadrate  über  zwei  seiten- 
halbirenden  Ecktransversalen  eines  Dreiecks  gleich  dem  fünffachen 
Quadrat  über  der  die  dritte  Seite  halbirenden  Ecktransversale,  so 
ist  das  Dreieck  rechtwinklig,  und  zwar  ist  derjenige  Droieckswinkel 
ein  Rechter,  von  dessen  Scheitel  die  letztere  Transversale  ausgeht. 

Ausserdem  wissen  wir,  dass  im  schiefwinkligen  Dreieck  das 
Quadrat  über  einer  Seite  grösser  oder  kleiner  ist  als  die  Summe  der 
Quadrate  über  den  beiden  anderen  Seiten,  je  nachdem  der  der  er- 
steren  Seite  gegenüberliegende  Winkel  kleiner  oder  grösser  als  90^ 
ist.    Demnach  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (16): 

«  ^  90»:  V+mj«  ^  5«»,* 

Hieraus  fliessen  die  Sätze: 

1)  In  einem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Quadrate  über  zwei 
Transversalen^  welche  die  Ecken  mit  den  Mitten  der  Oegenseiten 
verbinden,  kleiner  oder  grösser  als  das  fünffache  Quadrat  über  der 
die  dritte  Seite  halbirenden  Ecktransversale,  je  nachdem  der  Winkel, 
welcher  der  dritten  Seite  gegenüberliegt,  kleiner  oder  grösser  als 
90^  ist. 

2)  Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  Quadrate  über 
je  zwei  Transversalen,  welche  die  Ecken  mit  den  Mitten  der  Gegen- 
seiten verbinden,  kleiner  als  das  fünffache  Quadrat  über  der  die 
dritte  Seite  halbirenden  Ecktransversale. 

3)  Ist  in  einem  Dreieck  die  Summe  der  Quadrate  über  zwei 
Transversalen,  welche  die  Ecken  mit  den  Mitten  der  Gegenseiten 
verbinden,  grösser  als  das  fünffache  Quadrat  über  der  die  dritte 
Seite  halbirenden  Ecktransversale,  so  ist  der  Winkel,  welcher  der 
dritten  Seite  gegenüberliegt,  grösser  als  90^. 

4)  Ist  in  einem  Dreieck  die  Summe  der  Quadrate  über  je  zwei, 
die  Ecken  mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  verbindenden  Ecktrans- 
versalen kleiner  als  das  fünffache  Quadrat  über  der  die  dritte  Seite 
halbirenden  Fcktransversale,  so  ist  das  Dreieck  spitzwinklig. 
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5.5. 

Nachdem  wir  bisher  die  Dreiecksseiten  durch  die  seitenhalbi- 
renden  Ecktransversalen  ausgedrückt  haben ,  bleibt  nns  noch  flbrig, 
die  Winkel  des  Dreiecks  zn  bestimmen.  Hierbei  könnte  man  die 
Gleichungen  (16)  auf  die  Gleichungen  (9)  des  §.  3.  anwenden.  In- 
dessen wollen  wir  jetzt  einen  anderen  Weg  einschlagen,  wobei  wir 
zu  neuen  Bedingungen  zwischen  den  drei  seitenhalbirenden  Eck- 
transversalen  eines  Dreiecks  gelangen  werden. 

Der  Kflrze  wegen  sei  (Fig.  1.) 

A  A 

C^ß  — «„        BAD  —  Hf 
ABE^ßjy         CBE  =  ßg 

A  A 

Alsdann  ergiebt  sich  aus  dem  Dreieck  BCSi 

singg  ^  TOj 
sin  yi  ""  «»8 

Zwei  analoge  Gleichungen  ergeben  sich  fflr  y^^  a^  und  fOr  at«  ßii  so 
dass  man  hat: 

tgi(/5,+  y,)cotgi(/J,-n)  «  5±^ 

(18)     .    .   .^    tgi(y,-f«,)cotgi(y,-«i)  =  ^^ 
tgi(«,  +  /J,)cotgK«,-ft)  =^±^^ 

Wie  man  sieht,  geht  jede  dieser  Gleichungen  aus  der  vorhergehenden 
hervor,  wenn  man  die  Winkel  und  die  Indices  von  m  cyklisch  ver- 
tauscht. 

Ferner  erhält  man  ans  dem  Dreieck  CSE^  da  CES^u-\-ß^  ist: 

siny^  m^ 

sin(«+ft)  "  2iii3 

Daraus  folgt  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher: 
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tgl(y.+«+ft)ctg J(y2  - «-A)  -  ^2^ 

Nan  ist  aber:  ÜYa  +  ^+ßi  =•  9(y>  — i(|3j-[-y,),  wodurch  die  letztere 
Gleichang  übergeht  in 

ct«J(ft  +  y,)ctgl(y.-«-ft)  =^-^25 

Wendet  man  hieranf  die  eben  erwähnte  cyklische  Yertaaschung  ao, 
so  erhält  man: 

ct«i(^.+y.)ctg}{y,-«-ft)  -=^2^ 

(19)  .  .  .  ^  ctgi(y,+«,)ctgi(«,  -<»  -y.)  -5-S 
ctgi(«,+ft)ct«}(ft-y-«,)  =  ^^g 

A 
Beachtet  man  schliesslich,  dass  BFS=i  o+Zs  ^st,  so  folgt  aus  dem 

Dreieck  BSF: 

sin(«+y2)  ""  2»ia 

Berücksichtigt   man,   dass  Hßi  +  a+yi)  =  ^—i{ßi+Yi)  ist,  so 
resnltirt: 

ctgi(^.+y,)ctg4(ft-«-  y,)  -  ^g 

Wenn  wir  auch  hierauf  die  erwähnte  Vertausch  ung  anwenden,  so  er- 
geben sich*  die  Grieichungen : 

ctg4(ft+y,)ctgi{ft-«-y,)  -  ^§ 

(20)  ...   jctgl{y,+«,)ctgi(y,-^-«,)  =  ^-g 

ctgJ(«,+/Ji)ctgJK-y-/J,)  =  ^-+-^ 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

(  ct^4(/?,+yl)  -  w;      ctgUßt  -n)  =  «' 

(21)  '   '   '  l  ctgi(y2  +  «i)  =«  «^;        ctgj(y2  —  crj  =  »' 

'  Ctgi(«,  +  /3')  =tr;         Ctgi(a2-/5i)  «  i*»' 

so  gehen,  bei  Beachtung,  dass  Ky2  —  «  —  /^i)  =  iCya  —  «j)  —  l(«8+ft ) ; 
etc.  ist,  die  Gl.  (18)  (19)  (20)  über  in 
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i     ü'    «  ^*»  +  »»2 

22) <   - '«.  '^H"'^ 

j  t;    "*■  mj  — »13 

iJÖ) ^  „  w'u  +  1  ^  n^  +  2mj 

u  —  w'         m^ — 2i»i 

tt't;  + 1        »h  +  2f?ij 

tu    ?-     e™ J^ 

o — tt  m^ —  2mg 

t7  +  tö'  iDg  — 2m) 


124) 


—  u*w  4- 1        w,  -|-  2m8 
IT  -{-  «*'  »»1  —  2mg 

—  v'u'\-l         m2'\'2mj 
u-\~v'  mj  —  2mi 

Ausser  diesen  Gleichungen  genügen  u,  v,  w  noch  der  Gleichung: 

(25) tt-|-Ü  +  tO  =  ttt?M7 

*eü  JO»,+y,)+i(y,+«,)+K««+/»i)  -  a^+ß+y)  -  90»  ist 
Durch  Addition  ergeben  sich  ans  den  Gleichungen  (23)  nnd  (24) : 


"+"  -  i;i;^'2;^  <"-••  ^+ ^ -2^  ^«'  +  »> 

'  ii4--2m8'^  '^  '   m,  —  2mi  ^     '      ' 

,  m3+2m|  m,  +  2m,^    ,     ,^ 


Ordnet  man  diese  Gleichnngen  nach   u,  t;,  ur  nnd  setzt  darin  für  «', 
r*,  w'  die  ans  den  Gleichungen  (22)  folgenden  Werte  ein,  so  resultirt: 

f»h(»>»+«8)w+'t»2(mji  —  2m3)t?+  mgCmi  —  2m,)w  —  0 
f»,{m,  — 2m8)tt+m8(m8+mi)t;+m3(m,  — 2m,)w  «  0 
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Wir  haben  also  drei  lineare  Oleichongen  ftr  iraju,  «4«,  ms«^^ 
deren  absolnte  Glieder  gleich  nnll  sind.  Damit  diese  sich  nicht 
widersprechen,  moss,  wie  in  der  Determinantentheorie  nacbge wiesen 
wird,  ihre  Determinante  verschwinden,  also: 


^  — 


Illj+OT, 

•»1  — 2»l5 

mi-2m. 

«,-2m. 

•fij+mi 

114  —  2mi 

ffi,-2m. 

•»is-2mi 

«,+•4 

—  0 


Bezeichnen  wir  mit  4  9  '^ti  ^^s  di^  Unterdeterminanten  der 
Determinante  4  welche  in  der  Entwicklung  von  J  als  Goefficicnten 
der  Glieder  der  dritten  Zeile  auftreten,  setzt  man  also: 


^i  = 

»4 — 2f}4 

^,= 

114  — 2fi4 
«,-2114 

«4+114 

-^.- 

«,—21», 

1»!  —  2n4 
»4+114 

80  erhält  man  ans  den  beiden  ersten  GMchnngen  in  (26) 

»44 

10    SM    i— 

U 

«44 
Diese  Werte  in  die  Gleichung  (26)  eingesetzt  giebt: 

^«  ^  ^i(«4»*84+»*>«h4+»H'»>4) 

.  ^  ^2(fi4fy44+  «4«h4+  >»i»4^8) 

^^  _  4(*»«*»84  +»>8»*i  ^8  +  »h'Wa^a) 

Diese  Brflche  lassen  sich  noch  etwas  vereinfachen.    Es  ist  nftmlich: 

4  =  3»»i  (—»»1+»»«+»»«) 
^2  —  3f74  (04—114+114) 
^s  «  3114(114+114— «4) 

so  dass  die  Ausdrücke  flu*  «*,  v*,  w^  ttbergehen  in 
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(»4 — »4  4- «»»)  (»4  +  *»« — »»i) 
(»»1+«*— »»8)(-«l  +  «l  +  «»8) 

Seü»  wir  sddieBsiich: 

«h+wj  +  iws  —  2# 

m,+iii,  -  i»3  —  2(«  — iiisi) 
90  erfaaUeii  wir,  wenn  wir  die  Oleichnngen  (21)  nnd  (22)  berack- 


Hierdnrch  sind  die  Dreieckswinkel  eindeutig  bestimmt. 

Denn  in  den  Gleichungen  (27)  haben  wir,  wenn  wir  die  Quadrat- 
wurzel ausziehen,  nur  das  posisive  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzel 
m  nehmen,  da  die  halbe  Summe  zweier  Winkelteile  eines  Dreiecks 
kieiuer  als  90^  ist,  die  Gotangente  von  Winkeln  im  ersten  Quadranten 
aber  positiv  ist 

§.6. 

Wenn  wir  die  im  vorigen  f.  erhaltenen  Gleichungen  (27)  mit 
den  Gleichungen  (9)  in  §.  3.  vergleichen,  so  ergiebt  sich  daraus, 
^^M  ßt+Ti^  rt  +  ^9  ^+A  Winkel  eines  Dreiecks  sind,  welches 
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mj,  m,,  m^  ZU  Seiten  hat.  Nun  sind  aber,  wie  sich  ans  Fig.  1.  er- 
giebt,  ^2+yi,  /a  +  ^fn  ««+/'i  <lie  Winkel,  welche  von  dem  oberen 
Abschnitte  je  einer  der  seitenhalbirenden  Ecktransversalen  und  dem 
unteren  Abschnitte  einer  anderen  gebildet  werden.  Construirt  man 
daher  das  Dreieck  aus  den  drei  seitenhalbirenden  EcktransTersalen 
eines  gegebenen  Dreiecks  als  Seiten ,  so  sind  die  Winkel  desselben 
gleich  den  Winkeln,  welche  im  gegebenen  Dreieck  Ton  je  einem 
oberen  Abschnitte  einer  der  Transversalen  und  dem  unteren  Ab- 
schnitte einer  anderen  gebildet  werden. 

Dieses  Besultat  lässt  sich  auch  geometrisch  ableiten.  Zieht  man 
zunächst  durch  die  Ecke  B  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  1.)  die  Parallele 
BN  zu  der  Transversale  CF,  welche  die  Verlängerung  der  Trans- 
versale AD  über  D  hinaus  in  N  schneidet,  so  ist  in  den  Dreiecken 

BDN  und  CDS: 

BD-^  CD 

A  A 

BDN  =  CDS 

A  A 

BND  —  CSD 


C^BDN  ^  CDS 


BN^  CS  ^  iCF 
DN-^DS=iAD 
Verlängert  man  nun  SB  über  B  hinaus  um  BJ  =  SE^  zieht  durch 
J  die  Parallele  zu  CF,  welche  die  Verlängerung  von  AD  über  D 
hinaus  in  K  schneidet,  so  ist: 

Ja:  J5JV  — JS:B/S«3:2 


folglich: 
Ausserdem  ist: 
folglich: 

JK^iBN^  JCiS  — CF 
KS:NS^JS:BS^3i2 

KS  =  %NS  =  AD 

Mithin  ist  in  dem  Dreick  JKSi 

SK^AD 

SJ-^  BE 

JK=CF 

A           A            A 

JSK'^  BSD  =  ASE 

A           A            A 

JKS  -  CSD  '^ASF 

A  A  A 

KJS^BSF'-«  CSE 
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Hieraas  folgt,  da  sich  ans  den  drei  seitenbalbirenden  Eck  trans- 
versalen eines  Dreiecks  stets  ein  Dreieck  constmiren  lässt,  welches 
dieselben  als  Seiten  enthält,  dass  zwischen  ihnen  die  Bedingungen 
bestehen: 

Im^-i-m^  >  »»1  >  »»8  —  «»$ 
♦»8+»*i  >  »4  >  *»»  — *% 
n^i-j-m^  >  t»3  1>  w*i  —  OTi 

Trftgt  man  ferner  auf  den  seitenhalbirenden  Ecktransversaten 
Yon  ihrem  Durchschnitte  S  aus  nach  beiden  Seiten  hin  die  Länge 
der  betreffenden  Transversale  ab,  so  dass  also 

SG  —  SK  =  AD 
iS/r  «  iSi  —  CF 
SJ  «  SM=  BE 

and  verbindet  die  Endpunkte  dieser  Strecken,  so  erhält  man  das 
Sechseck  GHJKLM^  dessen  Seiten  bezflglich  gleich-  und  parallel  den 
drei  Transversalen  des  gegebenen  Dreiecks  sind.    Es  ist: 

HJ^  AD  =  ML 

GH^  BE^  KL 

MG^CF^  JK 
Demnach  erhält  man: 

also: 


[JGSJH  m^.m^      ""  ' 


^ASB  -^  ilJGSJK 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

^BSC^  i\JJSLK 
^CSA-^i^jLSGM 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  resultirt: 

{^ABC^iGHJKLM 

Nun  ist  aber,  wie  man  sofort  übersieht: 

GHJKLM'^^l^GSH 
and: 

Mithin  folgt: 
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(30).    .    .  ^ÄBC ^  {-Vl^i^m^^  (4—ia^){4-m^) 

wobei  «,  wie  wir  oben  festgesetzt  baben,  die  Samme  der  drei  selten - 
balbirenden  Ecktransversalen  des  Dreiecks  ABC  bedeutet. 

Uebrigens  ergiebt  sich  aas  dem  Gesagten  eine  ein&che  Con- 
straction  des  Dreiecks  ABC  aas  seinen  drei  seitenhalbirenden  Eck- 
transversalen mi,  i»ti  m,. 

Man  constmire  l^BSN  aus  Ä^  =  im,,  BS—  |j»,,  BN=^  |f»3, 
ziehe  durch  S  und  N  die  Parallelen  bezüglich  zu  BN  und  BS^ 
welche  sich  in  C  schneiden,  verlängere  N8  Aber  8  hinaus  am 
8A  —  SN^  so  ist  /^ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Guben,  Juli  1885. 
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m. 

Ueber  trigonometrische  Functionen  von 

Winkelsmnmen  und    über    Relationen   zwischen 

Polygonwinkeln* 

Von 

Seipp. 


Beliebige  Winkelgr^Jssen,  n  an  der  Zahl,  seien  mit  w^^  w^y  tr, 
...  wn  bezeichnet 

Von  den  bekannten  Formeln: 

sin(iri+w,4"'^8)="8i'^^i<^8trjCOßtr3+8intr,C0fliP,C0fltr8-J-sintt?3C0SWiCOflWt 

—  sin«/7,sinu?t8intrs 
and 

C08(u7i-f-ti7y-|~tt79)  «  —  Binu^isintrgcostrg— sinti'iSintcsCOSu^i 

—  sintrsSintrjCOSttTi-f-COSU^lCOBWfCOSU^S 

ausgehend,  erhält  man  wegen 

sinCwj+iTj-j-irj+Wi)  —  8in(ti?i+tr,+«?8)<^08"'4"H^8(«'lH'^l+^»)8U*"'4 

sogldch: 

8in(t0]  +  tt?f + tTj + W4)  —  sin  Wj  costrg  cost^s  coBti'4 

+  sinu't  costTj  COS193  co8u?4 

-f-  sintTn  costTi  costO)  co8u?4 

-|-  sintr«  cost^x  cosu^s  cosu^s 

—  sintTj  siuti^s  sinu^g  cobu^4 

—  sintr^  sinu^s  8int94  costr^ 

—  sinu7]8int03sintr4cost9s 

—  siniTs  Sintis  sint04  costi^i 


Digitized  by 


Google 


28  Seippx  Ueber  trigonometrische  Functionen  von  WinkeUufMnen 

Auf  analogem  Wege  ergiebt  sich: 

C08(tr,-|-l{?j-|-tt?34~^4)  **" — 8ineri8inM'8COSMJj,COSiP4— sintfJiSiüiCsCOSWjCOStP* 
— %mw^%mw^(iQ%w^(^o%w^ — siQU728inu*3C08triCOStr4 
— %\\iw^%iiiLxo^Q,Q^w^QO%w^ — sintü38inu'4Cos  u^^costr^ 
+Binwi8inir28iniP3sinic4 

+C08triC08W'2C08tt'8C08lP4 

Yorstehende  Entwickelungen  las8en  das  Bildnngsgesetz  der  Ans- 
drücko  für  8in  iiud  cos  einer  beliebigen  Winkelsamme  bereits  deut- 
lich erkennen     Es  findet  seinen  Ausdruck  in  folgenden  Formeln: 

I)      8in(  Wi+M?8+W3+"'4+  "+M'w)='S(8inM^iC0SirjC0SW3. .  .COStTn) 

—  i?(8int^^8intr|8inu73COSir4C08t«5...COStrH) 
4~  •^(sin  triSintTj..  .8int^5C08weCost97  ...co  strn) 

—  ^(Bintri8]ntC2'..8inti^7C08tr8C0SU'9...C0Strn) 


II)      C08(«Ji+t^8+«^4+-+««'»)=— ^(sinM?iSintt?jC0Str3C0S«?4...C08ir«) 

-f-'^(sint/7^sinir^8inu'38inir4C08tr5...co8trM) 
— ^(8in2ri8intPs...8inweCOSii^...co8u7M) 

4'^(sin2^^sintr2...SintrgC08ti^9...COStrn) 


-}-C0Sl^^C0SW2C0S?<»3...C08«r» 


Was  das  Zeichen  S  in  dieser  unendlichen  Productensumme  betrifft, 
so  bedeutet  z.  B.  ^(8ina£7isintr2sintr3 0081^4... cosu^n):  Summe  aller 
möglichen,  von  einander  verschiedenen  Prodncte  aus  den  Sinus  je 
dreier  Winkel  mal  den  Cosinus  der  übrigen.  Die  Anzahl  der  so 
sich  ergebenden  Summanden  unter  dem  i?-Zeichen  ist  demnach  gleich 
der   Zahl  der  Combinationen   von   n  Elementen  (Indices)   zu  je   3 

ohne  Wiederholung,  nämlich  in  I)     ^^^  ,     {^\  . ..  in  II)    (^\ 

(:>•■• 

Durch  Oleichsetzung  der  Winkel: 

ie>2  ■»  f Oj  ^  1^3  =  . . .  ■=  l<?n  "^  w? 

entstehen  aus  I)  und  II)  die  bekannten  Reihen  für  sin  und  cos  der 
vielfachen  Bögen,  nftmlicb: 
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ni)    sinnio  =  ^(8in«?coB*-^w)—  2?(8!n*M7COs»»-*tr) 

+  '2?(Bin*?c  C08»*~5«r)  —  . . . 
oder 

»(«  — 1)(»  — 2)  .  . 
sinnu?  ««  «8m«rcos*~*M? .   ^  » sid^cos^'^w 

+  -^ 1.2.3.4.5 8in*i.co8-5,,«  . . 

and 

IV)    cos  nw  =  C08«*M7 — Z{^\v?w  C08**-^t<?)  +  2?(8in*tr  cos»*-*i<?)  —  . . . 

oder 

n{n — 1)    ,   „  - 

CO8ni0  —  C08~W7 Q      ßlll*M?  C08*«-2m? 

r»(n~l)(n^2)(n-3).,_,    ^^^^_, 
4-  -^ ^  2  Q  4 Bvorw  cos*-*  iit  —  ... 

Dieselben  sind  hiernach  erhalten,  ohne  dass  auf  die  Moivre'sche 
Binomialformel  recnrrirt  wurde. 

tffj,  w^^  tr,  . . .  IT«  mögen  jetzt  die  Umfang8winkel  eines  Polygons 
(n-Ecks)  bedeuten.  Dann  ist  wegen  Zw^  oder  w'i  +  tPg-f"*^8"h  ••• 
+ir»=(2n-4)i2: 

8in(2?trj)  =  0    und 

Q>Q^{Zw^)  —  (—1)" 

Anstatt  der  hiermit  aus  I)  und  II)  sofort  sich  ergebenden  Relationen 
fftr  die  Winkel  eines  beliebigen  Vielecks,  sollen  hier  einige,  andere 
Beziehungen  aufgesucht  werden,  welche  sich  als  Erweiterungen  der 
bekannten  Formeln 

sin  2t0i  '•\-  sin  2w^  -|-  sin  2w^  »  4  sin«?,  sinu^^  sinu^ 
imd 

cos  21^1  -j-COS  2tr24-C082u*3  «=  —  1  —  4C08U*iC08U'2C0StC8 

ftr's  Dreieck  darstellen. 

Die  erstere  dieser  beiden  Formeln  wird  bekanntlich  erhalten, 
indem  man  in  dem  obigen  Ausdruck  fOr  sinCiTi-^-trs  +  ^'s)  sucoessive 
Vjy  uTg  und  trg  negativ  nimmt  und  die  so  entstehenden  Gleichungen 
zur  ursprünglichen  addirt,  nachdem  die  letztere  beiderseits  des 
Zeichens  =  mit  —1  multiplicirt  worden.  Eine  Erweiterung  dieses 
Verfahrens  besteht  nun  darin,  dass  man  sich  för  das  Viereck,  Fünf-- 
eck  u.  8.  f.,  allgemein  für  das  n-Eck  der  bezüglichen  Factoren  —2, 
—3,  ...  — («  —  2)  bedient,  im  übrigen  aber  genau  wie  beim  Drei- 
eck operirt  Wir  setzen  also  in  Formel  I)  die  Bögen  der  Reihe 
nach  negativ   und  addiren  die   so  erhaltenen  n  Gleichungen.     Die 
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linken  Seiten  derselben  lassen  sich  sofort  auf  die  Form  8in[(2n  — 4)/2 
— 2u}i]  bringen,    wenn  i  den  Repräsentanten  der  Winkelindices:    1, 
2,  3  ...  n  vorstellt.    Anf  der  rechten  Seite  joder  dieser  Gleichungen 
ändern  nur  diejenigen  Glieder  das  Vorzeichen,  welche  den  sin  dea 
negatiT   gesetzten  Winkels   tr,   enthalten.     Die  Glieder  mit  costr, 
bleiben  nngeändert    Da  nun  sin[(2n  —  4)R— 2tri]  für  n  »  3, 5,  7   ... 
positiT,   für  n  — 4,  6,  8  ...   aber  negativ  wird,   so  lässt  sich  all- 
gemein dafür  schreiben:  (— l)"i:^sin2tf,-.    Zur  Snmme  (— l)»i:'[sin2tri 
+sin2fr,+...+sin2u?rf+...+sin2M^J  oder  kürzer;  (— l)"i:i-2?(sin2ir,) 
fügen  wir  ferner  noch  das  ~  (n  ~  2)  fache  von  Gleichung  I)  hinzu. 
Da  die  linke  Seite  derselben  gleich   null,    so  wird  der  vorige  Sum- 
menansdrack  dadurch  nicht  geändert.    -    Jedes  Glied  der  Summe 
£(sintü]  costr, . . .  costTn),  Formel  I),  besteht  aus  n— 1  cos-Factoren  and 
nur   einem   sin-Factor.     Es  findet  also  in  Folge  der  Setzung  —  ir,- 
statt  wi  (während  t  alle  Werte  von  1  bis  n  durchläuft)  nur  ei  n  Zeichen- 
wechsel statt,  und  es  erscheint  sonach  jedes  Glied  von  Zismw^costr^ 
...  costTn)  und  folglich  dieser  Ausdruck  selbst  n-lmal  mit  dem  -f- 
und  1  mal  mit  dem   —  Zeichen   behaftet    Dazu  kommt  noch    das 
— (n— 2)  fache  eines  jeden  Gliedes.    Der  in  Rede  stehende  Ausdruck 
£  tritt  also  im  Ganzen  (n— 1)  —  1  — (n— 2)   mal  auf,  d.  h.  er  ver- 
schwindet ganz.    Jedes  der  negativen  Glieder  von    —  i?(8inK?iSintffs 
ziaw^coBw^...coston)  und  folglich  dieser  Ausdruck  selbst,  kann,  wenn 
successive  tTj,  tr,,  w^  ...  1/7»  negativ  genommen  wird,  nur  3  mal  sein 
Zeichen  ändern.    Er  tritt  also  n~3  mal  unverändert  und  3  mal  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen,  zusammen  (n— 3)  — 3  mal  auf.    Jedes 

der  (n)  Glieder   des  Ausdrucks  £  wird  ausserdem  noch  n~2  mal 

mit  geändertem  Vorzeichen  hinzugefügt,  so  dass  der  Ausdruck 
+  X(sintriSinw,sinwjC0Su?4  ...  costcn)  im  ganzen  3— (n— 3)-4-(»— 2) 
mal,  d.  h.  4  mal  vorkommt.  Besitzen  die  Glieder  eines  Summanden  £ 
in  Formel  I)  allgemein  v  Sinus-  und  n—v  Cosinus-Factoren,  so  werden 
jene,  den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäss,  im  ganzen  v—{n — v) 
+(«— 2)  mal,  d.  h.  2v— 2  oder  2(v  — 1)  mal  mit  dem  ihrem  ur- 
sprünglichen entgegengesetzten  Vorzeichen  auftreten.  Dasselbe  gilt 
folglich  auch  von  dem  ganzen  Ausdruck  £.  Die  vorstehand  be- 
schriebene Summation  ergiebt  demgemäss  das  Resultat: 

V)    (— 1)*±^  £(B\n2wi)  =  4l?(sinwi8intCj|Sinw8COStc4,..costi?») 
— 82?(sinu?^sinu7s...sintr5costo0..  coswn) 
-j-122?(sint0^sint4?9...sintü7cost0g...cosirt») 

— lQ£{smWiS\1lW^...Smtü^QOSWiQ,,,COBU?n) 
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-»  4{l^(smtrjSilltrs8inu73C08U74...COStrn) 
— 217(siDtri...8mtr5COStr^...C08trM) 
-f32'(8illtt?,...8inw7C08trg...C0S«r,i) 
— 42^(sinM7|...siD{r9CO8t0]o..  CO^Wn) 


Ffir  QDgerade  Werte  von  n  bricht  diese  fortlaufende  Summe  mit 
einem  Gliede  ab,  welches  nur  aus  einem  einzigen  Sinusproduct  be- 
steht Für  fi  «  3,  also  tr^  =  ^5  «  .. .  =  0  und  folglich  cq%\o^  = 
costTg  =-...=.  1,  3101^4  =  8in?/?5  —  ...  «  0  folgt  z.B.  +I2?(8in«7,) 
=  48inir2sint<7^inir3.  Die  andere  Relation  zwischen  den  Dreiecks- 
winkeln: C082K'|4-COS2?rg  +  C08  2iP3  =  —  1  —  4  COStTiCOStr^COStTj  Wird 

erhalten,  wenn  man  in  der  Formel  für  ^(costr^)  successive  tr^,  w^^ 
trs  negativ  setzt  und  die  so  erhaltenen  drei  Gleichungen  zu  den 
▼origen  einfach  addirt.  Zum  Viereck,  Ftlnfeck,  Sechseck  ...  n-Eck 
fortschreitend,  bringen  wir  statt  +1  die  Factoren  0,  —1,  —2  . . . 
—  (n— 4)  zur  Anwendung.  Im  Uebrigen  verfahren  wir  wie  beim 
Dreieck.  Das  Summenglied  Z{%\rkw{ei\xitc^(^o%w^co^to^  ...  costrt»)'fällt 
in  Folge  der  besonderen  Wahl  jener  Factoren  in  allen  Fällen  aus- 
Man  findet  auf  dem  angedeuteten  Wege  leicht: 

VI)     —{n—4)(— !)»+(— l)»iS;(cos2trj)=4costriCOSw,costr8...costrM 
— 4  £(sinir^8in2«>j|Sintr38ini94Costi75 ..  .cosu^ti) 
-|-8  ^(sinu^i  sini^^ . . .  sinu^gCOSi^Y.. .  cosu'f») 
— 122^(sinu7iSintffg...sin2/?gCOSii^9...cosu»n) 
+16  iE^(sinu4  8intüs...sint«7xoCOSiri| .,  .cosii'n) 


=4C06t<7lCOSt<^2^0S^S*  «<^^s^« 

— 4{1  iE^(sintri ..  .8intr4COStr5...cosir«») 
— 22?(sinir|...sinzreCOStr7...costrit) 
-f-3  ^(sinir^ . . .  sint<7gCOSt&9...coszrn) 


} 


Bei  geradem  n  bricht  diese  fortlaufende  Summe  mit  einem  Product 
ans  n  Sinus-Factoren  ab.  Das  vierfache  Gosinus-Product  erscheint 
unter  allen  Umständen. 

Das  Bildungsgesetz  für  die  trigonometrische  Taugente  einer  be- 
liebigen Winkelsumme  leiten  wir  durch  Induction  von 
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aas  ab.    Zunächst  folgt: 

oder 

tgK  +  t.,  +  u.8)  «  1  ^  tg«,,1gi.,-  tg«,,tgt.3-tgtr,t^3 
and  endlich  allgemein  für  n  Winkel: 

VII)  tg(M'i+tt7,-ffr3+tr44-...+M?n'='  S  (tgtri)—  S  (tgWitgiTjtgWj) 

(•)    0 

+  -^  (tgw?,tg«»,tgtrstg<i^4tgW5) 

(0- 

:  1—  S  (tg»öjtgw,)4-  2  (tgi/^^tgwgtgwgtgw^)  -    .   .   . 

Für  cotg(l?«?j)  gilt  der  reciproke  Ausdruck. 

Formel  VII)  reducirt  sich  für  Wj  —  Wj  ==  ...  Wn-^w  auf  fol- 
genden für  die  tang  des  nfachen Winkels  giltigen  Quotienten  zweier 
unendlichen  Reihen: 

VIII)  tgn«; -^ -^ 

l-(2)tg«t.  +  Q)tg*e.-... 

Für  cotgntü  gilt  der  umgekehrte  Ausdruck. 

Bedeuten  jetzt  w^.  w^^  w^  ...  w^  die  Winkel  am  Umfang  eines 
w-Ecks,  dann  ist  tg(Swy)  «  tg(2n-4)R  =  0  und  die  Formel  VII) 
geht  in  die  folgende  über: 

IX)       0=2?  (tglTi)  —   2  (tgWitgMJjtgWj)-}-  2  (tgtCitgWjtgMTjtgW^tgWft— ... 

(0     G)         Q 

Dieselbe  liefert  ihrerseits  wieder  in  dem  speciellen  Fall,  dass  w^  *» 
W5  -=  ...  »0,  die  bekannte  Relation  zwischen  den  trigonometrischen 
Tangenten  der  Dreieckswinkel: 

tg«?i  +  tgw2+tgw8  —  tgte^tgtr^tgtog 

Zwischen  den  Tangenten  der  Viereckswinkel  besteht  die  entsprechende 
Beziehung : 
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t«»i  +  tg»«  +  tgto»  +  MS^A  ^  tgWitgWitgW8+tg«'itg«'it««^4 

Formel  IX)  ist  ttbrigens  anch  aas  der  auf  Polygonwinkel  an- 
gewandten Formel  I)  durch  Division  mit  cosk^xCOSw^  •••  cosicn  ab- 
leitbar. 

Far  die  cotg  einer  beliebigen  Winkelsamme  gilt  die  Formel: 

X)   C0tg(w,-f «o,-4-W5-f W4-t-...-f »,»)=  -r(cOtgtOi)—  -S(COt^iCOtgtO,COtgWj) 

G)      ö 

-fXCcotgWjCOtgWiCOtgWjCOtgir^cOtgWß 

G) 


;  1—  ^  (COtgir^cotgWg)-}-  1?  (cotgWjCOtgWj  ...  COtgtr^) 

ö  0 


Beträgt  die  Zahl  der  Winkel  beispielsweise  3  nnd  gehören  dieselben 
einem  Dreieck  an,  so  folgt  ans  X),  da  cotg(2B)  »oo,  folglich  der 
Nenner  gleich  noll  wird, 

£  (cotg  w^  cotg  to,)  ==  1    oder 

COtgtOiCOtg«'s  +  COtgtOxCOtgU73-|-COtgtr,COtg«'3  —  1 

Diese  Formel  ist  jedoch  identisch  mit 

£(tgfc{)  =  tgtrjtgwjtgtoj 

(D 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  letztere  Formel,  je  nach- 
dem man  beide  Seiten  derselben  mit  cotgtogcotgtr^,  cotgiTj  cotgu^^  oder 
cotgtTj cotgtcs  mnltiplicirt,  anch  auf  eine  der  drei  Formen: 

tgt»!  —  COtgw,  -  COtgtOj  «.  tgWj  COtgw,  COtgtr,, 

—  COtgWi  +  tgWi  — COtgWj  —  COtgtt^itgWjCOtgtOj, 

—  COtgWj  —  COtgWg  +  tgWg  »  cotg»!  COtgW,  tgWs 

gebracht  werden  kann. 


▲TCk.  der  Ibik.  u.  Pkyi.    2.  SeUie,  T.  TIL  3 
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VI. 

Die  elliptischen  Integrale  der  Bewegung 
eines  schweren  Punktes  in  der  verticalen  Parabel. 

Von 

Emii  Oekinghaus. 


Die  Verwandtschaft  der  Carven  kann  daza  benatzt  werden,  in 
dynamischem  Sinne  die  Bewegnngsverhältnisse  eines  Funkes  auf  die 
Bewegung  eines  zweiten  in  d^r  verwandten  Curve  zu  beziehen. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
in  einer  verticalen  Parabel  analytisch  verfolgen  und  die  daraus  ent- 
springenden Zeitintegrale  mit  dei^enigen  identificiren ,  auf  welchen 
die  Rectification  der  Ellipse  und  Hyperbel  beruht. 


1. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  Achse  der  Parabel  vertical 
nach  oben  gerichtet  sei  und  erteilen  im  Scheite]  der  Parabel  dem 
schweren  Punkte  eine  Geschwindigkeit  v^^  welche  der  Greschwindig- 
keitshöhe  h  entspricht.    Demnach  ist 

Nach  Verlauf  der  Zeit  t  habe  der  Ort  des  Punktes  die  Abscisse  x^ 
die  Geschwindigkeit  wird  dann  durch 

bestimmt.    Ftthren  wir  den  Polarwinkel  6  ein,  so  ist,  wie  vermittelst 
der  Polargleichung  gefunden  wird, 
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Für  die  Orenzlage  ist  demnach 

Da  nnn  v  »  ^  und  also  die  Zeit  der  Bewegung  durch  t » /  - 


gefunden  wird ,  so  muss  zun&chst  das  Differential  des  Parabelbogens 
s  durch  6  ausgedrflckt  werden,  man  findet 


Substituirt  man  nun  noch  in  t^  den  oben  abgeleiteten  Wert  von  x, 
so  gewinnt  man  schliesslich  das  Integral 


=/ 


pdjS 


cos}d»y^(A—  (A+«)sinid«) 


Zu  diesem  Integral  gelangt  man  nui  auch  auf  folgendem  Wege.  In 
einer  Ellipse  jä"^  »s""  ^   wählen  wir  einen  Punkt  derart,  dass 

seine  beiden  Brennstralen  einen  Winkel  B^  also  den  Polarwinkel  der 
Parabel  einschliessra.  Bemerkt  man  nun,  dass  der  Bogen  8  der 
Ellipse  durch  _^ 

S  ^  A  j  y  1—  -p  sin  fp^dfp 

bestimmt  wird,  dass  q>  der  bekannte  ezcentrische  Winkel  ist,  wel- 
cher, wie  leicht  nachzuweisen,  vermittelst  der  Relation 

COSg)«  jj^tgjö 

durch  B  ausgedrückt  werden  kann,  so  führt  die  Einführung  von  B 
auf  ein  Integral  von  der  Form 


=/ 


B^d\B 


cosid^Vc«— >4»sinid» 

welches  mit  dem  obigen  Zeitintegral  in  üebereinstimmung  gebracht 
werden  kann.  Wühlt  man  den  Bogen  von  der  grossen  Achse  an,  so 
entspricht  der  Bogen  8  der  Zeit  <,  welche  vom  Scheitelpunkt  der 
Parabel  an  gezahlt  ist. 

8^ 
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Soll  demnach  die  Zeit  t  des  dnrcUftafenen  ParabelbogenB  pro- 
portional durch  einen  Bogen  s  einer  hestimmten  Ellipse  dargestellt 
werden,  so  sind  folgende  Bedingungen  erforderlich 

cosid»j/l-^8inid»        /  cos}«»  )/l-  ^1  siniö« 

Aus  der  zweiten  folgt  demnach 

wonach  der  ans  tg^/)  >—  ^  folgende  Winkel  zwischen  den  Brenn- 
linien vom  Scheitelpankte  der  kleinen  Achse,  also  /},  dem  Polar- 
winkel des  höchsten  Panktes  der  Parabel,  oder  der  Oeschwindigkeits- 
höhe  h  entspricht 

In  Folge  des  Obigen  findet  man  die  Zeit  der  Bewegung  ans  der 
Relation 


Si/2h 


so  dass  für  zwei  Phasen 

die  entsprechenden  Zeiten  sich  verhalten  wie  die  bezttgl]<^en  El- 
lipsenbogen.  Für  den  senkrechten  Fall  aus  der  Höhe  h  folgt  die 
Zeit  T  aus  A  =*  \g  x\  demnach  gibt  hiemach  die  letzte  Formel  die 

Relation 

t  _8 

Die  Fallzeit  in  der  Parabel  verhält  sich  zur  Fallzeit  in  der  Oe- 
schwindigkeitshöhe  h  wie  der  dem  Polar-  und  Focalwinkel  B  ent- 
sprechende Ellipsenbogen  zur  Excentricität. 

Setzt  man  einfach 

^9      g 
so  ist  der  Ellipsenbogen  8  selbst  das  Mass  der  vom  Scheitel  der 
Parabel  an  verflossenen  Zeit. 


Führt  man  dagegen  in  der  allgemeinem  Formel 

Ff 


/2h 
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die  initiiere  Greschwindigkeit  e  ein,  so  folgt,  wenn  man  die  Excen- 
tridtftt  der  EUipse  gleich  der  doppelten  Oeschwindigkeitshöbe,  also 
C:^2h  annimmt, 

Mit  der  Bewegang  eines  Punktes  in  der  Parabel,  deren  Achse 
verttcal  nach  oben  gerichtet  ist,  steht  demnach  eine  entsprechende 
gleichförmige  Bewegung  eines  andern  Punktes  in  einer  Ellipse 
derart  in  Wechsclbeziehnng ,  dass  der  Polarwinkel  des  Pnnktes  in 
der  Parabel  zn  jeder  Zeit  dem  Focalwinkel  des  bezüglichen  in  der 
Ellipse  gleich  ist,  vorausgesetzt,  dass  der  Polarwinkel  ß  des  äusser- 
8ten  Punktes  vermittelst  der  Relation 

-     tgi/J-§ 
die  Achsenverhftltnisse  der  Ellipse  definirt 

Da  »«  -  2p(Ä— «tgid«)  -  2gh  (l- Jltg^d«)  -  2ghnnip^  ist, 
so  ergibt  sich  ans 

V  —  VQ^ntp  =  «^0  2 

der  Satz,  dass  die  Geschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Parabel- 
punkten den  Absdssen  der  entsprechenden  Ellipsenpunkte  propor- 
tional ist 

Uebertrigt  man  demnaeh  in  dem  entwickelten  Sinne  die  gleich* 
förmige  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ellipse  auf  die  Parabel  in 
der  gedachten  Lage,  so  erhält  man  die  Fallbewegung  in  derselben. 
Die  periodische  Bewegung  des  schweren  Punktes  in  letzterer  wird 
demnach  durch  das  Durchlaufen  eines  zweiten  Punktes  in  der  er- 
stem klar  veranschaulicht  Je  grösser  die  erteilte  Anfangsgeschwin- 
digkeit vq  ist,  um  so  grösser  wird  ß^  und  um  so  gestreckter  wird  die 
Ellipse,  bis  sie  bei  unendlich  wachsendem  v  zu  einer  Geraden  de- 
generirt  Dagegen  nähert  sich  bei  abnehmender  Geschwindigkeit  die 
Ellipse  der  Kreisform. 

n. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Achse  der  Parabel  normal  nach 
unten  gerichtet  sei. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  im  Scheitelpunkt  sei  «^,  die  der  Ab- 
adsse  x  entsprechende  Geschwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die 

Formel 

ü*  —  tfo*'{'2gx 
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Die  Sabstitationen  sind  wie  Torhin  einzoftthren ,   80  dass  das 
Zeitinteitral  durch 


-/ 


cosiö«  V2g  (Ä  —  (Ä  —  q)  Sin  iß*) 

definirt  ist.    Hierin  bedeutet  h   die    der   Geschwindigkeit   vq  ent- 
sprechende Höhe. 

£s  kommt  nan  daranf  an,  dieses  Integral  auf  anderm  Wege 
abzuleiten. 

In  einer  Hyperbel  ^,  —  ~^z=l  bestimmen  wir  einen  Punkt  der 

Art,  dass  die  Focallinien  einen  Winkel    lS(fi—6  mit  einander  ein- 
schliessen,  welcher  dem  Polarwinkel  6  der  Parabel  entspricht. 

Beachten  wir  nun ,  dass  bei  der  Bectification  der  Hyperbel  einWinkd 

9>  vorkommt,  der  durch  die  Formel -^»>  cos 9>  bekannt  ist,  und  dass 
auch  hier  die  Relation 

teV-ftgiö 

gilt,  so  kann  das  Bogenintegral 

S  ^  a/  ^-p  —  cosy'secy'rfy 
durch  Einführung  der  Amplitude  ^  in  das  folgende  umgeformt  werden: 

s^B^  r /^^ 

J   cos  iß*  Vc^—AHm  iß* 

Dieses  Integral  ist  dem  obigen  für  die  Parabel  analog. 

Soll  demnach  die  Zeit  t  des  vom  Punkte  durchlaufenen  Parabel- 
bogens  proportional  dem  Bogen  S  einer  bestimmten  Hyperbel  sein, 
so  sind  die  folgenden  Bedingungen  erforderlich 


djß  _  p djß 

cosiö»j/l--^^sinid»    J  cosid«j/l- 


sin}^^ 


A  — g       A* 


h  C« 

Aus  der  zweiten  folgt  demnach  wegen  C*  ^  A*+B* 
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Hierans  ergeben  sich  die  Achsenverhältnisse  der  Hyperbel,  wo- 
Dach  jeder  Geschwindigkeitshöhe  h  eine  bestimmte  Hyperbel  ent- 
spricht, falls  A  >  9,  und  der  Punkt  gezwungen  ist,  die  Cunre  nicht 
zu  Tcrlassen. 

Trägt  man  auf  der  kleinen  Halbachse  die  Strecke  B  auf  und 
zieht  die  Focallinien,  so  schliessen  diese  einen  Winkel  ß  ein,  welcher 
gleich  dem  Polarwinkel  ß  der  Parabel  ist ,  letzterer  entspricht  der 
Höhe  h  fQr  die  AnfangsgeschwimJgkeit  vq. 

Die  Zeit  des  durchlaufenen  Parabelbogens  ist  dem  Bogen  8  der 
Hyperbel  proportional,  wenn  der  Polarwinkel  gleich  dem  Focalwinkel 
ist    Man  hat  dann  wie  bei  der  Ellipse 


-iV 


2h 


Für  die  der  freien  Fallbewegnng  in  A  entsprechende  Zeit  r  folgt 
ans  der  letzten  Formel 

t       S 

Bewegt  sich  demnach  ein  Punkt  vom  Scheitelpunkt  einer  Hyperbel 
aus  in  gleichförmiger  Bewegung,  so  ist  mit  dieser  eine  beschleunigte 
eines  schweren  Punktes  in  einer  Parabel  verknüpft,  und  zwar  so, 
das8  der  Focalwinkel  der  Hyperbel  dem  Polarwinkel  der  Parabel 
gleich  ist.    Wie  man  sieht,  geht  die  Bewegung  in's  Unendliche  fort 

C  C 

Da  ^  »  —r= .  t  ist,  so  führen  wir  ein  c  —  — 7=- 

Vj  Vj 

Die  gleichförmige  Geschwindigkeit  in  der  Hyperbel  ist  demnach 
=  c  Setzen  wir  die  Excentricität  gleich  2h,  so  folgt  c  —  vo)  ^^' 
nach  bei  der  Hyperbel  die  constante  Geschwindigkeit  mit  derjenigen 
im  Scheitel  der  Parabel  übereinstimmt.    Je  kleiner  diese  ist,  um  so 

gr(ysser  wird  wegen  tg^/?  =  ^  der   Asymptotenwinkel   und   um    so 

steiler  die  Curve.  Bei  grösserer  Geschwindigkeit  dagegen  wird  der 
Winkel  kleiner,  und  die  Hyperbel  degenerirt  zu  zwei  in  der  Ab- 
scissenachse  liegenden  Geraden.  In  beiden  Fällen  nehmen  wir  die 
Excentricität  C  als  constant  an. 

Die  Geschwindigkeit  wird  durch  die  Formel 

v*'^2gh(l+p,tgie^) 

also  wegen  bekannter  Beziehungen  durch 
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bestimmt.    Sie   ist  demnach   der   Hyperbelabscisse    x    proportional 
und  wächst  mit  der  Zeit  in's  Unendliche. 

Man  wird  schon  bemerkt  haben,  dass  die  Bewegang  eines  Punktes 
in  der  Parabel  mit  nach  anter  gerichteter  Achse  auf  besondere 
Orenzfälle  stösst,  die  einer  Untersuchung  bedarfen,  da  der  Modulus 
des  elliptischen  Integral  grösser,  kleiner  und  gleich  null  gesetzt 
werden  kann.  Im  letztern  Fall  ist  A  «  9,  oder  die  Geschwindigkeits- 
höhe wird  zur  Focaldistanz  der  Parabel  und  damit  wird  die  Be- 
wegung die  freie  der  Wurfbewegung  im  leeren  Räume. 

Für  diesen  Fall  müssen  wir  sehen,  was  aus  unserer  Hyperbel 
wird.  Da  der  betreffende  Polarwinkel  der  Parabel  «-  909  und  dem- 
nach C  =  B  wird,  so  geht  die  Hyperbel  in  die  Ordinatenachse  über. 
Der  Wurf  bewegung  entspricht  demnach  eine  gleichförmige  Bewegung 
in  einer  Geraden,  welche  man  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  der 
Achse  der  Parabel  in  gleicher  Lage  annehmen  kann.  Die  Ordinaten 
des  Brennpunktes  schneiden  die  Parabel  in  den  Brennpunkten  dieser 
Grenzhyperbel.  Auch  ist  der  Focalwinkel  in  jedem  Punkte  dieser 
Geraden  gleich  dem  Polarwinkel  der  genannten  Bewegung  in  der 
Parabel.  Da  wegen  A  «-»  g  die  Excentricität  gleich  2A  »  2^  ist,  so 
ist  die  gleichförmige  Bewegung  in  der  Geraden  gleich  der  Geschwin- 
digkeit ein  Scheitel  der  Bahn. 

Hinsichtlich  der  Wurf  bewegung  bemerken  wir  noch,  dass  die 
Schnittpunkte  der  Parabelachse  mit  den  Tangenten,  welche  durch 
die  aufeinander  folgenden  von  dem  geworfenen  Körper  durcheilten 
Parabelpunkte  gezogen  werden ,  sich  nach  oben  in  einer  der  Fall- 
bewegung entsprechenden  Art  bewegen. 

Denn  die  Geschwindigkeit  in  der  Parabelachse  wird  durch 


in  der  Parabel  durch 
ausgedrückt,  woraus 
also 


sin  je    dB 
''"■^cosiö^'itt 

P        dd 

*'""cosid»'<ft 


l  -  siniö 


»*  2gr 


und  damit  das  genannte  Gesetz  folgt. 
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Wir  haben  hiermit  die  Fälle  h'^q  erledigt,   damit   ist   auch 

die  Yerwendang  der  Hyperbel  erschöpft,  da  alle  YerhUtnisse  und 
LageD  derselben  innerhalb  der  obigen  Grenzbediognngen  enthalten 
sind.  Die  Frage  ist  demnach,  zn  welcher  Carve  die  Bewegung  hin- 
überführt, wenn  h  ^  q  ist.  Ist  demnach  die  Geschwindigkeitshöhe  h 
der  An&ngsbewegnng  im  Scheitel  der  Parabel  zwischen  0  and  der 
Focaldistanz  q  enthalten,  so  besteht  die  üntersnchang  darin,  eine 
Cnrre  zn  Sachen,  welche,  von  einem  Pankte  gleichförmig  dnrch- 
laofen  der  Parabelbewegang  entspricht  Zngleich  mnss  dieselbe  der 
Integndgleichnug  Genüge  tan. 

Dieselbe  ist 

pdie 


oder 


■=/ 


cosiö*  V2g  {h  +  (q-  h)  sin^ö») 


f    siniö'* 


.,  X-?— sinjö'» 
r  q 

Um  nan  die  Ourve  anfznsachen,  deren  Bogen  darch  ein  solches  In- 
tegral dofinirt  ist,  schreiben  wir  abgekürzt 


-/. 


adf:^ 


siny^Vl  —  Ä?*8in9« 
Da  nnn 

so  folgt 

^-^^^    ""siny^d-Ä^sinv») 
Wir  führen  ein 

0;=:      acotg<p, 

^^^^^ 
sin9>* 
wodurch 

akdip 

^  *"  sin^Vl  —  Äj^siny* 
oder 

hadx 

Die  Integration  ergibt 

y  -  a* log (x  +  Va»ifc'«+»»)  +  Const 
als  Gleichang  der  gesachten  Curve. 
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Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  Constante  so,  dass  y  für 
«  «"  0  verschwindet     Man  hat  also  definitiv  die  transcendente  Gorve 

Diese  Gleichung  genügt  der  oben  ausgesprochenen  Bedingung. 
Denn  differentirt  man  sie  und  setzt  in 


-/K>+(i)- 


den  gefundenen  Differentialquotienten  ein,  so  resultirt,  wenn  x  »  Qoitp 
gesetzt  wird,  die  obige  Integralformel  für  $, 

Aus  der  Identität  beider  Integrale  folgt  für  ^«iö'  — ÖO^— Jö 


'•~Vl 


Die  zur  Geschwindigkeitshöhe  als  Abscisse  gehörende  Ordinate 
sei  a,  dann  ist  a*  =  2/>A,  weshalb  die  letzte  Formel  in  die  Relation 

9  «=  t»o'    übergeht. 

Der  in  der  Curve  mit  dem  Parabelpankt  correspondirende  Punkt 
beschreibt  die  Curve  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  &oi  welche 
der  Geschwindigkeit  im  Scheitel  der  Parabel  gleich  ist 

Die  Abscisse  in  der  ersteren  wird  stets  durch  x*  ^  a\jg\e  aus- 
gedrückt, so  dass,  da  tgiö  «  -,  -«  -,  x'  stets  der  Ordinate  des 
bezüglichen  Parabelpunktes  proportional  ist. 

Man  kann  noch  die  oben  abgeleitete  Gleichung  mit  der  Ketten- 
linie in  Beziehung  bringen,  wenn  man  x  und  y  mit  einander  ver- 
tauscht   Wird  a  -"  1  gesetzt,  so  findet  man 

X 

k 

yA;'«-f-C0t9*+C0t9  •=  AjV 

X 

yifc'»+cot9»  — cotg>  —  h'e 
pnrch  Addition  und  Subtraction  fol(|t  hieraus 
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k 
k 


\(^e    +«       )  =  ^yA;'«  +  C0t9» 


k 
k 


2V     ""*       )  — jfciCOty— «^ 


Da  der  Bogen  $'  der  Eettenlinie  —  iE;tg  J  ist,  worin  i  den  Winkel 
der  Tangente  des  bezüglichen  Cnrvenpnnktes  mit  der  JE^- Achse  dar- 
stellt, so  folgt 

cotgy  «  Äj'tgÄ  —  X 

Hieraas  resnltirt,  wenn  die  Eettenlinie  gegeben  ist,  eine  leichte  Con- 
stmction  der  Cnrve,  und  zwar  mit  Httlfe  der  Tangente. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Rectiiication  der  vorliegenden 
logarithmischen  Cnrve  auch  dnrch  das  Integral 


-/ 


Vi— ife*sin6* 


formnlirt  werden  kann.    BerQcksichtigen   wir  nun,  dass  der  Bogen 


^  a 

einer  Hyperbel  j^  —  ?7i  =  1  dnrch 


s*  =  k'^F{d)'-E(6)-\'dlgi 

definirt  wird,  worin  i  ein  bekannter  Winkel  ist,  so  folgt  durch  Ver- 
gleichen der  letzten  Ansdrflcke  noch  die  Relation 


J   Vi— Ä?«siii 


Vi— Ä?«  sind« 

Die  Differenz  zweier  einander  entsprechenden  Lagen  der  trans- 
cendenten  Gorre  und  der  Hyperbel  ist  demnach  durch  ein  elliptisches 
der  ersten  Art  charakterisirt. 

Wie  aus  den  £ntwickelungen  hervorgegangen  ist,  sind  die  Be- 
wegungsverh&ltnisse  des  schweren  Punktes  in  einer  Parabel  je  nach 
der  Lage  der  letztem  auf  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  übertragbar. 

Die  Yermittelung  beider  Bewegungen  ging  aus  der  üeberein- 
Btimmiing  der  elliptischen  Integrale  hervor,  zu  welchen  die  Recti- 
fication  der  Kegelschnitte  und  die  Zeitbestimmung  der  Bewegung 
geführt  hatte.  Wir  werden  später  zeigen,  dass  auch  die  Newton'sche 
Gentralbewegung  eines  in  Kegelschnitten  einhergehenden  Punktes 
dnrch  eine  ihr  verwandte  andere  dargestdlt  werden  kann. 

Emmerich,  im  Nov.  1884. 
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A  ft  h  t  ■  g. 

Wir  geben  hier  noch  einige  Sätze  über  die  Fassponktcurven 
der  Kegelschnitte. 

Ausserhalb  einer  Ellipse  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  R{^) 
eine  $ecant«,  welche  mit  der  X-Achse  den  Winkel  r  einschliesst 
Die  Se<»intenteile  seien  «j«^.    Sie  sind  Wurzeln  der  Gleichung 

**(a*BinT*+ft*cosT*)  -  2i2(a'sinTsin^-|-&'cosTCOStp> 
+  Ä«(a«8in^«+ft»C08*»)-  a«6«  —  0 

Soll  die  Secante  zur  Tangente  werden,   so  müssen  beide  Wurzeln 

gleich  sein: 

g^ysinT+^'gCOST 

"*  a*sinT*-4-5*cos  t* 
und  die  Bedingungsgleichung  hierfür  ist: 

(a*y  sinr +6«  cos  t)*  —  (a*BinT*  +  **C0ST*)(a*y*+*'«*"^»'**) 

Aus  diesen  Beziehungen  lässt  sich  eine  Gleichung  für  t  ableiten, 
wenn  t  eliminirt  wird.    Man  findet 

o«yya«y«  +  ft»»«-a»Ä«  -  bH*  +  b^x  V—a^y»— ft»«»-f-a*6»-f-a»<« 

woraus  für  t^  eine  quadratische  Gleichung  hervorgeht,  da  3  Tan- 
genten QXistiren.    0ie  ist: 

Daher  ist 

Den  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen,  welcher  nur  von  der 
Excentricität  abhängt,  bezeichnen  wir  mit  ^,  so  dass  also  das  Pro- 
duct  piPt  der  von  R(fff)  nach  den  Brennpunkten  gehenden  Geraden 
gleich  ^  iflt. 


Daher  hat  man 


PtPt^ 
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TV      V  «  „  .    ,     C08  ♦•  ,  rin  ♦»      1 

Da  aber  x.i2eo8^,  ^=:i28iiii|>,   -^«^  +  — jir- —  ;r  wor 

der  in  R  liegende  Ellipsenradius  Ist,  so  folgt 
*t<t        (Jg+r)  (Jg-r) 

{R^r)(B^r)  ist  das  Prodact  der  Teile  der  Mittelpaoktssecanten , 
welches  wir  mit  #!#,  bezeichnen  wollen,    Daher  besteht  die  Relation 


woraus  der  Satz  folgt: 


Zieht  man  von  einem  Pnnkte  RM  an  eine  Ellipse  die  beiden 
Tangenten  nnd  die  Secante  durch  den  Mittelpunkt,  so  ist  für  alle 
confocalen  Ellipsen  das  Yerhältniss  der  Prodncte  beider  Tangenten 
zn   dem   Prodncte   der  entsprechenden    Secanten    eine    constante 

Grösse  ^. 

Setzen  wir  ^  «  n,  so  besteht  hierfür  die  Cunre 

Ä*(l  -  »*)  -  2c«Ä«cos  297  +  tf*  -  0 
als  geometrischer  Ort  der  Pnnkte,  fttr  welche  auch  ^  constant  ist. 

Ist  n  —  1,  so  folgt  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Im  allgemeinen 
ist  die  Cunre  eine  Cassinische  Linie. 

Man  kann  femer  setzen 

Hiernach  soll  das  Yerhältniss  -^^  constant  »  k  sein.     Der  geome- 

trische  Ort  der  Pnnkte  dieses  constanten  Verhältnisses  ist  ein  Kegel- 
schnitt: 

1— fc     1— Ä? 

Mit  jedem  Kegelschnitt  ist  demnach  ein  beliebiger  zweiter  nnd 
ähnlicher  verknApft,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  das  Pro- 
duct  der  vom  2.  an  den  1.  gezogenen  Tangenten  zn  dem  Prodncte 
der  entsprechenden  Brennstrahlen  ein  constantes  Yerhältniss  bildet 
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Die  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  kann  man  auch  anf  fol- 
gende Art  mit  Ereistangenten  in  Verbindung  bringen.  Wir  be- 
schreiben nm  das  Centrum  des  Kegelschnitts  einen  Kreis  mit  dem 
Radins  ^.  Vom  Punkte  ity  oder  /^t|>)  ziehen  wir  an  beide  Cnrven 
die  Tangenten. 

FUr  den  Kreis  besteht  demnach  die  Gleichung 

Wir  nehmen  an,  dass  <t^+^^  =  ^^^  ist  und  gewinnen  aus  den  ent- 
wickelten Gleichungen  die  Curve  4  Grades 

Es  sei  p*  «  — ~- ,  SO  erhalten  wir  aus 

die  Gerade  y  —  -  a?  und  den  Kegelschnitt  «-8+  -fr^  =  1»      welcher 

eine  Hyperbel  sein  muss.    Beide  Resultate  geben  zu  neuen  Sätzen 
Veranlassung. 

Auf  Fusspunktcurven  kommen  wir  durch  Einführung  des  Winkels 
00  zwischen  den  Tangenten  t^t^  eines  Kegelschnitts,  far  welchen 
die  Formel 

cos  n  «=>    .  — 

oder 

gilt    Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

(«*  +  y*)*  -  2(a«4.&«+2&»  cot  !»»)«>+ 2(aH-&*+2a>cotw^)y« 
—  (a>+*«)«— 4a«i«C0t(ö» 

Wir  wählen  die  Hyperbel  als  Grundcurve,  setzen  also  —b*  statt 
b*  und  fahren  ein 
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2ab  'ab. 


H 

also 

CO»  2e 

dann  folgt 

(^+^'-V-+V'' 

Diese  Oleichnng  stellt  die  Fasspunktcurve  einer  Ellipse  dar.    Daher 
haben  wir  den  Satz: 

Mit  jeder  Hyperbel  ist  eine  bestimmte  Fosspanktcorve  einer 
Ellipse  verbunden,  welche  der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte 
ist,  Ton  welchen  die  an  die  Hyperbel  gezogenen  Tangenten  einen 
Constanten  Winkel  o»  =  2e,  den  Asymptotenwinkel,  einschliessen. 

Ans  der  allgemeinen  Oleichnng  folgt  für  die  gleichseitige  Hy- 
perbel mit  constantem  o> 

cot  Al^ 

Ä*  — 2c*cot«)*jK*cos2g>4-c*cota*  — -; — ^ 
^  •  sm  w* 

Also  resnltirt  hieraus: 

Mit  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  existiren  Schaaren  von  aus 
einem  Zuge  bestehenden  Lemniskaten,  welche  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  Hyperbel  gezogenen 
Tangenten  constante  Winkel  einschliessen. 

Wir  wollen  Aber  die  Bectification  der  Fusspnnktcurven  der 
Kegelschnitte  noch  einige  Integrale  aufstellen  und  transformiren. 

Die  allgemeine  Oleichnng  derselben  ist 

r*  —  a*  —  i'sing)* 

Der  Bogen  wird  dargestellt  durch 


(l-?^*sinv). 


P  ( 1 --z —  %ivr^\dq> 
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Wir  fahren  ein 
SO  folgt  für  die  Ellipsenfnsspanktcnrve 


c«  =  a«  -  ** 


Der  Winkel^  ist  geometrisch  leicht  bestimmbar.  Er  ist  der  Winkel, 
den  die  kleine  Achse  mit  dem  Radins  des  Ellipsenpunktes  macht, 
anf  dessen  Tangente  die  Normale  r(q>)  als  Yector  der  Fusspuakt- 
curve  gef&Ut  ist. 

Wenden  wir  das  Addiüonstheorem  der  elliptischen  Integrale 
3.  Art  auf  diesen  Fall  an,  setzen  demnach 

cos^a  —  cos  V^i  cos  ^^  -•  sin  ^^  sin  if;^  d^^ 

so  findet  man  nach  einigen  Entwickelangen 

/"i 9  ^Vyo*+&^sin^j8in  ^/gSin^^ 

*!+'«  -  •5-Va«-l-6»arctg^,(^4_(^4_54)  cos^,cosi/;,cosV's) 

Zn  zwei  Bogen  der  Fasspunktcorve  einer  Ellipse  Iftsst  sich  dem- 
nach ein  dritter  finden,  der  von  der  Summe  der  beiden  ersten  um 
einen  bestimmten  Bogen  eines  Kreises  differirt. 

FOr  die  Fusspunktcurre  der  Hyperbel 

r*  —  a*  — c*sing>* 
folgt  der  Bogen 

tg^  —  ^coty 

Es  ist  <p  der  Polarwinkel  des  Hyperbelpunktes,  auf  dessen  Tangente 
die  Normale  r(q>)  als  Yector  der  Fusspunktcurve  gef&llt  ist 

Das  Additionstheorem  liefert  nun  auch  die  Relation  der  3  Bogen 


I  I  ^/  9    t9      ^       aVVa»— **  sin  vr,  sin  ^,  sin  ^8 

'1+'«  -  •»  +  >^«'~*^'^^*«6«(a*-(a*-M)  cos*,  cos ^,008^8) 

wenn  a  >>  &  ist    Ist  dagegen  a  <ib^  so  folgt 
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d'(a*~  (q*— &*)co8y|COS^j|C08ya)— a'c^  Vb^  —a*  8in^i8iny,8int^g 
4*(a*--(a*— Ä*)co8V'iCOSV2C08i|»5)+aVV&^^^^Bin^i8inV',8in^5 

Aas  diesen  allgemeinen  Gleichungen  lassen  sich  leicht  noch 
specielle  entwickeln,  wenn  «9  ein  Quadrant  ist  etc. 

Legen  wir  eine  Gerade  durch  die  Fusspnnktcurve,  welche  gegen 
die  Achse  um  den  Winkel  ß  geneigt  ist  und  den  Abstand  k  Tom 
Centrum  hat,  und  entwickeln  die  Gleichung  fttr  tg^),  so  folgt 

(Ä*       b*  \      b^  /   Ä*  c*  \ 

-,  -  -,  ccsU«j+  -,sin2iJtgg)3  +  (2-,  -  1+-,  sin/J^Jtgy« 

+sin2ptg9+  -j-sin/J*  — 0 

Wie  wir  in  einer  früheren  Abhandlung  nachgewiesen,  existirt 
mit  einer  solchen  Gleichung  eine  Integralfunction 


2?  r— _ly ^2K 

J    Vi— ifcs»8in9« 

-,  sin2/J«+2  (-,  -  -,cos  U«j  -,(cos2/»  ±1) 
8in2/?«+2Q-*-8in/J«)  ^,(cos2/J±l) 


19 
deren  Modulus  aus 


ik'«« 


hervorgeht.    Nehmen  wir  eine  Fusspunktcurve  der  Hyperbel  an,  so 
erhftlt  man  fOr  das  untere  Zeichen  unter  Voraussetzung  ^^  ^  -% 


a- 


und  wenn  h  «  arsinj?, 


Alle  Geraden  demnach,   welche  durch  den  auf  der  Achse  der 
Fusspunktcurve  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung 

r««a«— (a«  4.  &«)  sing)« 

od 
ist,  liegenden,  vom  Centrum  um  a:  «  —  entfernten  Punkt  gehen  und 

die  Polarwinkel  9i9>f98  94  bedingen,  bestimmen  eine  Integralfunc- 
tion, und  zwar  unter  andern! die  folgende 

▲lek.  d.  Mfttk.  «.  Phjs.    2.  Seih«,  J.  VH.  4 
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_ 


^Jyl _^  r       ^^2 ,    r    _tf<Ps 


Für   die  gleichseitige  Hyperbel   geht   die  Curve  in  die  Lemniskate 
über,  und  es  ist  c^  =  2a\  demnach 

t/    ycos2<;p,     J    yco82g[72     J    ycos2g73     J    yco82(p4 

Da  aber  die  Integrale  Lemniskatenbogen  bezeichnen,  so  ist  die 
Summe  der  Bogen,  welche  von  einer  durch  einen  Brennpunkt  gehen- 
den Geraden  auf  der  Lemniskate  begrenzt  werden,  eine  constante 
Grösse  und  zwar  dem  halben  Umfang  der  Curve  gleich.  Zugleich 
besteht  allgemein  für  alle  Fusspunktcnrven  die  Relation 

9i  +  <P2+9P3+94  •=-  2«+2i5 

Wir  halten  es  für  nützlich,  hinsichtlich  der  Verwandtschaft  der 
Bewegungen  das  Rectificationsintegral  der  Fusspunktcnrven  der  Kegel- 
schnitte mit  einem  andern  analogen  in  Vorbindung  zu  bringen,  wel- 
ches die  Zeit  ausdrückt,  welche  ein  schwerer  Körper  zum  Durch- 
laufen eines  Bogens  einer  Trochoide  bedarf. 

Man  unterscheidet  bekanntlich  ausser  den  einfachen  Gykloiden 
noch  geschweifte  und  verkürzte,  welche  man  Trochoiden  nennt. 
Während  die  erste  durch  einen  Punkt  im  Umfang  des  Rollkreises 
erzeugt  wird,  dessen  Radius  a  sein  möge,  werden  die  Trochoiden 
durch  feste  Punkte,  die  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Rollkreises 
liegen,  beschrieben.  Es  sei  b  der  Abstand  eines  solchen  Punktes 
vom  Centrum. 

Die  von  ihm  beschriebene  Curve  ist 

X  =  öö— ftsinö, 

y=    a  — fiCOSÖ 

Wir  wollen  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  dieser 
Curve,  die  wir  unterhalb  der  X-Achse  denken,  verfolgen  und  die 
Geschwindigkeit  v  durch  die  Relation  v^  «  2gy  definiren. 

Wir  betrachten  demnach  die  X-Achse  als  Directrix,  wodurch 
die  Geschwindigkeit  ihre  bestimmte  Fallhöhe  erhält  Das  Zeitintegral 
ist,  wie  man  bald  findet 
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(4Mb  \ 

ip+ö  -  180» 

Die  Bewegung  rechnen  wir  demnach  vom  tiefsten  Punkt  an. 

Das  Integral  fflr  den  Bogen  einer  Fusspnnktcurve  der  Kegel- 
schnitte ist  aber 

n  (l ^T—  ain  9«  j  dtp 

J   yy^ ^^sin<p«j^l ^^siny^j 

Ä««il«-C«8in9)« 

Wir  können  demnach 

« t 

setzen,  wenn  wir  identisch  haben 

Aab  Ä^  —  B*^         2b     _  A^'-B* 

(a+ft)«"       A^     '     a+b^       A*    ' 

Die  zweite  Bedingung  ist  eine  Folge  der  ersten,  und  man  hat 

a+b  '^  A* 
als  einzige  Bedingungsgleichung  für  verkürzte  Trochoiden  a  >>  &. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  A  und  B  erkennt  man  sofort 
aus  den  beiden  Rollkreisen,  deren  Radien  a  und  b  sind;  A  und  B 
sind  proportional  den  Katheten  des  dadurch  bestimmten  Dreiecks  im 
grösseren  Kreise.    Man  kann  also  J.  =>  a-|-&  setzen  und  es  ist 

Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Trochoide,  also 
hier  in  der  verkürzten  Cykloide,  steht  mit  der  gleichförmigen  Be- 
wegung eines  Punktes  in  einer  Fusspunktencurve  einer  Ellipse  in 
einer  solchen  Beziehung,  dass  der  Polarwinkel  9  des  letztem  stets 
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dem  halben  Wälzangswinkel  if;  der  erstem  gleich  and  die  constante 

Geschwindigkeit  "^  [/ V  ^^*- 

Für  die  Bewegangsverhältnisse  in  einer  geschweiften  Cykloide 
a<^b  tritt,  wie  man  leicht  bemerkt,  die  Fasspnnktcnrve  der  Hyperbel 
an  Stelle  der  Ellipse  auf  und  die  Bedingungen  modificiren  sich  dar- 
nach. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  auf  eine  schöne  Eigenschaft  der 
Fusspnnktcurven  aufmerksam  machen. 

Betrachtet  man  das  elliptische  Integral  der  1.  Art 


sin  q>^ 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen dazu  einladet,  ihn  mit  der  Gleichung  der  Fusspunktcnrven 

r*  =  a*  — c*sin^* 
oder 

r=:aVl — Äj^siny*  ä  «=» - 

in  Beziehung  zu  bringen.  Indem  wir  diesen  Gedanken  benutzen, 
wollen  wir  zeigen,  dass  das  Integral  vermittelst  der  Curve  eine 
interessante  optische  Bedeutung  gewinnt. 


Zunächst  wird 


'-/? 


Wir  lassen  zunächst  in  der  Curve  q>  um  d<f>  wachsen,  und  be- 
trachten das  unendliche  schmale  Dreieck  zwischen  r,  r-^dr^  und 
dem  Bogendifferential  ci»,  dessen  Normale  mit  r  den  Winkel  b  oin- 
schliessen  möge.    Alsdann  bestehen  die  Relationen 

rci(p  —  dscOSSy 

dq>         da  COS€ 
r  r" 


'-'/$ 


cosc 


Die  physikalische  Bedeutung  des  Integrals  ist  sofort  klar. 

Wir  nehmen  eine  Lichtquelle  an.    Dieselbe  möge  eine  kleine 
Kugel  im  Centrum  der  Curve  in  der  Einheit  der  Entfernung  mit 
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der  St&rke  »  a  beleuchten,  die  Lichtmenge  wird  demnach  in  der 

et 
£ntfemang  r  gleich  -0  sein.    Der  Bogen  s  der  Fnsspnnktcarve  sei 
r 

eine  leuchtende  Linie;  alsdann  wirkt   das  Lichtteilchen  ein,   dessen 

Ausstrahlungswinkel  »  0  ist,  durch  den  Zuwachs  -^,  und  wenn  der 

Winkel  »  E  ist,  nach  bekanntem  Oesetz  durch 

,^     adscoss 
dF p- 

auf  die  Kugel  ein.    Daher  bedeutet  das  Integral 

./    Vi  — &«sin9«        y       »•* 

die  Quantität  des  Lichtes  oder  der  Wärme,  welcher  ein  Lichtbogen 
der  Fusspunktcurve  einer  im  Centrum  befindlichen  Kugeloberfläche 
erteilt. 

Der  Modulus  k  kann  jeden  Wert  haben,  er  ist  für  die  Fuss- 
punktcurve der  Ellipse  kleiner,  ftlr  die  der  Hyperbel  grösser  als  die 
Einheit 

Das  Additionstheorem  bestimmt  mit  Leichtigkeit  Bogen  der  Curve 
von  gleicher  Lichtstärke. 

Erwähnenswert  ist  noch,  dass  wenn  in  der  X-  und  F- Achse  eine 
Fläche  angebracht  wird,  die  Stärke  der  Beleuchtung  derselben  im 
1.  Fall  durch 


„        P    sin^a^  *, 

im  zweiten  Fall  durch 


d(p  1        Vi  —  ifc^COSy*  —  ikCOSy 


/*      cos  ^ 


d(p  fp 

sin  9*      * 


gegeben  ist,  wonach  die  Beleuchtung  dem  Polarwinkel  proportional 
ist.    Spedelle  Fälle  haben  wir  schon  Mher  erwähnt. 

Die  vorhin  entwickelte  Integralfunction  der  Fusspunktcurve  der 
Hyperbel  kann  in  dem  angedeuteten  Sinne  interpretirt  werden,  wo- 
durch sie  an  Interesse  gewinnt. 
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V. 

Die  flache  Kreisschraubenfläche. 

Von 

Franz  Schiffner. 


Die  gewöhnliche  Schraubenfläche  wird  von  einer  Geraden  G^ 
erzeugt,  welche  mit  einem  ihrer  Punkte  auf  einer  anderen  Geraden 
L  weiterrückt  und  dabei  gleichzeitig  um  L  rotirt.  Eine  Ereis- 
schraubenfläche  soll  entstehen,  wenn  sich  ein  Punkt  p  der  Geraden 
G  auf  einer  Kreislinie  K  bewegt,  und  G  zugleich  eine  Drehung  voll- 
führt. Die  Ereisschraubenfläche  kann  gleichsam  als  eine  deformirte 
gewöhnliche  Schraubenfläche  betrachtet  werden;  als  eine  Schrauben- 
fläche,  deren  Achse  L  in  einen  Kreis  K  übergegangen  ist.  Bei  dieser 
Deformation  ändern  sich  die  kleinsten  Elemente  von  L  so,  dass  sie 
zu  Kreiselementen  werden  und  die  Richtung  der  Kreistangente  in 
dem  betreffenden  Elemente  erhalten.  G  dreht  sich  also  in  jedem 
Momente  um  eine  andere  Achse;  und  zwar  können  wir,  damit  die 
gegenseitige  Lage  der  gemeinschaftlichen  Elemente  von  G  und  L 
durch  die  Deformation  nicht  geändert  wird,  der  Drehung  von  G  jene 
.  Kreistangente  t  als  Achse  nachweisen,  welche  in  dem  Schnittpunkte 
p  von  G  und  K  berührt.  Da  die  Bewegung  von  p  auf  JT  oder  t  an 
K  auch  eine  Drehung  ist,  nämlich  eine  Drehung  von  p  und  i  um 
die  Gerade  A ,  welche  im  Kreismittelpunkt  0  auf  der  Kreisobeno  K 
senkrecht  steht,  so  macht  G  eigentlich  gleichzeitig  zwei  Rotationen : 
um  die  Gerade  t  und  mit  p  und  t  um  die  Gerade  A. 

Die  Kreisschraubenfläche  Fwird  bestimmt  sein,  sobald  die  gegen- 
seitige Lage  von  G  und  K  bekannt  ist  und  die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Drehungen  festgestellt  wurde.  Bei  der  gewöhnlichen 
flachen  Schraubenfläche  ist  G  stets  normal  zu  I»;   bei  der  flachen 
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KreiBschraobenfl&che  —  die  wir  hier  zunächst  untersnchen  wollen  — 
soll  dem  entsprechend  G  auf  JT,  d.  h.  G  auf  t  senkrecht  stehen. 
Bei  der  gewöhnlichen  Schraubenfläche  wird  meistens  nebst  dem 
Drehungssinne  die  Ganghöhe  angegeben,  das  ist  jene  Strecke,  welche 
ein  Punkt  von  G  auf  L  durchläuft,  wenn  sich  G  einmal  um  L  dreht. 
Dem  entspricht  hier  die  Angabe  des  Bogens,  den  p  auf  K  durch- 
messen soll,  wenn  G  eine  volle  Umdrehung  macht;  oder  die  Angabe, 
in  welchem  Verhältnisse  die  Drehung  von  p  zu  jener  von  G  stehen 
soll.  Wir  wollen  zuerst  einen  einfachen  Fall  betrachten  und  an- 
nehmen, p  durchlaufe  den  Kreis  iT,  wenn  G  eine  Umdrehung  macht; 
oder  die  Drehungsgeschwindigkeiten,  resp.  die  Drehungswinkel  von 
p  und  G  seien  gleich.  Nun  ist  die  Fläche  F  vollständig  bestimmt, 
weil  die  Erzeugende  G  während  ihrer  ganzen  Bewegung  verfolgt 
werden  kann. 

Für  die  Darstellung  von  F  empfiehlt  es  sich,  der  Geraden  A 
eine  verticale  Richtung  zu  geben,  als  Anfangslage  von  G  jene  Lage 
Gq  zu  wählen ,  welche  in  der  horizontalen  Ereisebene  liegt ,  und  die 
Projectionsachse  parallel  zu  G^  anzunehmen.  (Als  positiv  gelte  die 
der  Bewegung  von  Uhrzeigern  entgegengesetzte  Drehung.)  G  kann 
nun  in  jeder  Lage  leicht  dargestellt  werden  und  damit  die  Gesamt- 
heit dieser  Lagen:  die  flache  Ereisschraubenfläche  F. 

Es  ist  far  die  Darstellung  der  Erzeugenden  (7,  in  welche  die 
Gerade  Gq  fällt,  wenn  sie  sich  in  beiderlei  Sinn  um  den  Winkel  u 
gedreht  hat,  ganz  gleichgiltig ,  ob  die  beiden  Drehungen  um  t  und 
A  zugleich  oder  nach  einander,  und  ob  diese  oder  jene  frtther  ge- 
macht wurde. 

Bei  obigen  Annahmen  ist  es  angezeigt,  Gq  zuerst  um  Iq  nach 
{G)  zu  drehen,  dann  (G)  um.  A  nach  G-^  denn  es  projidrt  sich  er- 
stere  Drehung  im  Aufriss,  letztere  im  Grundriss  in  wahrer  Grösse 
und  man  hat  nur  (G)"  durch  p^'  unter  den  Winkel  u  zu  6^0"  zu 
zieken  und  pq  auf  K  um  den  Winkel  u  zu  drehen.  Es  bleibt  näm- 
lieh  bei  der  ersten  Rotation  der  Kreispunkt  pq  ,  bei  der  zweiten 
Drehung  der  Schnittpunkt  B  von  (6r)  mit  ^  fix.  (r  und  A  müssen 
sich  in  einem  Punkte  B  schneiden ,  weil  G  auf  K  oder  vielmehr  t 
senkrecht  steht,  also  Gq  durch  O  geht,  und  die  Drehung  von  Gq 
am  «0  iü  der  Ebene  {AGq)  erfolgt. 

Für  die  Winkel  u  von  0®  bis  360^  erhält  man  alle  Erzeugende 
G  der  Fläche  jP;  in  der  weiteren  Drehung  föllt  G  mit  früheren  Lagen 
zusammen:  F  besteht  deshalb  nur  aus  einem  Teile. 

Wie  oben  erwähnt,  trifft  jede  Erzeugende  G  die  Gerade  A  in 
einem  Punkte  JB;  aber  durch  jeden  Punkt  B  von  A  gehen  zwei  £r- 
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zeugende  der  Fläche,  denn  es  ist  Oi?  =  —  a.tgu,  (wenn  a  der  Halb- 
messer von  K  ist)  und  dieser  Ausdruck  hat  far  «^  und  (180+«)® 
denselben  Wert.    A  ist  sonach  eine  Doppelgerade  der  Fläche  F, 

Die  beiden  Erzeugenden,  welche  sich  in  demselben  Punkte  B 
treffen,  liegen  immer  in  einer  durch  A  gehenden  Ebene  und  bilden 
mit  A  gleiche  Winkel  -,  sie  fallen  nur  für  u  «»  0®  und  u  »  180®  oder 
OA  ^  0  zusammen  und  sind  nur  für  u  =  90®  und  u  «  =  270®  oder 
OB  ^  CO  parallel.  Zwei  beliebige  andere  Erzeugende  sind  wind- 
schief. Auch  zwei  Nachbarerzeugende  kreuzen  sich,  weil  sie  sonst 
beide  durch  denselben  Punkt  von  A  gehen  müssten,  in  welchem  die 
durch  sie  gelegte  Ebene  der  Geraden  A  begegnet,  was  wegen  der 
Verschiedenheit  der  Werte  a.tang.u  und  a.taDg.(ti-f-^**)  T^^c^t  sein 
kann.  Mit  anderen  Worten  heisst  es:  die  flache  Ereisschraubenfläche 
ist  eine  windschiefe  Fläche. 

Untersuchen  wir  nun,  von  welchem  Orade  sie  ist  Irgend  ein 
Strahl  L  hat  mit  F  so  viele  Punkte  gemein  als  er  Erzeugende  G 
trifft.  Ist  Gn  eine  solche  Gerade,  welche  von  L  geschnitten  wird, 
dann  lässt  sich  durch  L  und  Gn  eine  Ebene  legen.  Diese  muss  den 
Punkt  Bn  enthalten  und  ihre  Spur  in  der  Ereisebene  K  muss  durch 
den  Ereispunkt  pn  gehen.  Da  pn  auch  ein  Punkt  der  Geraden  Opn 
ist,  in  welcher  die  Ebene  (AGn)  die  Ereisebene  /iT  schneidet,  so  folgt: 
Wenn  der  Strahl  L  die  Fläche  Fin  einem  Punkte  von  Gn  schneidet, 
dann  treffen  sich  die  Spuren  der  Ebenen  (LBn)  und  (AGn)  in  einem 
Punkte  Pn  des  Ereises  X.  Nun  ist  aber  das  Ebenenbüschel  (AG) 
mit  der  Punktreihe  (B)  projectivisch,  denn  das  Ebenenbttschel  (AG) 
liegt  zu  einer  Punktreihe  (b)  auf  Iq  perspectivisch,  die  mit  der  Punkt- 
reihe (ß)  congruent  ist.  (p^b  und  OB  haben  nämlich  die  gleiche 
Länge  a.tangu).  Infolge  dessen  wird  auch  das  zur  Punktreihe  (B) 
perspectivische  Ebenenbttschel  (LB)  mit  dem  Ebenenbttschel  (AG) 
projectivisch  sein,  und  als  Spuren  von  (LB)  und  (AG)  in  der  S^reis- 
ebene  K  werden  sich  zwei  projectivische  Strahlenbttschel  ergeben, 
deren  Erzeugniss  ein  Eegelschnitt  k  ist.  Die  Linien  der  zweiten 
Ordnung  k  und  K  haben  im  allgemeinen  vier  Punkte  gemein ,  die 
Spuren  der  Ebenen  (LB)  und  (AG)  können  sich  deshalb  nur  vier- 
mal in  K  begegnen  und  L  kann  mit  F  höchstens  vier  Schnittpunkte 
liefern.  Die  Fläche  F  ist  somit  von  der  vierten  Ordnung  und  als 
windschiefe  Regelfläche  auch  von  derselben  Classe  oder  kurz:  FM 
eine  Fläche  des  4.  Grades. 

Dies  Resultat  wird  auch  durch  die  Gleichung  von  F  bestätigt, 
welche  wie  folgt  abgeleitet  werden  kann. 

Es  besteht  fttr  jeden  Punkt  P  in  (?  die  Proportion: 
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PP'iP'p'^  OB;  Op 

Nimmt  man  Gq  als  Achse  der  x,  .4  als  Achse  der  9  and  zu  beiden 
senkrecht  die  Achse  der  y  an,  und  zwar  so,  dass  ihre  positiven 
Richtongen  -f-^  entsprechen,  dann  kann  man  statt  jener  Proportion 
schreiben : 

z :  (Voj* -f ^*  —  a)  >»  a.-i  a 


woraus  sich 
oder 


X 

zx  ^  y  Vaj^+y* ""  ^y 

y«(a:«+y«)-(ay+««)«  =  0 

als  Gleichung  von  F  ergibt.    Sie  ist  richtig  vom  vierten  Grade. 

Irgend  eine  Ebene  E  schneidet  deshalb  F  nach  einer  Curve  der 
vierten  Ordnung  C4. 

Cj  wird  in  Curven  niederer  Ordnung  zerfallen,  wenn  E 1)  durch 
die  Doppelgerade  A  geht,  2)  die  zweifache  Gerade  G^  oder  3)  irgend 
eine  andere  Erzeugende  G  enthält. 

Im  ersten  Falle  zählt  A  als  Doppelgerade  von  C4  und  die  er- 
gänzende Curve  2.  Ordnung  besteht  aus  zwei  Geraden,  die  sich  in 
einem  Punkte  B  von  A  schneiden.  Nach  früherem  haben  zwei 
solche  Gerade  gleiche  Horizontalneigung  u  und  können  deshalb  auch 
als  Schnitte  mit  dem  Kegel  {BK)  ermittelt  werden,  wenn 

OB  «  —  a  tang  u 
ist  Hieraus  folgt,  dass  man  die  Fläche  F  als  das  Erzeugniss  eines 
Ebenenb&scbels  und  einer  Schar  von  Rotationskegeln  betrachten 
kann.  Die  Ebenen  des  Büschels  gehen  durch  A  und  haben  zu  Gq 
die  Neigung  u,  die  Kegel  gehen  durch  JT,  und  ihre  Spitzen  haben 
von  K  den  Abstand 

OB  ^  -^  atangtt 

Man  erhält  alle  Erzeugende,  wenn  u  alle  Werte  von  0^  bis  180^ 
annimmt 

Im  zweiten  Falle  zählt  (?o  als  zweifache  Gerade  des  ebenen 
Schnittes  64,  welcher  also  durch  einen  Kegelschnitt  C,  zur  Curve 
der  4.  Ordnung  ergänzt  werden  muss.  In  der  Tat  liefert  die  Flä- 
chengleichung 

y^{x^+y^)  -  {ay+xzy 

für  den  constanten  Wert 

-  =  tang  ü  «■  m 
y 
die  Gleichung  2.  Grades 


Digitized  by 


Google 


58  Schif/ner:  Die  flach«  Kreisschrauhenfläche. 

welche,  da  z  nicht  darin  vorkommt,  als  Gleichung  des  Gnindrisses 
Cg  der  Schnittlinie  C,  betrachtet  werden  kann.  Für  jeden  constanten 
Wert  tn  erhält  man  einen  bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  jede  durch 
Gq  gehende  Ebene  schneidet  F  in  einer  Curve  2.  Ordnung:  Q.  Von 
allen  Kegelschnitten  Q  liegt  die  Hauptachse  in  Gq.  Für  den  Grund- 

riss  Cg'  hat  die  Hauptachse  die  Länge:  f3~i,  die  Nebenachse  die 

Länge;  ~t -,  der  Mittelpunkt  die  Coordinaten:  »  «  ^^^  yy=0, 

yi — w*  1 — tn 

oder  a?  =  2  ^°82«>,  y  —  0.  Alle  Cj'  haben  O  zum  Brennpunkte  und 
den  Parameter  2a,  was  auch  aus  der  Polargleichung  von  C^'  her- 
vorgeht,  die  r  =  i_^QQ^^  lautet,    unter. diesen  Kegelschnitten  C, 

sind  zwei  Parabeln  (w  —  +  1),  unendlich  viele  Ellipsen  (m  <<  1), 
unendlich  viele  Hyperbeln  (m>>l),  aber  nur  ein  Kreis  (m»0)  und 
ein  Paar  zusammenfallende  Gerade  (m  =  oo). 

Daraus  Hesse  sich  noch  folgende  Erzeugungsart  der  Fläche  F 
ableiten.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  die  Gerade  Gq  aus  der  hori- 
zontalen Lage  um  den  Winkel  Vy  so  bilden  die  in  ihr  liegenden 
Kegelschnitte  mit  der  Gleichung 

a;«-J-y«  «»  (a-f  rctangr)* 

die  Fläche  F,  Letztere  und  die  vorher  besprochene  Erzeugungsart 
lassen  erkennen,  dass  F  unter  die  von  Plttcker  in  seiner  „Neuen 
Geometrie  des  Raumes"  etc.  besprochenen  Complex-Flächen  gehört 
und  zwar  Jinter  die  Meridian-Flächen  der  Complexe  2.  Grades. 

Wenn  endlich  drittens  die  schneidende  Ebene  E  durch  irgend 
eine  andere  Erzeugende  6?  der  Fläche  Fgeht,  dann  wird  dieSchnitt- 
curve  Q  aus  G  und  einer  Curve  3.  Ordnung  C^  bestehen,  welche 
den  Schnittpunkt  von  E  mit  A  zum  Doppolpunkte  hat 

Enthält  die  schneidende  Ebene  gar  keine  Erzeugende  der  Fläche, 
dann  ist  ihre  Schnittlinie  mit  F  eine  Curve  4.  Ordnung ,  die  nicht 
zerfällt  Von  solchen  Schnittlinien  lassen  Bich^  jene  leicht  construiren, 
die  in  einer  zu  JT  parallelen  Ebene  liegen.  Denkt  man  sich  F  durch 
Ebenen  aus  Ä^  welche  gegen  Gq  die  Neigung  u  haben,  und  die  Kegel 
(BK)  erzeugt,  so  kann  man  die  Schnittearve  in  der  Ebene  «  —  e 
als  die  Gesamtheit  der  Punkte  auffassen ,  welche  Strahlen  in  »^  c 
aus  dem  Spurpunkte  von  A  mit  concentrischen  Kreisen  aus  dem- 
selben Spurpunkte  gemein  haben.  Der  Neigungswinkel  der  Strahlen 
zur  Ebene  (GqA)  ist  u,  der  Halbmesser  der  Kreise  ist  (a-j-ctangu). 
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Aasser  den  erwähnten  ebenen  Linien  G  nnd  Q  anf  F  sind  noch 
jene  CnrTen  (£  der  Fläche  von  Bedeutung ,  welche  die  einzelnen 
Punkte  der  rotirenden  Geraden  beschreiben  nnd  welche  den  cylin- 
derischen  Schraubenlinien  der  gewöhnlichen  Schraubenflächen  ent- 
sprechen. Eine  Ton  diesen  Curven  CT,  nämlich  der  Kreis  K^  ist  als 
Weg  des  Punktes  p  schon  durch  die  Definition  von  F  fixirt.  K  ist 
die  einzige  Linie  unter  6^,  welche  eben  ist.  Eine  beliebige  andere 
Cnrve  CT  kann  man  sich  auf  zweifache  Art  durch  die  Bewegung  des 
Pnnktes  $  entstanden  denken,  je  nachdem  man  ^  als  Punkt  der 
G^^en  G  betrachtet  und  mit  dieser  zugleich  dreht  oder  $  unab- 
hängig Ton  G  bewegt.  Ersteres  sagt ,  dass  man  G  in  den  verschie- 
denen Lagen  darstellen  und  in  jeder  derselben  $  aufsuchen  soll, 
indem  man  z.  B.  beachtet ,  dass  ^  stets  um  dasselbe  StUck  b  von  p 
absteht  Ohne  Benutzung  von  G  knnn  man  Q  entstehen  lassen,  in- 
dem man  $  nm  <  dreht,  also  $  einen  S^reis  $  beschreiben  lässt, 
und  dann  $  mit  diesem  Kreise  ^  nm  A  rotirt  ß  erzeugt  so  eine 
Bing-  nnd  Wulstfläche  TT,  auf  welcher  <£  liegen  muss.  ß  hat  p 
zum  Mittelpunkte,  ^  ^  h  zum  Halbmesser  und  liegt  in  einer  durch 
A  gehenden  Ebene.  Durch  jeden  Punkt  $  geht  ein  solcher  Kreis  fi 
nnd  noch  ein  horizontaler  Kreis  der  Bingfläche  W  vom  Halbmesser 
(a-|-6costt).    Die  Goordinaten  des  Punktes  $  sind: 

«  =  (a4-^cosu)coStt,     y  —  (a-f-*costt)sintt,    z  —  isin« 
der  Grnndriss  S'  von  61  hat  deshalb  die  einfache  Polargleichung: 

r  e-  a-^-bCOBu 

Hieraus  folgt  fär  die  Snbnormale  OD  der  Wert 

du ^^^'^ * 

Bedenkt  man  noch,  dass  S  auf  W  liegt,  die  Tangente  X  an  S  also 
der  BerOhrungsebene  €  der  Wulstfläche  angehört,  so  ist  die  Tangente 
%  fflr  jeden  Punkt  $  der  Baumcurre  ^  durch  leicht  constrnirbare 
Bedingungen  bestimmt. 

Auf  diese  Weise  haben  wir  aber  auch  die  Tangentenebene  der 
Fläche  F  ÜLT  jeden  Punkt  P  festgestellt.  Sie  geht  durch  die  Er- 
zeugende G  des  Punktes  P  und  durch  die  Tangente  Z  der  Gurve  S, 
welche  P  beschreibt  Es  ist  aber  vorzuziehen,  statt  der  Tangente 
£  jene  Gerade  T  zu  benutzen,  welche  den  durch  P  gehenden  Kegel- 
schnitt Cs  in  P  berührt.  An  C^  kann  man,  sobald  P  gegeben  ist, 
die  Tangente  leicht  ziehen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  O  ein 
Brennpunkt  des  Grundrisses  C^'  ist,  dass  der  Mittelpunkt  o  von  C,' 
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nach  früherem  die  Coordinaten  x  =  5tang2v,     y  ^  0    hat    (wenn 

tang  V  =  -  ist)  und  dass  C^  in  der  Ebene  (PGq)  liegt.     Es  könnte 

auch  der  Umstand  ausgenutzt  werden,  dass  alle  Q'  durch  den  Grnnd- 
riss  ®'  und  (@)'  jeuer  zwei  Erzeugenden  @  und  (®)  gehen,  die  auf 
der  Ebene  K  senkrecht  stehen;  denn  man  kennt  dann,  wenn  P  ge- 
geben ist,  von  Cj'  den  Brennpunkt  O  und  drei  Punkte  ®,  (@)',  P', 
kann  also  nach  „Heye:  Geometrie  der  Lage  2.  Aufl.  1.  Th.  S.  187^' 
den  zweiten  Brennpunkt  suchen  und  die  Tangente  T  construiren. 

Besonders  einfach  lassen  sich  Aufgaben  über  Berührungsebenen 
lösen,  wenn  man  den  Satz  verwertet:  haben  Kegelschnitte  denselben 
Parameter,  dann  treffen  sich  alle  jene  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte auf  einem  durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  gehenden 
Strahle  liegen,  in  einem  Punkte  der  Parametergeraden.  (Aufsatz 
des  Verfassers  in  Grunerts  Archiv).  In  unserem  Falle  müssen  somit 
alle  Tangenten  T'  an  die  Kegelschnitte  Cg',  welche  in  Punkten  der- 
selben Geraden  6?'  berühren,  auf  OY  einen  gemeinsamen  Punkt  ü' 
haben.  Daraus  folgt,  dass  die  Tangenten  T  an  alle  Kegelschnitte 
Cj  einer  zu  OZ  oder  A  parallelen  Geraden  U  in  YOZ  begegnen, 
wenn  die  Tangenten  2'  in  Punkten  einer  Erzeugenden  G  berühren. 
Darnach  construirt  man  die  Tangentenebene  des  Punktes  P  folgen- 
dermassen.  Die  Tangente  t  in  p  sm  K  trifft  or  in  jenem  Punkte 
ü\  durch  welchen  die  Gerade  ^7 parallel  A  zu  ziehen  ist;  die  Ebene 
(GqP)  schneidet  U  in  dem  Spurpunkt  von  T  mit  YOZ]  die  verlangte 
Berührungsebene  geht  durch  T  und  G. 


Umgekehrt  kann  man  den  Berührungspunkt  einer  gegebenen 
Tangentenebene  auf  diese  Art  finden.  Die  gegebene  Ebene  E  hat 
mit  F  eine  Erzeugende  G  gemein,  welche  K  in  p  schneidet;  die 
Tangente  an  K  in  p  trifft  OF  in  jenem  Punkte  ü',  durch  welchen 
die  Gerade  ü  parallel  zu  A  zu  ziehen  ist;  begegnet  E  der  Geraden 
CT  in  dem  Punkte  F,  so  muss  die  Ebene  (GqV)  den  Kegelschnitt 
C,  enthalten,  der  von'ii;  berührt  wird,  oder  {GqV)  muss  G  in  dem 
Berührungspunkte  der  Ebene  E  treffen. 

Sobald  drei  durch  eine  Erzeugende  G  gehende  Berührungs- 
ebenen  bekannt  sind,  wird  für  die  Ermittlung  anderer  Tangenten- 
ebenen derselben  Erzeugenden  mit  Vorteil  der  Satz  angewendet: 
„das  Büschel  der  Berührungsebenen  durch  eine  Erzeugende  der 
Begelfläche  ist  projectivisch  zur  Beihe  der  Berührungspunkte  der- 
selben auf  dieser  Erzeugenden."     (Dr.  W.  Fiedler  Darst.  Geometrie 
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2.  A.  S.  411).  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  ebenfalls  der  Be- 
rübrangspankt  einer  gegebenen  Tangcnfenebene  auffinden.  Z.  B. 
kann  so  auch  gesacht  werden ,  in  welchem  Punkte  Q"  der  Anfriss 
G"  einer  Erzeagenden  O  die  Verticalcontour  der  Fläche  tangirt, 
indem  Q  als  Berühmngspankt  der  durch  G  gelegten  vertical  pro- 
jicirenden  Ebene  gesucht  wird.  Gq"  berührt  die  Aufrisscontour  in 
den  Punkten  pq"  und  (poY\  weil  die  horizontale  Ebene  K  Tangen- 
tenebene der  Punkte  po  und  (po)  ist;  ®"  und  (®)"  sind  Asymptoten 
der  Verticalcontour,  denn  die  Ebene  YOZ  berührt  F  in  dem  unend- 
lichen Punkte  der  Geraden  ®  und  (®). 

Die  Ereuzrisscontour  ergibt  sich  einfacher.  Die  früher  er- 
wähnten Kegelschnitte  Cg  haben  die  Hauptachsen  MM^  in  Gq,  somit 
in  den  Endpunkten  der  Nebenachsen  NN^  zu  Gq  parallele  oder  zur 
Ebene  YOZ  normale  Tangenten.  (Selbstverständlich  sind  diese 
Tangenten  nur  reell,  wenn  C^  eine  Ellipse ,  d.  h.  m  <^  1  ist).  Die 
Tangentenebenen  für  solche  Punkte  iV,  N^  stehen  also  auf  der 
Kreuzrissebene  senkrecht  und  ihre  Spuren  Gn"  berühren  die  Ereuz- 
risscontour in  iV«".  Da  die  Punkte  N  mit  dem  Mittelpunkte  o  von 
Cf  gleiche  Abscisse  haben,  so  sind  ihre  Coordinaten: 

am  a 


z 


Setzt  man  für  m  seinen  Wert  tangt?  »  -  in  ^  ein,  so  erhält  man 


_aV. 


woraus  sich  für  die  dritte  Projection  der  Ereuzrisscontour  nebst 
^  =  0  die  Gleichung 

ergibt,  welche  sagt,  dass  die  Ereuzrissprojectionen  G^  der  Flächen- 
erzeugenden G  eine  Hyperbel  umhüllen.  Die  Contourcurve  selbst 
ist  aber  von  der  4.  Ordnung  (der  Grandriss  hat  die  Gleichung 

y*  — a*y»  — a2aj2  =  0) 

imd  ihr  Ereuzriss  ist  nur  wegen  der  Symmetrie  zu  YOZ  eine  Linie 
der  2.  Ordnung.  Dies  Resultat  Hesse  sich  auch  so  ausdrücken:  der 
Fläche  F  kann  der  gerade  hyperbolische  Cy linder  y*— «*  —  a*  um- 
schrieben werden,  dessen  Eanten  zu  Gq  parallel  sind. 

Zu   den  Berfihrungsebenen  der   Fläche   gehören   alle  Ebenen, 
welche  durch  Ä  gehen,  sowie  jene,  die  durch   Gq  gehen;  orstere 
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berfihren  in  den  ihnen  entsprechenden  Pnnlcten  J9,  letztere  in  den 
Haaptscbeitelpunltten  der  in  ihnen  liegenden  Kegelschnitten  6^.  Be- 
rührt die  Tangentenebene  im  unendlichen  Pankte  der  Erzeugenden 
Gj  so  wird  sie  zor  asymptotischen  Ebene  der  Erzengenden  G. 

Eine  solche  kann  nach  den  obigen  Sätzen  oder  als  Parallele  zur 
Berübrnngsebene  des  Ricbtangskegels  F  längs  der  zn  G  parallelen 
Erzeugenden  q  desselben  construirt  werden.  Zum  Richtungs-  oder 
Directionskegel  der  Fläche  gelangen  wir  wie  folgt.  Eine  Gerade  g, 
welche  durch  irgend  einen  Raumpunkt  R  parallel  zur  Flächen- 
erzeugenden G  gezogen  wird,  muss  zur  horizontalen  Bildebene  ebenso 
geneigt  sein  wie  G^   weshalb  ^qt  Spurpunkt  «  von  g  in  der  Ebene 

XOY  so  liegt,  dass 

jRi2'»  jR'«tangtt 

Alle  Punkte  s  bilden  die  Spurcurve  S  des  Richtungskegels  in  der 
horizontalen  Bildebene.  Wählt  man  z.  B,  R  in  A  und  RR'^a^  so  ist 

a  «=  0«tangtt 
und  die  Spurcurve  S  hat  dann  die  Polargleichung 


tangtt 

wonach  S  leicht  construirt  werden  kann.  In  Punktcoordinaten  lautet 
ihre  Gleichung: 

S  ist  eine  Ourve  der  4.  Ordnung,  liegt  zu  beiden  Goordinatenachsen 
symmetrisch,  hat  in  O  einen  Doppelpunkt  und  besitzt  zwei  im  Ab- 
stände ±a  zu  OJT  parallele  Asymptoten.  Die  Tangente  r  an  ^  in  « 
bildet  mit  dem  Radiusvector  Os  einen  Winkel  9,  welcher  im  allge- 
meinen der  Bedingung 

genügt    Da 

dr  a 

r  =  —  acotangtt,     3-  »=  -tTs" 
®   '     du       sin*tt 

ist,  SO  wird  hier 

tangg)  »  —  cosusinu 

sein.  Wird  also  in  (po)  eine  Senkrechte  auf  OX  errichtet,  welche 
Os  in  ff  trifft,  und  hier  normal  zu  Os  das  Stück  HW -^  asinu  auf- 
getragen, so  gibt  O  W  die  Richtung  von  r  an.  Die  Ebene  (Rt)  be- 
rührt den  Richtungskegel  nach  g  und  hat  gleiche  Stellung  mit  der 
asymptotischen  Ebene  der  zu  g  parallelen  Flächenerzeugenden  G. 
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Einfacher  ist  es  aber,  die  asymptotische  Ebene  mit  Benntzang 
der  Geraden  ü  zu  construiren.  Man  hat  dann  nur  den  Schnittpunkt 
U'  der  Tangente  t  m  p  bji  K  mit  OT  nnd  den  Schnittpunkt  h  der 
Parallelen  zu  G'  durch  U'  mit  Gq  zu  suchen;  (hG)  ist  die  asjrmpto- 
tische  Ebene  der  Erzeugenden  G, 

Wie  Bichtj^ngskegel  und  asymptotische  Ebene  zur  Bestimmung 
der  Asymptoten  eines  ebenen  Schnittes  und  zur  Construction  der 
Strictionslinie  der  Fläche  angewendet  werden,  ist  bekannt 

Mit  den  gewonnnenen  Resultaten  sind  überhaupt  schon  so  viele 
Eigeuschaften  der  flachen  Ereisschraubenfläche  hervorgehoben  wor- 
den, dass  sie  leicht  einer  constructiven  Behandlung  unterzogen  werden 
kann. 
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VI. 
Metrische  Relationen  am  Sehnenviereck. 

Von 

Herrn  Dr.  Otto  Zimmermann. 


Es  sei  ABCD  ein  Sehnen  Viereck,  in  welchem  AB'^  CD  und 
BC^AD  ist  AB  und  CD  mögen  sich  in  jP,  BC  nnd  AD  in  Q 
schneiden ,  die  Diagonalen  AC  und  BD  in  N,  Setzt  man  AB  -»  a, 
J?C  =  5,  CD  —  c,  Z)^  =  €f ,  AC^=U  ^^  ^  fl'  'J*^«^  bezeichnet  die 
Diagonale  AC  desjenigen  Sehnenvierecks  ABC  D^  welches  aus  ABCD 
durch  Vertauschung  von  h  und  c  entsteht,  mit  h^  so  gelten  bekannt- 
lich folgende  Gleichungen  ^): 

_  (gc  +  M)(a€^+&c)  ^  _  (ac+bd)(ah-\'Cd) 

ac-^-ha, 

ad  ab  bc  cd 

ÄN-j,    BiV-^,     CN=j,    DN^j^i 

J=i  V(a-^b-^c  —  d)(,a-\-b  —  o+d)(a  —  b+c+d)i-a-\-b+e-\-d) 


|/i 


{ab+cd)(ad+bc)(ac-{-bd)         f.g,h 


(a+b+cd)(a+b-c+d){a-b+e+€l)(-a+b+c+d)        U 


1)  Kunzes  Geom.  2.  Aufl.,  S.  225  f. ,  Baltscrs  Elem.  d.  Math. 
4.  Buch  S.  126  f.  undDostor,  Propridt^s  nouvelles  etc.  in  Grunerts  Archiv 
XXXXVIII  S.   245. 
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d(ad+  bc)  b{ab  +  cd)  b(ad+be) 

äjab  +  cd)  ^ 


DF=: 


b^—d^    ' 


a«  — c« 


fl[» yt» 


d*J  iV  oV 

a' — c* 

2fgh 

2fgh 
cos  CBD  =z  cos  C^Z)  =  -^— ^ — -^T^n — ^-^- 

cosZ>JB^  «  co8Z>6'^  =-  ' — ^Srn — ^^- 

bezeichnet  man  endlich  die  Innenwinkel   DAB  und  .<4/?C  mit  a  nnd 
^  und  den  spitzen  Winkel  AND  zwischen  den  Diagonalen  mit  c,  so  ist 

2J  .    ^  2./  2J 

sm «  «     j  I  ,  ,      sinp  =  -.  nr  "Ti?       sin «  —  —  .   .  , ; 

^*  « ~2(^^+^)"'       '^'*  '^ 2(aÄ+cdr-' 

cos«  =    -  \w     "ttjv — ' 
2(ac  +  bd) 

Sin  APD  -  sin(«  -  ß)  «  ^o^  +  c^/Ma^Z+M  ' 

sinCQÖ  -  8in(«  +  /J)  -  („^^^^(^zpj^) 

Im  Folgenden  werden  Functionen  wie 
oÄ+crf,     aiJ+3<?,     ac+W,     a-f-Ä+c—rf,     a+ft— c-fJ,     a— A+c+rf, 

abktirzangsweise  stets  mit 

Arck«  der  lUth.  «.  Phya.    8.  ReUie,  Teil  TU.  ^ 
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(ah\     (ad),     (ac),     {d},     {c},     {&},     {a} 
bezeichnet. 

1)  a.   Die  Lote  von  i4,  B,  C,  D  auf  ä,  c,  e?,  a  haben  die  Werte: 

.   ZI       2ay      ,        ,   .  2&y       ,  .    ^       2cJ 

h,  -  asin^  -  ^-^-^,     Ä,  =  68ina  -  ^-j,      A3  «  ^ sin^  =  ^j. 

Daraas  ergiebt  sich 

A, :  Äo  «=  a :  c    und    ä«  :  A^  =  ^ :  d    oder     c  ^  a~      und    d  =  &  -  * 

durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Gleichung 


ergiebt 

sich 

A,  ~  Mab) 

oder 

Ä,  ^  bihiht) 

folglich 

''-*Ä^  =  ''  A,(A,A,) 

2aJ 
nnd  darch  Einsetzen  der  Werte  von  6,  c  nnd  d  in  Aj  —  v-r-  erhält 

man  anter  Berflcksichtigung  oosrer  symbolischeu  Schreibweise,  nach 
der  wir  A,(A,A,4-A,A4)+Aj,(A3A4+A,A,)+A4(A4A,+A,Ag)-  A,(AA+AsA4) 
— {Aj(A,As){  u.  B.  w.  setzen, 

2Ai(AgAg)[(A,A,)]» 2A^(A^s)[(*i*»)]* 


V{Ai(AiM  |Ä,"(Ä,a;)1  iÄsCAaA*)}  {(A^CA^A,)}  W 

.       2A,rA,A4)[(A^)]»        _  2A3(A«A0[(A,AJ]« 
b ^  ,    c-  ^  . 

,       2A,(A,A,)[(A«A,)]» 
d ^ -, 

[(AjAjKAjA,)]» 

Ä  -  ^^^^^^^^^^^V(A,A,)(A,A,)[A,A,[(A,A,)]H-A,A«[A,Ä4)]'Q 

b.    Ganz  entsprechende  Formeln  gelten  für  die  von  ß^  C,  Z>,  A 
auf  d,  a,  ^,  c  gef&Uten  Lote: 
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2aJ       ,._2ftJ  2cJ  2dJ 

**  "  {ady     *•   ~  (06)'      "»  ""  («Mi)'        *  ~  («4) 

Ei  sird  nimlich 

2ht'(k,%')[(k,%')]'             2V(A,V)[(VA/)]« 
« ^F  ,    * ^  • 

_  2A,'(W)[(VA/))»      .       2A/(Mi01i*i'Vil* 
,       [(*i'A.')(A»'*4')? 

10 

Mu  beachte  Doch  die  Beziehaug 

16  abedJ*^ 

'[(ab){ad)-] 


ÄiMsÄ*  =  -u„h\(^ri\-}*  =  ^ih'h'K' 


'jder 


2)  Für  die  Lote  von  Q  auf  a ,  von  P  auf  6 ,  von  Q   auf  c  nnd 
TOB  P  auf  cf  gelten  die  Gleichungen 

2aJ  2b J  __    2eJ_  _    2clJ 

folglieh 

^i^»        d  «  Ä -*  •,    ^-  -  a(&*--  ci«)  ^  b    PiHpi^  —  p^*) 

""  piipt^—PA^y         Piipi*—p/) 

Setzt  man  die  Werte  für  6,  c  und  d  in  die  Formel 
ein,  80  folgt 

Durch  Einsetzen  der  Werte  von  J  und  c  in  /}j  ==^  -  2"Z^    ergiebt 
sich  schliesslich 
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3)  Die  Lote  von  N  auf  Oy  h^  c^  d  haben  die  Werte : 

2äbdJ  2abcJ  _    2bcdJ  2acdJ 

**>  ■"  {ab)  {ad)'    ^*  ■"  {ab){ady    ^  ""  {ab)(ad)     "**  ""  (cÄj(äd) 

denn  es  ist 

a^dJ 


JABN  «  iAN.  BN,  sin  £  » 


n.  8.  w.    Es  wird 

b=a  —  t    c«-a-^»    d  —  a-- 

nnd  ebenso  wie  unter  3) 
J 


folglich 

2abdJ  nt»iiaS«4^ 

^  ^  2{n^n^)  {n^n^) 


2[{n^fht)  (nxW4)]^V'H»2^8^4 


«iWV'*4*'*^V(»h»4)(«i*»4)  (»1»») 


2(ihnt)  Kn4)yyHWgn3n4  (i^n^)  Kn^)  (n^ns) 

4)  FOr  die  4  Lote  vom  Mittelpunkt  M  des  umschriebenen  Kreises 
auf  a,  ^  c,  c{  gilt: 
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mlog 


74 gj 

od  es  ist 

.+  ,.=«.+*J/ö^,    ,.-,.  =  «.-^|/Mä 

r**-ri*  =  i(<fi-d^,    y,«-yi2  -  i(«»-«»),  y4'-yi^  -  i(*»-rf«); 

{r.+r.)(;,+y4)-^^±^(i),  (yx+y^Ky.+y.) -^*±^^  (ii) 
(y,+r.)(y.+y4)=^^±«^  (lU) 

(l)+(U)-an)    ergiebt    4(y,y,)  =  M    (1) 
(I)+(III)-(U)         „        4<yjy*)  =  («')    (2) 

(n)+an)-(i)        „      MriYt)  =  W  (3). 

Aus  (1)  nnd  (2)  folgt  durch  Elimination  von  d 

4«(yiy.)-  4*(y.yi)  -  «(««-a«)  -  le(Y^ -  n*) 
oder 

'»(virs)  -  *(y»y4)  =  «(y«' — yi')  («) 

ebenso  au  (1)  and  (3) 

Kyitt)  -  <mt)  =  «(ys«  -  y.«)   0») 
US  (a)  nnd  {?)  aber  folgt  durch  Elimination  von  e 
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.     ^(y«^-yi^(ys^-yt^)+(yiy8)^  ^  ^y>(yt^+y8^474^-ys^)+2yiy3y4 
(yiyi)(y«^-yi2+(yiy2(yiy4)       yM+yzH-y^^-7x^)^''^y%yzyA 

aus  y2^—ri^  ■=  i(a2-ft2)  folgt  andrerseits  b^  —  a^—Myi^—Yi^)^  »<> 
dass 

oder 

^2(^^-^2]«4(y,2-yt2) 
wird.    Da  nun 

M+iV-(y,  +  y,)}y,}{y,}       und    i»f- JV  -  (y,- y,)|y,}{y^ 

also 

ist,  so  hat  man 

„  _  2rri(y«'+y»'+  y*'-  ri^;  +2y»y»yi 
fl  =  ^  , 

.  _  2[yi(yi'+y>'+y«'  -y«')+2yiy»y«] 
*  -  R^  ' 

,  _  arysCyi^+y«' +y4'-  y5»):+2yiy«y43 
«_ ^ 

.     2[y4(yi'+y«'+yi'  -y«')+2yiy,y3] 
d ^ 

Hieraus  ergiebt  sich: 

<»yi+brt+crt-\-dYt  =  2w 

andrerseits  folgt  einfach  aus  geometrischen  Orttnden: 

«yi+*y»+«y8+<*y4  ■=  2J 

demnach  

j_Ty=y{yJW{y,}W 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  folgt  femer: 

j  _  2V(yiy«)(yiy4)(?^ 
w 

Liegt  a  mit  den  andern  Seiten  b,  c,  H  in  einem  Halbkreis  und  ist 
grösser  als  jede  derselben,  so  ist  cos^^C^  negativ;  demgemftss  ist 
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aisdaun  in  den  vorigeu  Formeln  y^    überall   negativ   zu   setzen, 
ohne  dass  dieselben  eine  weitere  Aenderang  erleiden. 

Man  beachte  noch  die  Gleichungen 

,  ^  (ac)(ad)  ,  ^ 

5)  Bekanntlich  ^)  schneiden  sich  die  Lote  von  den  Mitten  der 
Seiten  des  Sehnenvierecks  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  in 
einem  Punkte.  Die  Werte  dieser  Lote  sind  leicht  zu  berechnen 
Denn  ist  M^  die  Mitte  von  a,  so  ist 

analog 

j[b(a^+(^)  +  2aed]  J[c(h^+d^  +  2abd] 

*«  ""  (ab)(ad)  '       '»  *"  (ab)(ad)  ' 

Mithin 


'*  ■"  (oftXorf) 


•i+«3—        (aÄ)(ad)       '     **      '»""         (ab)(ad)       ' 

oder 

'      »j  +»4      «» —  »4       a—c 

ferner 

&-d-(«    ''>^,_,/     (.x-.,)(**-.4)"(«-c)»(4-d)' 
also 

oder  wenn  man  die  eben  gefundenen  Werte  von  ^+^  ^^^  *"~^  ^iß* 
setzt, 


1)  Knnse,  a.  a.  O.  S.  138. 
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l/(*i+*a)(*a  +  *4)  ^  (a  +  c)^ (s^  +f,) (gg  —  s^^ 
folglich 


oder 


woraus 


/'^+-"^*  |A^|-^5)'(*«  +  *4)* 

a— c       r    (»i+»8)(»,  -«1)* 


wo 


^,  («i+*4)V-^-(*«-«4)Viy 

8    S      

M  für  1/rx^  «»d  i\r  für  l/^OI^^  gesetzt  ist;  also  wird 

a-f-c  —  a  rz.  i~Z 

Nun  ist  einerseits 
4J  -  y[(a+c)«-(6-d)»][(J+rf)«-  (o-c)»J 

oder  da 


^   («+*)      LI    (^+,,)«|/iif«J|(,.4-,.)«-(i-4:ij,J/]^J 


4o»Tr 


wo 

^  ""     [('«+'4)  V^^  -(h-'n)^^][{si+s^)^M-*  .(,,-,^)  Vi^»] 
andrerseits  folgt  aas  den  Werten  von  #1  und  a^ 
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»  »   _ 

dio  Gleicfasetzang  der  Werte  von  «7  ergiebt 


•2W 

durch  cyklische  Vertanschang  von  «1,  «9,  03,  «4  und  einige  Umfer- 
maogen  gewinnt  man  die  Werte 

^^[(>i-|-^)Vitf-(*i  -  sJVm(Si+Sf)(si+s,)VM^  K-^a)  (^t-*4) V^] 
Ans  der  zweiten  der  obigen  Gleichnngeu  fttr  J  folgt  ohne  weiteres 

Za  beachten  sind  noch  die  Gleichungen 

a#i  +  c*j  =■  bs^  +  rft^     und  a«3  -f-  c*j  —  bs^  -}-  d»j  =  2 J 

6)  In  jedem  Viereck  halbiren  sich  die  Verbindungslinien  der  Mitten 
der  gegenftberliegenden  Seiten  und  die  Verbindungslinie  der  Diagonalen- 
mitten in  einem  Punkte'),  der  zugleich  den  Schwerpunkt  der  vier 
Ecken  darstellt  Fttr  die  Lote  von  diesem  Punkte  auf  e,  <i,  a,  d 
gelten,  wie  geometrisch  sofort  einzusehen  ist,  die  Beziehungen: 

es  gelten  demnach  für  die  h  dieselben  Formeln  wie  fttr 
die  tf,  mit  dem  einzigen  Unterschied,  dass  in  den  Ausdrücken  fttr 
a^  by  c^  d  der  Factor  2  und  im  Ausdruck  fttr  J  der  Factor  4  im 
l^enner  fehlt. 


1)  KvDie,  a.  a-  O.  S    58. 
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7)  Für  die  Gerade  ir,,  welche  Wkl.  ANB  halbirt   and  von  a 
begrenzt  wird,  findet  man  leicht: 

oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

<»+■"■-'■ -^  i^ 

_aW    1/  {a]{c\ 
""*  "  6-frf  r    (ab)  (ad) 

analog  die  andern  Haibirnngslinien : 


_    abc  ]/  {b{{d]  _   *^l_l/  W_H  acdl/'{b\{d\ 

""*  ■"  a-l-c  r   (a^)  (orf)'   ""«  ^'b+flV  (ab)  (ac/)'    "^^  —  a+cV  (ab)  (ä 


kl 

I  (a€l) 
Also 

c—  a-5,     d  =  b-^ 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

tr,       d(a+c)  1 /Rg 

«?,  "c(ft+.?)  V  \b]{d\ 

a* 
ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  ersten  Grades  in  ^,  aus  der  sich 

ergiebt: 

"*    "wjCtOj-j-W'i)  ''^   Wi*Wq*(w^—W^)^+W^*W4*  (tOi+Wj)« 

"^      «01(102-1-10^)  r    3f 

Setzt  man  schliesslich  in  die  Gleichung  für  toj  erst  die  Werte  für  c 
und  (2,  dann  den  eben  gefundenen  Wert  von  b  ein,  so  erhält  man 
nach  einigen  Umformungen: 

P:!^y^    analog    b^p^Vli,    ,^^±!^Ym. 

tr--4-«0q     /— 
rf  =  V  N 

2WiW^tD^ 

Da  nun  

. iabcdjVabcd 

y  «o,«02to,to,  =  ^a+c^^b+dXab)(a^i) 

ist,  so  wird 
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8)  Ffir  die  Halbirangslinien  der  Winkel  Q  und  P,  die  zu  den 
Dreiecken  ABQ^  BCP,  CDQ^  ADP  gehören,  findet  man: 

aV(ah){adM\c\  h-^ {ab){ad)  {b\\d\ 


also 


«1  w« 


y(a&)M){a}H  l/(ii^)(ad){6}{d}. 


was  dnrch  Einsetzen  der  Werte  von  c  nnd  d  eine  Gleichung  ersten 
Grades  in  -^  liefert,  aus  der  folgt 

setzt  man  jetzt  in  den  obigen  Wert  fflr  Uj  erst  die  Werte  von  c 
und  cj,  dann  den  zuletzt  gefundenen  Wert  für  b^  ein,  so  ergiebt  sich 
nach  den  gehörigen  Umformungen 


analog 


2(t*iU8)(ttj«,)  ' 

■"  2(t*it«,)(ttitt4) 

"*  2(t*^»8)(«lt*4) 


I^JXXL  ist 
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^f^ 


tt,.t*3.t*4  — 


{ab){ad)\J'Vabcd 


also 


_  (tt3M>)(tt3tt4)4J'l/M^t4t*at*4 

4(tt,t«,)  (f»itt4) 


9)  Die  VerbindungsliDion  des  Schnittpunktes  N  der  Diagonalen 
mit  den  Mitten  der  vier  Seiten  sind: 


2^r^c;-r^"      «,    *«  ""  2Ä 


«,  =  1^1/2*2+ 2d2-Ä«,     «4  =  ^V2a2+  2c2  -7,2 


also 


«1  ^ 


and  es  wird  durch  diese  Substitution 

*  -  r       (ac)      "  ^  r  «,«,(a2^^+*^«4) 

setzt  man  diesen  Wert  in  die  Werte  iür  t^  und  t^  ein  und  quadrirt, 
so  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen 

aus  denen  durch  Elimination  von  Iß  hervorgeht 

analog 

,o      ^,  ««Mti'+<».')-W<»«+«4')+2W«i'+«.'') 

-       .,,  *i«,(«t'+<«') -  V4(«i'+  V') +2«f«««i' + «4') 


-  _    ,,       V4«l'+  «5»)  -«.«»('1''+  «4')+2«l««('l'  +  «s'') 


Nun  ist 
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4J^=  yt(a+<')^-(*-«0*l[(H-^^-(«-e)*] 

,i/«i«8)(*i«4)[««+<4)'-«i-«»)''].(«i«i)«i<«)C(«.-K)«-«.^^^ö»r 

""    '  ('l<«)(«l<4)  (<!<»)(«,<*) 

also  

J- VMM  ihm 

10)  Die  Vcrbindungslinieii  von   Q  und  P  mit  doQ  Mitten  von 
a,  6,  c,  d  Bind 

'.  -  21^'?)  V2[(«.A)J*-h2[(«d)P  -(«2-o«)2. 
^»  =  2(P=^)  V2[(fl4)JH-2[(arf)p.  (J2_d!)». 
'»  -  2(^^  y2l(<.A)JH-2[(«d) p-(a«-^2, 
^*  =  2(Pi:di)  y2[(«J)J'+5{[M)P-(««-d»)8 
«•—  a— f     d  —  b  — 


also 


dnrch  Einfübrong  dieser  Werte  in  r^  nnd  r,  ergeben  sich  fOr  ft*  die 
beiden  Ansdrflcke 

"  2*,»([(T,T,)]H[(t,T4)P) 

2a2T.i'([(T.T,)]g+[(T,0]a)-4T,  V(r,«  -  r««)" 

"  T,2(T,a-T42)8 

ans  denen  folgt 

4T^'(r,»-r4')^2[(r,r,)]''+2[(T^T4)]H-rTi'-T,»]«) 

~(2[(T»T,)J4-2[(TiT4)]2+[t|2-VJ[««*-»4''J)(2[(T,T,)P 

+2[(t,r4)]«-h«- r,i][V-t4«]) 

.     ,.  ( V  -T4')«(2[(T,T.)]»+2[(T,»4)]H-h'-r,«]') 
=  *''  (3[(t,r,)]H-((T,T4m[(*,T,)JH-3L(T,T4)]«)      ' 

analog 
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.2  «  4^  2   (^l^-:V)^(2[(TxT,)P+2[(r,T4)f+XV~T423g) 
*  •        (3l(TiT,)r+[(T,T4)J2){[(T,r,)12+3[(r,T4)P)     ^ 

Die  Formel  fOr  den  Inhalt  kann  auf  dieselbe  Weise  wie  untei 
9)  gefanden  werden,  ergiebt  aber  keine  einfache  Oestalt. 

11)  Ans 

j^B^^'^^     jßCN^^^,    äCDN=^^. 
{ab)[ady  {ab)  {ady  (ab)  (ad) 

aciflJ 


/lADN^ 


{ab){ad) 


(8.  Nr.  3))  ergiebt  sich  für  die  Radien  der  diesen  Dreiecken  um> 
geschriebenen  Kreise: 

a(ae)  b{a€)  c(ac)  d(ac) 

^^"1Ü7'     ^^^^Ü       ^=~U'     "'^~ij- 
also 

ili  :  i^  :  21, :  04  «  a  :  6  :  c  :  c/, 

b^ajj^,      ,««_,      d^ajj^', 

setzt  ipan  diese  Werte  in  i7j  ein,  so  folgt  ohne  weiteres 

analog 


''-^^(ü^n^r  "  =  '"»•(/&'  ''=^n^/' 


IT» 


4[(n,Z7s)J2 


.     „_i/(ii,n,)(ii,zit) 


12)  Die  Radien  der  den  Dreiecken  ABQ^  BCP,  CDQ,  ADP 
nmgeschriebenen  Kreise  sind : 

ühR  bhR  chR  dhR 

also 

7^8+^4       g  -c       a    R^jRi—Rq) 
Ri+R^  '^  b-'d^  b'  Äi(/2,— J24) ' 
also 
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IT  setzen  jetzt  die  Werte  von  h,  e,  d  in  J  ein  and  erhalten 

^-  R,\S^^^Biij  ^  «^^»  «^»'  ''^J  «^»  "  R;i(R^R^)  •  ^ 
.'adidi  fihren  wir  die  Werte  von  i,  e,  <2  und  ^  ein  in 
ahR    _    o(a*)M) 

aiahaltea 

„     (Jg,«-.R4«)iy  ,         ,        „     (Ri*—Bt*)W 


(Ä,]B,)(Ä,Ä4)  ^*  •  (Ä,1?,)(Ä,Ä4)  ' 

(/?,«-i?,»)(.K,«-i?4«)TK» 


*^~  [(Ä,Ä,)(i?,fi4)]* 


lMi^(.B,«-.R4»)M--«»J?4(iZ,*-iia»)» 
•^  r  (Ä,J?,)(ÄiÄ«) 

13)  Derjenige  Kreis,  welcher  a  von  anssen,  b  und  d  von  innen 
^brt,  teilt  a  in  zwei  Abschnitte,  von  denen  der  an  b  liegende  »tj, 
^  la  d  liegende  mi'  heisse;  fttr  dieselben  gilt 

brechend  gilt  für  die  Abschnitte  von  b,  c  und  d 

'^"*2(H^'    "**   "2(6  +  rf) 
1   Es  gUt 

aTOj  +  Cf»!  —  ac^  bm4-\-dmi  =»  M 

^tts  folgt  leicht 
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j8  _  4,  2  (^l'-*»'')'(2[(t,r,)]2+2[(T.t4)f  +  [V-t4»]«) 


Die  Formel  fflr  den  Inhalt  kann  auf  dieselbe  Weise  wie  unter 
9)  gefanden  werden,  ergiebt  aber  keine  einfache  Oestalt. 


11)  Aus 

{ab){ady 

>«^..         ^^J         ^^r.*,         ^<^dJ 
JBCN  =  ,  ...    ,,,     ^/CZ>JV  =  ,  -,,    . 
(a*)  (orf)'                        (a*)  (od) 

^  .  ^  ,,         Steffi J 

(ab){ad) 


(8.  Nr.  3))  ergiebt  sich  für  die  Radien  der  dieseo  Dreiecken  um- 
geschriebenen Kreise  : 

a(ac)  b(a€)  c(ac)  d(ac) 

^i-^pr,    n^--^     ^^~ü*    "^^~Lr 

also 

n^  n,  n4 

b=ajj^,      ,««_,      d-ag^; 
setzt  man  diese  Werte  in  iJj  ein,  so  folgt  ohne  weiteres 

vmmmm 

analog 


«"^1-  (il,i7,) 


w  w  w 


'^-4[(n,Zl3)J2  5      ^~J^        (17,4) 

12)   Die  Radien  der  den  Dreiecken  ABQ,  BCP,  CDQ,  ADP 
umgeschriebenen  Kreise  sind: 

ahR  bhR  chR  _    dhR 

^i-iiZ:7«'     ^«'"iJJ-dV     ^»-a5»_c**     ^^-b^^d* 
also 

jgg+^i      « -g      o    R%(Rt—Rs) 
also 
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"  Ä,(V-Ä4*r     '*"*«,""'  Ji,(R,*-ßi*) 
wir  setzen  jetzt  die  Werte  von  i,  c,  d  in  J  eiu  nnd  erhalten 

^  -  <"(«,«  -J24*7  ^  '^'  '***  ^^  *^        Ä,»(Ä,»-Ä?)  •  ^ 

endlich  fähren  wir  die  Werte  von  i,  e,  d  nnd  y  ein  in 

ahR    _    a(ab)(ad) 
^1  -=  o»-c*  —  4J(a»— c«) 
and  erhalten 

^'»  •  (R^R,)(R,Hi)  «  =  Jf4  .  (Ä^Ä,)(Ä^jj,) . 

■"  r  (Ä,iz,)(Äifi«) 

13)  Derjenige  Kreis,  welcher  a  von  anssen,  b  nnd  <2  von  innen 
berflbrt,  teilt  a  in  zwei  Abschnitte,  von  denen  der  an  b  liegende  »tj, 
der  an  d  liegende  m^'  heisse;  für  dieselben  gilt 

"*'       2(a-|-c)'     "•'         2(a-hr) 
entsprechend  gilt  f&r  die  Abschnitte  von  b,  e  nnd  d 

,».         ^W  ,         »{«}         ___£M_     .,^>_     ^V>i 

"^      2(6+rf)'    "^"^  216+5)'      *^-2(a+c)'    "*»        '2{a+c)' 

„,_    <*{«}  ,_     rfW_ 

'*'       2(F+1>'    '^        2(6+d) 

a.    Es  gilt 

l»2  +  »lj  — OT3— 1»4  ■"  ö  — C,  »Ij-f-trtj— l»j — f»4  =  6  — d, 

oi»8-|-mi  -»  «?,  i>n4-)-dt»j  =■  bd 

hieraus  folgt  leicht 

a=  ^(ffli-{-2i»i  — «»4  +  y'(«»4-«ns)*+4mxm,  ) 
analog 
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h  —  i(ms  +  2»i,  — fi»,  +  y'(w4  —  ms)^-j-4m2m4  ) 

d  =  i(«h  +  2»»4  — wg-f  y'(ms  —  mi)*+4i»,«»8  ) 

Um  die  Yorzeichen  der  Wurzeln  za  bestimmen,  nntersuchen  wir  zu- 
nächst, ob  in  dem  Ausdruck  für  a  die  Wurzel  grösser  als  m2  + 
2f74 — VH  sein  kann;  man  findet  leicht,  dass  das  der  Fall  ist,  wenn 
Wi-j-TOj  — i»j — «H<0  ist,  was  jederzeit  möglich  ist;  in  diesem 
Falle  kann  also  nur  das  positive  Wurzelzeichen  Geltung  haben; 
dann  muss  aber  auch  im  Ausdruck  für  c  dasselbe  Yorzeichen  ge- 
nommen werden  zufolge  der  Gleichung  a  — c  =»  »*,4-»4— »»3  — «»4. 
Ist  jedoch  m^-(-mj|  —  TO3 —«14  >  0,  so  ist  im  Ausdruck  für  <;  die 
Wurzel  grösser  als  m^^^m^  —  ni^^  die  Wurzel  darf  dann  also  wieder- 
um nur  das  positive  Yorzeichen  erhalten  und  infolge  dessen  auch 
in  a.  Analog  ist  es  bei  b  und  d^  so  dass  alle  vier  Wurzeln  stets 
positiv  zu  nehmen  sind  (auch  wenn  m^-^-m^  —  m^  —  mi  =0,  wie 
sofort  zu  sehen). 

Nun  wird 

\a\  «  W8-|-2«H  — Wi  +  l/(wi— w»8)*+^w»a»** 
\b\  =  m4-|-2ff4  —  mjj  +  "^{fn^  —  wh)*  +  4TOi»»a 
{c}  —  mi  +  2w2  — »»j4-l/(mi  — t»a)^  +  4ayn4, 

multiplicirt  man  {a)  mit  [c\  und  {b\  mit  {4},  so  folgt 

wo 

jjf  =  (t»j — rn^iim — w»a)+4m2i»4-j-(TOj-f  W4)  VC«»! — fn^^-^^m^m^ 

jy=  (mg— m,)(m4-»i,)+4wjiWi8-|-(«ii+OTj)  l/(w8— wi4)*+4f»,fn8 

b.    Für  die  m'  gelangt  man  auf  demselben  Wege  zu  folgenden 
Gleichungen : 

a  -  J{f»4'+  2V—  «»«'+  y («4'— »»4')*+  4«H'm8'  )     u.  s.  w. 
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M'  ^ 

IMe  m  und  m'  stellen  zugleich  aach  die  AbBchnitte  vor,  die  von 
iei  Trier  inneren  Berahrnngskreisen  des  Sehnenvierecks  anf  den 
Sfiteo  gebildet  werden. 

llan  beachte  noch  die  Oleichnng 

abedJ*  ,     ,     ,     , 

U)  a.  Die  den  Dreiecken  ANB^  BNC,  CND,  DNA  einge- 
sdiriebenen  Kreise  bilden  in  diesen  Dreiecken  Seitenabschnitte  bei 
a;  Tädie  die  Werte  haben, 


deoui&ch 


2Ä< 


H4    —  94  (fl-K— Ä) 


^1  f4 

setzt  man  diese  Werte  ein  in  die  Gleichung 


so  eriiftlt  man 


folglich  wird 
^     ]/(a6)(a€0 


(f*if*«)  (/*lf*4) 


mn  folgt  aber  ans  dem  Wert  von  11^  auch 


^_«(ft+d)   ^ 


{•+^) 


&u  der  Gleichsetznng  der  beiden  Werte  von  h  ergiebt  sich  dann 

lUth.  u.  Pliyi.    8.  B«ih«,  T.  YU.  G 
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82  Zimmirmanm  MttristAe  Relationen  am  Sehnenviereek, 

/^  I  o„  vt         gVlf*8(^8+<"4)H-ft>fl4[a(fii+^8)+2Ml(f*l+f*3-"A*«'-f4)3* 

und  hieraus 


[f*if«3(^«— *«4)2— ^jM4(f*j+^)^  f 2^N(<»i+^s)(f4+fM)]   {A) 


also 
wo 

W^—  Vf«lW(f*8— f*4)2+2^^8fl8f44(f*l+f*3)(f«+f*4)+/*«W{i*l— /^)* 

analog 

r  _  f*2i»4(^i—M3)^+^lf*8(f*1+^8)(f*8+^4)+fai+ft8)'  ^         ,         .     f*4 

6  — X ,     a  =  o  .  — 

2/*if*8f*4  '  f». 

Um  das  Vorzeichen  von  W  zu  hestimmen,  nntersachen  wir,  ob  in 
der  obigen  Gleichung  (A)  das  absolute  Glied^^negativ  werden  kann. 
Schreiben  wir  dasselbe  in  der  Form 

f*1^8(f*«-f4)2  — f*«H4(f*2  +  M4)(^2  +  f»4  — 2|Xi  -2^^) 

80  erkennt  man,  dass  dasselbe  nur  negativ  werden  kann,  wenn 
i{f*2  +  f4)  > /*i  +  /*s  ist.  Bilden  wir  nun  aber  die  der  Gleichung 
(A)  entsprechende  Gleichung  in  2»,   so  wird   deren  absolutes  Glied 

(abgesehen  vom  Factor   — —)  sein 

^      ^  ^tf*8f*4^ 

M2^4(f*l  —  t^s)^  —  f*1^8(f*l  +f*8){f*l+  H  —  2f»,  —  2fl4) 

und  es  ist  klar,  dass  dieser  Ausdruck  unter  obiger  Bedingung  nur 
positiv  sein  kann,  daher  auch  die  Wurzel  in  5  und  folglich  auch  die 
in  a,  da  zufolge  der  Gleichung  (B)  in  a  und  b  gleiche  Vorzeichen 
vorkommen  mflssen.  Demnach  gilt  auch  in  c  und  d  das  positive 
Wurzelzeichen. 

Um  J  durch  die  fi  ausdrdcken,  setqeu  wir  eunächst 

m=  (a+c)«-(*-<0«  =  «W(>..+>..)»-^>».'(>4zJU)! 

2(f*j|*2)(<»lf^4)-^ 

=  ö ö -Ol 

f*lVf*8V4 
WO 
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analog 

wo 
also 

2f*if*t^sf*4     r     fii|»«f»8f*4 

b-  Diejenigen  den  Dreiecken  -^A'/?,  ßNC^  CND^  DNA  ange- 
schriebenen Kreise,  welche  a,  6,  c,  d  von  aussen  berühren,  bilden 
auf  den  (verlängerten)  Diagonalen  Abschnitte ,  welche,  von  N  aus 
gerechnet,  die  Werte  haben 

ganz  entsprechend  dem  Verfahren  unter  a.  ergiebt  sich 

^-^»-  ^/W+^4') 


ab 


(•+^;) 


(<*/»4')(M,>4') 

da  sich  die  hieraus  hervorgehende  quadratische  Oieichnng  von  der 
Gltichnng  (A)  unter  a.  offenbar  nur  im  Vorzeichen  von  a  unter- 
scheidet, so  folgt 

_  (»4'+<*«')  Tr->..'fa^(M«'-y«')»  -»4V«'(fa'+f«')(M«'+>«i')„  ,  _ 

__ _ . — ^ U.B.  IT. 


wo 

Jlf '=  ^>4'(^'2+f««'«)+J'i>a'(f»i'+*'«')(Mi'+f*«')-(ft'+M.')  W; 

nnd  TT  dieselbe  Function  wie  oben  ist. 

6* 
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g4  Zimmermanni  Metrische  Relationen  am  Sehnenviereck. 

15)  a.  Die  den  Dreiecken  ABC,  BCD,  CDA,  DAß  einge- 
schriebenen Kreise  bilden  an  B,  C,  />,  A  Abschnitte  auf  den  Seiten, 
welche  die  Werte  haben 

also 

^i  +  *2-^3-^  =  *-d    aX        A,+;U-Aj~As=a-(?    (2) 
femer 

setzt  man  in  die  letzte.  Gleicbnng  die  Werte  von  c  und  d  ans  (1)  nnd 
(2)  ein,  so  folgt 

^1  +  ^8  ~"  ^2  — ^4 

ferner  ist 

h+^i+h+^  =  a+*-h+^-(/+^)  =  a+*+c+d-^-^±^^y=^^  (3) 

setzt  man  hier  die  Werte  von  c  und  d  aus  (1)   nnd  (2)   nnd    den 
Wert  von  h  ein,  so  erhält  man 

=  Ä(Ai-A4)(li+A4-A,-A3)-ö5(A,-f  As-A,-A4)    (I) 
Nun  ist  aber 

4AiA3+4A,A4=^  (a+Ä)(c+d)+/«-rta+6+o+d) 

=  (a+c)(b+d)+l/+g)^^(f+g)(a-{-b+c+d) 
oder  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  f-^-g  aus  (3) 
4A,A3-HA,A4  =  {a+e){h+d)^{a+b+c+d)(X,+k^+k^+U) 

+(^1+^+^5+^4)*) 

setzt  man  hier  wiederum  die  Werte  von  c  nnd  d  aus  (1)  und  (2)  ein 
so  kommt 

c.Ä-o(A,  +  A,)~Ä(A,  +  A4)+Ai(Ai  +  A,  +  A4- A3)  =  0    (H) 

Durch  Elimination  von  ab  aus  (I)  und  (II)  folgt 

.    ■  ,  _M8(^i  +  ^2+^4-A3)-^2A,A,A4 
«+*- A,A3  -  A,A4 ^"^^ 

und  durch  Elimination  von  b  aus  (I)  und  (III)  schliesslich 
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^i^s  "~"  ^^* 


WOIUS 


laalog 


10 


2(A,A8  -M4) 
^iM2A>  -  A^  +As)  --  A,A4(il«-  A4+2Aa)  ±  W 

2(A,A3^A,A4) 


F>  =  VA3*(i,  -  A,)2+ VAÄX,- A4)«+  4,A,AsA4(;iiA3) 

-2A,V8^(l,+  A3)(A,+l4) 
Die  Fonnel  fQr  y  wird  nicht  elegant 

b.  Diejenigen  den  Dreiecken  ABC,  BCD^  CDAy  DAß  ange- 
schriebenen Kreise,  welche  AC  und  DD  von  ansBcn  berühren,  bilden 
»  B,  C,  £>,  ^  Abschnitte,  welche  die  Werte  haben 

A4'=i(a+rf+^) 

Für  die  A'  gelangt  man  anf  demselben  Wege  wie  unter  a.  za  genan 
denselben  Formeln  für  o,  &,  c,  d, 

16)  a.  Die  vier  dem  Sehnenviereck  angeschriebenen  Kreise, 
velche  a^  b^  c,  d  von  aussen  berühren,  haben  folgende  Radien: 


2aJ  2b J  _       2cJ  _      2dJ 


{fi+c)W      "*"(ft+d)W'      '•»-(a+c)M'   "^^-{b+dM 

Um  a,  6,  <;,  e^  und  J'  durch  die  r  darzustellen ,  drücken  wir  zu- 
oftchst  die  m  (Nr.  13)  a.)  durch  die  r  aus. 

Uunittelbar  ergiebt  sich 

rsf4 ^^4    ?f 

—  '    s 

«u  l(r.  13)  a.  aber  folgt  durch  Sationalmachen  des  Nenners 
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■""  2m,(mi+77i,— wj— »»4) 

_  W4~wi,4>T/(m4— m^)^-f-4»4»i3) 
2m^ 

also 

und  / 

r^_  iW4[(m4-  Wg)^+2y»^m34-(m4  -wia)y(m4— ma)g44m,m3    ] 
r^r^      .  2m^m^n^ 

oder,  wenn  man  im  Nenner  rechts  für  m^m^  das  gleiche  Product  r^r^ 
setzt  and  dann  die  ganze  Gleichung  mit  der  Identität  r^r^r^vA  = 
ryr^,m^mi  multiplicirt, 

rgW  =  im42[(OT4  -  mj)24-2fWimg+(m4— OTj)y(»i4— wi,)«  4-4»i,«8    ] 

woraus  

V4  =  j»»4(»»4-»»i4-V('»4— wi,)«-[-4mjm3  ) 

oder,  mit  Beachtung  der  Identitäten  m^m,  =  r^r^^  m^mi  =  r^n^ 

2r8r4— m42-)-rjr4  =  WI4  ym4^^2r^r4'\'mf^'{^^r^ 

folgt;  quadrirt  man,  setzt  wiederum  m^mi  =  r9r4  und  hebt,  so  bleibt 

r42(r,  +  r3)  =  m42(ri+'-4) 

Nun  wird 

VCri-KOCrt+r,)'       *^  y(r,-fr4)(r,+r,) 

V(ri+r,)(r,-|-r4)'       '^  »       V(r,+r4)  (r,-|-r,)' 


demnach 

m4  rr  r4 
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also  erhält  man  aus  den  Formeln  unter  Nr.  13)  a. 

•'-K(s+*.")(l+H 

WO 

A  —  rj,r8V4+r,S'-4+''iS*-a+^i»'s*''4+''iS»'4-H-i''8»"3*+2riS*> 

iV  -  y(ri-h-,)(r,+r,)(r3+r4)(r4+ri) 

bringt  man  in  dem  Ausdruck   für  «7  die  Grössen  unter  der  Wurzel 
auf  gleichen  Nenner,   multiplicirt  aus  und  vereinigt,  so  ergiebt  sich 

J«iV«=riV,»r8*+2riV2V4+^iS'r4^+2r,W+7riV8S«r4 

+2riS'r4«+riSW+r,^r,V3»+6r,%SV4+7r,SV3r4«+2riSV4 

+7r,SV,V4+16rA«S*^42+7riSV4'+7r,Va'r4«H-6riVs^4' 
+«"j%'»'4^+2rir,'r3V4+7r,r,V32r4^+4rir,*r8r4*+6rtr,*r3*r4^ 

+7r,  r,2r3V4»+2rirjr3»r48+r2  Vs  W+2r,SV4»+raS'»-4' 

4-2(rjr,r3-|-rgr3r4-|-r3r4ri+r4rir,)ljV 

=  ^»•»»•8-H'«**8«'4-H's»'4»"i  +»*4rir2)2(r,r,-[-r3|r3+r3r4-|-r4r,  +2rir3+2r,r4) 

«  (rir,r34-r3r3r4+r3r4ri+r4rir,)2(V(;^;;4^^ 

also 

7     /  a.     _L.        -L.        J-          ^  ^^(''l^-*'4)(rg t r3)  +  l/(r^  +r,)(r34-r4) 
y=(rfgr3+r,rsr4-|-r8r4ri+r4rirj). -^^ 


-W8r4(^+J,+  ^+^J(y== 


)(r3-h-4) 

1_ 

Femer  wird  mit  Hfliie  der  zuletzt  gefundenen  Formeln  fOr  a,  b,  c, 
d  durch  einfaches  Ausmultipliciren 
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+r,2r,r4-|-rir,2r4  f  r^r^n^) 
(*'i*'84  rar4  +N)^—4crir^r^r4 

y(ri-^r,)(r3+r4)'  y(ri+r4)(r,+r3) 

folglich 

,,        (ya  +rir4+iy)^'-  4rir,r8r4 
^     "  (ri  +  r4)(r,  +  r3) 

,        (rirs-|>rar4+iV)*  -4rir^r3r4  , (^i+^i+^34r4)V^ 

^     "'       (ri+r,)(r3+r4)  '       '^   ~  (rir3+r,r4+iV)«--4r,r,r3r4' 

P        (*•!  +  ^2 1  ^3 1  r^)  y  (rir3  +  rar4  +  N)^  —  4rjr,r3r4 
^  "  AN        - 

b.  Dem  Sehnenviereck  können  vier  Kreise  eingeschrieben 
werden,  so  dass  jeder  von  ihnen  drei  Seiten  von  innen  berührt 
Die  Werte  ihrer  Radien  sind 

2aJ  _     2hJ  2cJ  _      2dJ 

In  ganz  derselben  Weise  wie  unter  a.  gewinnt  man 

Es  ist  hier  nötig  drei  FftUe  zu  unterscheiden. 

o)  £s  sei  Qi  >  Q^\  dann  muss,  damit  m,  und  m4  reell  werden, 
auch  ^s  >  ^4  sein ;  zugleich  muss  aber  auch  g^  >  ^|,  q^  >  q^  sein, 
denn  wäre  ^^  >  ^3 ,  so  wttrde  zufolge  der  drei  gegebenen  Bedin- 
gungen Qi  >  p4,  somit  m^  und  m^  imaginär  werden.  Wir  haben  dem 
entsprechend  zu  schreiben 

IW4  —  Wlj  ■»      . — •■ ■  ,       M^  \  ?W4  =    -.^     ■  -   '—-: :  , 
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Zium*rma»itz  MttrUeht  Relationen  am  Seinenviereck.  g9 

■  --   „ fa9*—9t9t  ^.^        2gifa  — piPg— pgp4 

V((»t— ^4)(P3-^,) 

Der  Zähler  des  vorletzten  Ausdrucks  ist  positiv,  weil  er  null  wird, 
sol^d  man  ftlr  ^4  das  grössere  g^  und  für  ^2  ^^  grössere  Qi  ein- 
sritii-,  der  Zähler  des  letzten  Ausdruckes  ist  positiv,  weil  er  null 
nrd,  sobald  man  für  p,  das  kleinere  g^  und  für  g^  das  kleinere  g^ 
ÖBsetit   Wir  erhalten  so 

^'^    ^— ^«         '^    PS-^V'  "^  V^    P3--P4         ^    Q1-9J 

Die  Formeln  für  den  Inhalt  und  für  R  müssen,  wie  leicht  fest- 
stellen,  lauten 

Ä-  (Pi  -^  Qi  +  Qs-  9^)  ViQi 92  ^  QtQ4  +  Ny  —  ^^g^g^g^g^ 


10 


Ä  Es  sei  pi  <  pj  und  demgemäss  Ps  <  ^,  p,  >  ^j,  ^4  >  p,; 
«a»  kehren  sich  offenbar  alle  unter  a)  entstandenen  Differenzen  um. 

y)  Ist  (»j  =  Pj,  so  muss,  damit  m^  endlich  bleibt,  auch  g^  =  ^4 
^•,  daim  muss  aber  auch  g^  =  ^3  und  (?i  =  g^  sein,  damit  «1  und 
*!  reell  werden ;  das  Sehnenvierock  ist  alsdann  ein  Quadrat. 

Van  beachte  noch  die  Relationen : 


ac\b]  {d}  bd{a\\ci 

_      ahcd.J^ 
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+^Äi-)      ,.3.^. 


-    «.  «    l/(gs— g4)(g8~gä)      „     „     „ 


17)  a.    Die  Radien  der  den  Dreiecken  ANB,  BNC,  CND,  DNA 
eingeschriebeaen  Kreise  sind 

2abdhJ  2abchJ 


i  ■"  i^k\f^.r\/k±^^i>\^       ^«  "" 


{ab){aä){b^d+hy         «  "  (abXadKai-c  ih)' 

2hcdhJ  2acdhJ 

"»  ""  {ab)(ad){bi^di-hy      ^^  "  {ab){ad){a^c\h) 

Um  a,  6,  (;,  <7  und «/  durch  die  n  darzastellen,  drucken  wir  vor- 
erst die  ^  (Nr.  14)  a.)  durch  die  it  aus. 

Beachtet  man,  dass 

(ac)  "^        ^  (ac) 

ist,  SO  erkennt  man  leicht,  dass 

^1  •  f*2  =  ^1  .  ^8,    i»i  :  f*8  —  %  :  «3»    f*8  :  f*i  =  «»  ••  ^4 
ist,  also 

fi  '^i  ^i  H 

da  ferner 

so  wird  durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  (ii(if  =  n^n^ 

'^^  '     MM    ^^ 

Non  ergiebt  sich  aus  Nr.  14)  a. 

-|(^+f*4)^F], 

{b\  {rf}.f«iVff*8V4  =  2(flt^)(^ifl4)[|»2|»4(fii2+f«s^)+Mlf*8(^l^  /*s)(f*8+f*4) 

+  (f*l+M8)T^] 

dividirt  man   die   erste  Gleichung   durch   die  zweite   und  fahrt  die 
eben  gefundenen  Werte  für  fi^^  fi,,  |U4  ein,  so  entsteht 
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^M f^I __^ 


WO 


setit  man  deH  letzten  Wert  von  ^^.^  in  (I)  ein,  so  folgt 

»f  »4     Wa(»,  f  »8){«2+»4)fi,HTj»,»4(Ä,2  |-»82)+(«j+»3)  ^')» 

Yonos 

^*W»j*-lf(w,  +  JS8)]— fii2;»,«[27rj7r8jr3«4+Jlf(«^  !  »»— «t— »4)] 
=  — V['^«^^4«+3f(»r,  +  »4)]     (U) 
,_  2«r3g2gr33y4  +  itf  (^r^  ^-  «3  --  ^g» — 314  ±  TT) 

^     o  V^-^4«^^(^l+%)(^,  +  ^4)T(^«  f  ^4).y_      3    Ä 

^    •«l2  +  V  +  (»l  +  'r3)(T8+»4)T(^+^«).H^""      '    '^ 
10 

M  =  »iTTgCjTj  +  A4)  —  n^n^in^  +  «3), 

ud  il  und  ^  auch  fdr  das  negative  Zeichen  von  W  stets  posi- 
tive Grössen  sind;  denn  es  wird  alsdann 

'*«  8tet8  positiv  ist,  weil 

=  (»i+«f+%+«4)^  W^^+^CÄiÄj+^t«*)*    ist. 

Die  Qleichnng  (II)  kann  offenbar  nicht  dazn  dienen ,  das  Yor- 
2(ächea  von  W  zn  bestimmen.    Wir  sind  jetzt  aber  im  Stande  das 

^eriaUtoiBSr  anf  doppelte   Weise  dnrch   die    n  aaszndracken  nnd 
^^Tch  Gleichsetznng  beider  Werte  das  Vorzeichen  von  W  zn  finden, 
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Es  ist 
und  nach  (I) 

„2_„2     MM 

folglich 

B'^  (a+c)a— (6  — rf)2 
berücksichtigt  man  nun,  dass 

c^a—    und     d^b  — 

was  sich  aus  den  Gleichungen  für  die  n  ohne  weiteres  ergiebt,   so 
wird 


B 

wor 

aus 

a 
b  *" 

Setzt 

man  andererseits 

c  =  a—    und     rf«Ä  — 

»1                                              IT, 

ein 

in  A, 

so  folgt 

-frl/          K'i^iX^i^O 

oder  mit  Benutzung  des  eben  gefundenen  Wertes  Ton 


Nun  folgt  aus 


TT.  — 


"labdhJ a{b-\'d'-K)  \/\h\\d\ 

^1  "  (oi)(ad)(6  +  d+  Ä)  ""  2Ä  r    {a}  H 

weiter* 

2«.       i/{^}        '^Jh-, 1/5 


a  — 


.i/wM    — =^ — l/i 
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setzt  man  jetzt  den  zuletzt  gefandenen  Wert  für  A,  alsdann  wiedernm 
a 
l 

1 


den  Wert  von  t  ein,  so  ergiebt  sich 


analog 


also 


a  —  2^1 1/^ .  , 


i^i+n^)\/ 


A+B 


^(^+«8)*+^(«|-^.)* 


setzt  man  diesen  Wert  für  r  gleich  dem  obigen,  so  erhält  man 

A  ^  {7t^+n4)VÄ+B  —VÄ{n^  -  nA)HB(7t^+7t^)^ 
^        («1  +  ^8)V5+B  -  VÄi^^-tn^)*+B(ii^n^)^ 

^  n^n^A[{n^+n^)yÄJt^+VA{7t^+7t;,)^+B(7i^ 
folglich 

oder 

3f  y2(i+^«  7rj«4y2[^(«i+«3)»+B(;ri-«8)»] 


-«i%y2[il(«,~»4)M-^(^,+«4)«J    (III). 
Nun  ist  zunächst 

y2U+ö)  =  +(^,  +  «,+  «5t«4±>r) 

denn  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  ist  stets  7ti'^fc^-{-n^+nA 
>  W'^  die  Gleichung  (III)  kann  aber  im  besondem  nur  dann  be- 
stehen, wenn 

«)  y2(i4:5)-^i  +  «j+«8+«4-w^ 
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(»2+»4)  W—  (Wi+%)(»8+ Jr4)  —  («t— «4)* 

gesetzt  wird;   die  Oleichnng  (III)  Terwandelt  sich  alsdann  nämlich 
in  die  Identität 

—  «8jr4(?ri+%)  W^— «f  «4(^1+783)* —Jr,jr4(«,+Wj)(«,+ff4) 

— «lW3(«,+  W4)  WH-»1«8(«2+  »4)M-»1«8(^+«S)(''S+«*) 

-  3f(«i+«8+%+«4-»F) 

Die  Grösse  W  muss  demnach  das  negative  Yorzeichon  erhalten 
und  wir  bekommen 

1 A2*  ^  ^4*+(^i+%)(»»+gg4)  —  (ggtl^g4)lf 

»^l  "  ""»    r    ^,HV+(«,+^8)(^8+«4)-(«,  +  «8)»»'' 

^f  =-J;^    n.  8.  w. 

:ä  1 


TP* 


a^^n^y^ 


B  (?rg+»4)(^i+?g8-|-gg8+^-  ^) 

(^+»4)  H^  -(»1  +?t4)(Ä,  +  Ä4)-  («1— «4)*  ' 

+  ?g4)--(gg>— ^*)* 
)(«,+^4)-(«l+»4)W^ 

(gi+3r4)  TT— («1  -|-?r8)(?r2+7r4  J  —  (ff>— 7r4)* 

yiiTß 

ff  8 


Um  j  zn  finden,  berechnen  wir 

{*}  {d}  -  (a+ö)«~(Ä-€f)«  =  ^  (fr,+ff3)«-  ^,  (ff2-^4)« 
indem  wir  einsetzen: 
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analog 
also 


*    -  AB  ♦ 

__  8(w|j^)(?rjiT4) 

{«}  W  —         ß 


b.  Die  Radien  derjenigen  den  Dreiecken  ÄNß^  BNC^  CND^ 
DNA  angeschriebenen  Kreise,  welche  a,  6,  c^  d  von  aussen  berahren, 
sind 

^  2aldhJ , ^abchJ 

^^   ""  (a*)(ad)(*+d— Ä)'     ^'^  ""(«*) (od) (a+c—Ä)» 

, 2bcdhJ  , 2acdhJ 

"^^  ""  (ab){ad){a+d''h)'     ^^  "  (ab){ad)  (a  +c  -Ä) 

Indem  wir  analog  verfahren  wie  nnter  a.,  setzen  wir  die  n*  zu 
den  yJ  (Nr.  14.  b) )  in  Beziehung  nnd  gelangen  auf  dieselbe  Weise 
wie  dort  zu  der  Gleichnng 

woraus 

wo  )l^'  und  W  dieselben  Functionen  wie  unter  a.  bedeuten.    Femer 
wird  einerseits 


1 


andererseits 

die  Gleichsetzung  beider  Werte  ergiebt  diesmal 
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welche  Gleichang  nur  bestehen  kann,  wenn  fF  positiv  genommen 
wird.    Man  erhält  demnach 

a  =  .,.  :^^=  n.s.  w. 

WO 


Wir  geben  schliesslich  einige  Gruppen  von  je  vier  entsprechen- 
den Stucken  des  Sehnenvierecks  an,  vermittelst  deren  a,  6,  c^  d  und 
J  nicht  ausgedrückt  werden  können,  weil  zwischen  den  vier  Stücken 
jeder  Gruppe  eine  Relation  besteht. 

1)    Die  Lote  von  A^  B,  (7,  D  auf  die  Diagonalen  sind 

_         2adJ  2abJ 2hcJ 


V{ab)(ad)(ac)'  V(a^)lM){ac)'        ^        V(aÄ)  (ad)  (<w;^' 

2cdJ 

*  ""  V{ab){ad){ac) 
also 

ctbcd 

2)    Die  Lote  von  F  and  Q  anf  f  und  g  sind 

i  —  _^^^^         .  —      ^qg«^  I  2&A/ 

Pi   -  ^(6«  «-^;>     Pi'  -  /-(a*  -c«)'     ^»  ■"  f{b^  -  d«; ' 

,  2acJ 

also 


Pi'-ys'  -  (ac)(a«-c«)(6«-cZ«)  ""  ^»'•^*' 


3)     Es  gUt: 


/\ACQ^     ^^^"^         AB2)P *5?!^(^ 

^^Cg  =  («._ca)(aÄ)'     ^^^^       (6«-d»)(ad^ 
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>v««^  acJ(ab)  ^  ,^„  bdJ(ad) 

Die  Halbirangslinien  der  Winkel  Q  und  P  in  diesen  Dreiecken  sind 


ac 


l/(a^){a}H  M     l/("a^){ft}M} 

»3  ■"««— c«r     (a./)    '  "♦  ^i«-rf«r     (oft) 

also 

4)    Die  Badien  der  den  Dreiecken  i4CQ,  BDP^  BDQ,  ACP  nm- 
gescbriebenen  Kreise  haben  die  Werte: 


also 

j>  i>_  _  T^        (g^)(q<^)  „„ 

^i^  -  -ß"  (a*-c«)(i«-55)  ""  ^»^* 

5)  a.  Die  vier  dem  Sehnenviereck  angeschriebenen  Kreise 
bilden  auf  den  Seiten  Abschnitte,  welche,  von  Q  und  P  ans  ge- 
rechnet, die  Werte  haben: 

a{c)  b\ct\  c{a}  d^\ 

^^  "■  2{a—ey      ^«  ^  2(Ä-eO'       ^^  ""  2(a  — c)'       ^*  "*  2(6— rf) 

also 

a+6+tf+d 
»'i— v«--^ ^^ V,  — V4 

b.  Die  vier  dem  Sehnenviereck  eingeschriebenen  Kreise  bilden 
auf  den  Seiten  Abschnitte,  welche,  von  Q  nnd  P  ans  gerechnet,  die 
Werte  haben: 

^»        2(a-c)'     ""^        2(6- d)'      "»        2(a-c)'      ^*        2(6 -d) 

also 

,        ,     6+d— a  — c  . 

vi'— v,'-  — ^ 2 ^  »'i'— vj' 

6)  a.  Die  Badien  der  den  Dreiecken  ABC,  BCD^  CDA^  DAB 
eingeschriebenen  Kreise  haben  die  Werte: 

Axeh.  d.  Ifatk.  «.  PI171.   8.  Seihe,  T.  Vn.  7 
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2abJ  2hcJ  2cdJ 


(ab){a+b+fy       "«        (ad){b+€+9y       "»        (ab)(c^d+/y 

2adJ 

^*  ^  (arf)(a+d+(7) 

Wir  drttcken  die  c  durch  die  n  ans.    Indem  wir  beachten,  dass 

ac-\-bd  ^  2(7ri7r,)(jr|7r4)  ^    jj 

also  

,l/2(^+Ä)  _.        .1/2M+Ä) 

ist,  erhalten  wir 

_4^7i20rjiT4)_ 


2(7r|?r4) 

31^8+^4— n^i  — ?rf  +  T^ 

da  aber 

ist,  80  wird 

a,  =J(Tr+7ri+Wi  — TTs  -3r4);   analog  tf,«l(  W^+Jr^  +  jr,— »4— ?r^), 
08  =  J(Tr+3rs  +  !Fr4  — TTi— jTj),     (f4  =  i(TF+ff|  +^4  — Wj  — Jrs) 

also 

Ansserdem  bemerke  man 

b.  Die  Radien  derjenigen  den  Dreiecken  ÄBCy  ßCDy  CDA, 
DAB  angeschriebenen  Kreise,  welche  je  eine  Diagonale  von  aussen 
berühren,  haben  die  Werte: 

2dbJ  ,  2bcJ  2odJ 


^   ""  (a*)(a+Ä-/-)'       "«        (a€i){b-tc-gr      "«        (aZ»)(c+(/-/) 
,_  __2arfy_ 

in  ganz  derselben  Weise  wie  unter  a.  findet  man: 

tf/=  J(Tr+jr8'  +  ^4'— Jr/— JTg')     U.  S.  W. 
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VII. 

Miscelleru 


1. 

Zur  Constraetion  der  Kefelsebnittslinien. 

Im  Jahrgange  1886  Teröffentlichte  Herr  Prof.  Schiffner  in  Pola 
eine  praktische,  in  ihrer  Aasftthmng  sehr  einfache  Gonstmction  von 
Punkten  samt  den  dazugehörigen  Tangenten  einer  durch  die  Achsen 
oder  zwei  coi^jugirte  Durchmesser  bestimmten  Ellipse;  die  Ableitung 
derselben  erfolgt  mittelst  analytischer  Geometrie. 

Eine  andere,  naturgemässere  Ableitung  (jene  analytische  lässt 
doch  an  keiner  Stelle  die  Notwendigkeit  des  eingeschlagenen  Weges 
erkennen)  ergibt  sich  durch  Specialisirung  des  Pascal'schen  Satzes 
fkr  den  besonderen  Fall  auf  folgende  Weise. 

Sind  AB  und  CD  die  beiden  Achsen,  bzhw.  conjugirten  Durch- 
messer der  Ellipse,  und  bezeichnen  wir  die  fdnf  bekannten  Ecken 
des  Pascarschen  Sechsecks  mit  1,  2,  3,  4,  5,  so  verlegen  wir  1  und 
2  nach  it,  3  nach  C  und  4  und  5  nach  ü.  Die  Seiten  12  und  45 
(die  Tangenten  der  Ellipse  in  A  und  B)  schneiden  sich  in  dem  fixen 
Punkte  UI,  durch  den  bei  der  getroffenen  Annahme  sämtliche  Pas- 
cal'schen  Geraden  a  gehen  müssen.  Wegen  12  g  45  liegt  der  Punkt 
HI  in  dieser  Richtung  im  Unendlichen,  die  Pascal^schen  Geraden  sind  so- 
mit zu  CD  parallel.  Ziehen  wir  eine  solche  Gerade  a||CZ),80  schneidet  sie 
die  Seiten  23  und  34  (AC  und  CB)  des  Pascal'schen  Sechsecks  in 
den  Punkten  IV  und  V,  die  mit  5  (B)^  bzhw.  mit  1  (A)  verbunden 
jene  zwei  Seiten  liefern,  deren  Schnittpunkt  6  ein  Punkt  P  der 
Ellipse  ist 

Behufs  Bestimmung  der  Tangente  t  in  P  nehmen  wir  eine  andere 
Anordnung  der  Ecken  des  Pascal'schen  Sechsecks  an.  Wir  bezeich- 
nen ^  mit  1,  C  mit  2,  3,  £  mit  4  und  den  vorhin  gefundenen  Punkt 
r  mit  6,  6.    Den  Schnittpunkt  III'  der  Seiten  12  und  45  (früher 

7» 


Digitized  by 


Google 


100  MiseeUen. 

IV)  mit  dem  Schnittpunkte  V  der  Seiten  34 and  6T (früher  V)  ver- 
banden liefert  die  Pascal'scbe  Gerade  a* ,  welche  mit  der  fraheren 
a  offenbar  identisch  ist.  a  schneidet  die  Seite  23  (Tangente  der 
Ellipse  in  C)  in  dem  Pnnkte  IV^  dessen  Verbindangsgerade  mit  5, 
6  (P)  die  Tangente  t  der  Ellipse  in  P  ist. 

Der  Pankt  IV',  der  Schnittpunkt  der  Pascarschen  Geraden  mit 
der  Ellipsentangente  in  (7,  wird  schon  bei  der  ersten  Operation,  der 
Bestimmung  des  Ellipsenpunktes  P,  erhalten.  Dadurch  wird  die  An- 
zahl der  Hilfslinien  auf  ein  Minimum  reducirt 

Für  die  Hyperbel  gestaltet  sich  unter  derselben  Voraussetzung 
wie  bei  der  Ellipse  die  Ableitung  der  Construction  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorhin. 

Bezeichnen  wir  mit  AB  den  reellen  und  mit  CD  den  conjugirten 
imagin&ren  Durchmesser,  so  verlegen  wir  die  Ecken  1  und  2  des 
Pascal'scheu  Sechsecks  nach  ^,  3  in  den  unendlich  fernen  Punkt 
einer  (z.  B.  der  zu  AD  parallelen)  Asymptote  und  4  und  5  in  den 
zweiten  Endpunkt  des  reellen  Durchmessers  AB.  Es  fällt  dann  — 
bei  Gebrauch  der  früheren  Bezeichnung  —  III  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkte  des  imaginären  Durchmessers  CD  zusammen,  die 
Pascal'scbe  Gerade  o  wird  zu  CD  parallel  und  schneidet  die  Seiten 
2^  und  3^  (AB  und  CB)  in  den  Punkten  IV  und  V,  deren  Ver- 
bindungsgeraden mit  5  (B)  und  1  (A)  sich  in  einem  Punkte  6  (P) 
der  Hyperbel  schneiden. 

Um  die  Tangente  t  in  dem  so^^ben  erhaltenen  Hyperbelpunkte  P 
zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  die  Endpunkte  A  und  B  des  reellen 
Durchmessers  mit  1  und  2,  den  unendlich  fernen  Punkt  der  vorhin 
benutzten  Asymptote  mit  2,  3  und  den  Hyporbelpunkt  P  mit  5,  6. 
Die  Schnittpunkte  HI  und  V  sind  mit  den  vorigen  IV  und  V  iden- 
tisch, weshalb  auch  die  jetzige  PascaVsche  Gerade  a*  mit  der  frühereu 
0 zusammenfällt  a' schneidet  die  Gerade  2  3,  d.  i.  die  Asymptote  in 
dem  Punkte  IV'  der  mit  P  verbunden  die  gesuchte  Tangente  t  lie- 
fert Auch  in  diesem  Falle  erfordert  die  Construction  eines  Hyper- 
belpunktes samt  der  zugehörigen  Tangente  das  Minimum  der  Hilfs- 
mittel. 

Auch  für  die  Parabel  können  wir  auf  analogem  und  ebenfalls 
kürzestem  Wege  eine  hübsche  und  zweckmässige  Construction  von 
Punkten  samt  den  dazugehörigen  Tangenten  ableiten. 

Es  seien  ein  Durchmesser  AB  und  eine  demselben  conjugirte 
Sehne  CD  als  gegeben  vorausgesetzt.    Wir  bezeichnen  alsdann  den 
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Parabelpankt  A  des  Durchmessers  mit  1,  2,  den  einen  Endpunkt  C 
der  Sehne  mit  3  und  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Durchmessers 
mit  den  Ecken  4  und  5  des  Pascarschen  Sechsecks.  Bei  dieser  An- 
nahme ist  der  Punkt  DI  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Sehne  CD, 
die  Pascal'schen  Oeraden  6  sind  somit  zu  (7Z>  parallel;  jede  der- 
selben Bchneidt  die  fixen  Geraden  2^  {AQ  und  3~4  (durch  (7|  AB), 
in  zwei  Punkten  lY  und  Y,  deren  Yerbindungsgeraden  mit  5  (dem 
unendlich  fernen  Punkte  von  AB\  bzhw.  mit  1  (A)^  wobei  die  erste 
offenbar  zum  Durchmesser  AB  parallel  sein  muss,  sich  in  einem 
Parabelpunkte  6  (P)  schneiden. 

Auch  fflr  die  Bestimmung  der  Tangente  t  in  dem  erhaltenem 
Punkte  P  ist  bereits  vorgesorgt.  Sie  ist  die  Yerbindungsgerade  von 
P  mit  dem  Schnittpunkte  T  der  Pascarschen  Geraden  und  der  fixen 
Parabeltangente  t  in  C,  welche  vorher  ein  f&r  allemal  auf  bekannte 
Weise  zu  ermittein  ist. 

Um  diese  Tangentenconstruction  abzuleiten,  bezeichnen  wir  A 
mit  1,  C  mit  2,  3,  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Durchmessers 
AB  mit  4  und  den  bereits  bekannten  Punkt  P  mit  5,  6.  Bei  dieser 
Annahme  entsprechen  die  Punkte  Iir  und  Y'  den  früheren  lY  und 
Y,  die  Pascal'sche  Gerade  ist  somit  dieselbe  wie  vorhin  und  schneidet 
die  Gerade  2  3  des  Pascal'schen  Sechsecks,  d.  i.  die  Tangente  r  in 
Cy  in  dem  Punkte  lY',  dessen  Yerbindungsgerade  mit  P  die  gesuchte 
Tangente  t  ist.  Der  wichtige  Punkt  lY'  ist  aber  offenbar  bereits 
bei  der  Ermittlung  des  Parabelpunktes  P  erhalten  worden. 

Triest  Karl  Schober. 


Eine  einfache  Ableitung  der  Bedingungen,  welche  die  Coelllcienten 
einer  Botationsflttehe  zweiten  Grades  erfttUen  mflssen. 

Soll  die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  festen  Ebene 

eine  Function  seiner  Entfernung  vom  Anfangspunkte  sein  (dies  ist 
die  Definition  einer  Rotationsfläche,  deren  Rotationsaxe  durch  den 
Anfangspunkt  geht),  so  hat  man: 

to-fwy  +  tw  — 9(Ä*4-y*-|-»*)  «=»  0 

Hieraus,  durch  partielle  Differentiation  nach  x  und  y,  sowie  durch 
Elimination  von  9': 
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Z+« 


m-)-» 


8« 


y+» 


-0; 


Durch  Benutzung  von 

8r,  3/     &      ^        3»  ?^     ^/^ 

ar"T"8»  •  8aj"""'        dx dx'    dz 

Tcrwandelt  sich  Ä  in  die   „Bedingnngsgleichung  einer  allgemeinen 
Rotationsfläche'': 


B 


(«MJ  —  Zy)^  +  (&  —  ««)  ^  +  (ny  —  mz)  g^  --  0 


Für  eine  Fläche  zweiten  Grades  sei  nun  der  Schnitt  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene: 

Diese  Gleichung  kann  gedeutet  werden  als  die  eines  Kegels  durch 
den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  —  er  hat  zur  vorgegebenen 
Fläche  zweiten  Grades  die  Beziehung,  dass  er  parallel  läuft  (in  den 
Richtungen  seiner  Strahlen)  mit  dem  Asymptotenkegel  der  vorge- 
gebenen  Fläche.  Er  wird  also  ein  Rotationskegel,  wenn  die  vorge- 
gebene Fläche  zweiten  Grades  eine  Rotationsfläche.  Und  umgekehrt 
ist  letztere  Fläche  eine  Rotationsfläche,  sobald  der  Kegel  C  der  Be- 
dingung B  genügt. 

Wenden  wir  auf  C  die  Bedingungsgleichung  ^  an;  wir  erhalten: 
D.    .    .   .  («Wi— tei)(a8i«i  +  a8«a^+«M«8) 

Diese  Gleichung  muss  eine  Identität  sein  fllr  alle  Punkte  x^ 
x^x^  des  Raumes;  denn  sie  stellt  wiederum  eine  Fläche  zweiten 
Grades  vor,  und  wird  erfällt  von  den  Goordinaten  sämtlicher  Punkte 
des  Kegels  (7,  ohne  doch  auf  die  Gleichung  letzten  Kegels  überfähr- 
bar zu  sein.  Ein  solches  Verhalten  ist  nur  möglich,  wenn  in  D  die 
Coefficienten  der  sämtlichen  6  Verbindungen:  x^*^  x^*^  acj',  a^,, 
<^9^t  a^fl^  einzeln  verschwinden.  Demnach  herrschen  zwischen 
den  Grössen  aa  folgende  6  Beziehungen: 
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1)  aj3»»     —«ij»     =  0  J 

2)  —«23^  +<»ij»    ™  ^  I    Samme  —  0 

3)  «M^    +ois»»  =0  ' 

I)      («83— ««)'      +«12WI  —«IS**  ==  0 

II)  Gi^  +(as8~öll)'»        —«23«  •=  0 

III)         Ojs/  — ojs»»  +(om— «ii)»^0 

Das  Bestehen  dieser  5  GleichuDgen  legt  den  ant  gewisse  Bedin- 
gongen  auf  (eine  der  drei  ersten  Gleichungen  kann  weggelassen  wer- 
den); die  man  folgendormaasscn  erhält:  „Man  wähle  2  mal  eine 
Gombination  von  dreien  der  fünf  Gleichnngen  und  eliminire  aus  jeder 
Oombination  die  homogen  vorkommenden  2,  m,  n" 


1,  2,  III  gibt 


1,  2,  II    gibt 


«18  -«1» 

«13         —««3  «M "  «U 

E «i«ai3*  — «i*fl«3*+öwöis(a««  — öii)  =  0 

«18  —«1« 

—«83  «18 

«18  «83— «11  —«83 

^ «18*«18  +  «18«83(«33  — «ll)— «18«83*  —  0 

«13  —«18 

-a^  0^2       ==  0    oder 


—  0    oder 


«-  0    oder 


1,  2,  I      gibt 
G 


«83- «88 


^18 


»J8 


«18«13(«88  — «88)  +  «J8*«83  — «13*«83  '^  ^ 


Es  ist  bekannt  ^) ,  dass  bereits  das  Bestehen  von  zweien  dieser 
Gleichungen  genügt,  nm  auch  alle  übrigen  ähnlich  entstandenen  er- 
füllt sein  zu  lassen. 

Wir  unternehmen  beispielsweise  den  Nachweis  dafür,  dass  die 
Bedingungen  E  und  F  auch  G  mit  sich  bringen. 

Ans  E  und  F  schliesst  man  durch  Elimination  von  On : 

«83*-  «18  •  «13  («38  —  «8«)  —  0 

Es  sei  nun 

1)  on  =  0,  dann  muss  entweder  auch  «^  —  0,  oder  oig  =  0 
sein  (JK,  F) 


\)  Hesse,  Geometrio  des  Ranmes  pagg.  255,  374,  376— '378;  ferner 
8almon-Fiedler,  Algebra  der  lin.  Trausformationen  Art.  214  (ansere  Bedin- 
gungen haben  den  directesten  Znsammenbang  mit  jenen  für  die  doppelte  Be- 
rührung sweier  Kegelschnitte,  sowie  mit  jenen  für  die  Existens  Ton  iwei 
Doppelwarzeln  einer  biqnadratischen  Qleichnng). 
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2)  ^8  <  ^)  ^12  — '  0;  dann  moss  O],  «  0  sein  (F);  demnach  G 
erfttllt 

^)  <h&'^0^  aif^Oj  »ts  —  0  ist  eine  nnmöglicbe  Annahme 
wegen  E 

4)  033 — a^i  -"0  liefert  nach  Ausrechnung  von  a^i.E^a^^.Fi 
««*(«i«*— "«!«*)=■  Ö;  demnach  entweder  o^s  — 0,  oder  Ois  —  a^s 
u.  8.  w. 

Wir  erhalten  zusammenfassend  als  Resultat:  ^Die  Bedingungen 
dafar,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Rotationsflsche  vor- 
stelle, können  als  Determinanten  E^  F,  G  ..,  geschrieben  wer- 
den. Diese  Determinanten  liefern  das  Mittel  die  Goordinaten  l^  m, 
n  jener  Ebene  darzustellen ,  auf  welcher  die  Rotationsaxe  senkrecht 
steht". 

Denn  aus  irgend  zweien  der  Gleichungen  1—3,  I— III  (welche 
die  Bedingungen  fOr  die  a«i  lieferten  durch  Elimination  von 
2,  m,  n),  kann  man  das  Verhftltniss  l:m:n  berechnen,  wenn  eben 
die  oik  80  beschaffen  sind,  dass  sie  eine  Rotationsfläche  C  anzeigen. 

Yergl.  noch  Salmon-Fiedler,  Raumgeometrie  I  pag.  136,  II 
pag.  256;  Clebsch-Lindemann,  Geometrie  pag.  298,  138;  Kummer 
in  Crelle's  Journal  Bnd.  26. 


München,  Januar  1888. 


Fritz  Hofmann. 


3. 

üntersuehungen  Aber  eine  Flftehe  8.  Ordnung,  welehe  von  KreiseB 
erzeugt  wird,  die  dureh  zwei  Punkte  gehen  und  eine  Gerade  tre ATeB. 

Wie  schon  in  dem  Artikel  „lieber  den  geometrischen  Ort  der 
Mittelpunkte  von  Kreisen,  welche  durch  zwei  Punkte  gehen  und  eine 
Gerade  treffen''  (Archiv  2.  R.  Tl.  Y.  S.  442  —  448)  hervorgehoben 
wurde,  kann  man  fQr  die  folgenden  Untersuchungen  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  das  Coordinatensystem  so  annehmen,  dass  die  gegebenen 
Punkte  A  und  B  beziehungsweise  die  Coordinaten  (0,  0,  m),  (0,  0, 
— m)  haben  und  die  gegebene  Gerade  G  durch  die  Gleichungen 
(Mz=zax'\'b^  y  ^  c)  dargestellt  wird.  Es  hat  dann  der  Kreis  JT, 
welcher  durch  die  Punkte  A  und  B  geht  und  den  Punkt  C..,{xi^yi^%^ 
der  Geraden  G  enthält,  die  Gleichungen: 
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dabei  ist  y^  »  c,  9,  «  ax^-\-h.  Eliminirt  man  aas  diesen  vier  Glei- 
changen  die  drei  Grössen  a;^,  y^,  sj,  so  erhält  man  als  Ansdruck  ffir 
die  Gesamtheit  der  Kreise  ABV  die  Gleichung: 

<^+  c^y +qf»*—  <^(1  +  ft*)»*  —  (ft*  +  c«  —  w*)y«— 2a*c«y  -  crn^  =  0 
Sie  iflt  vom  dritten  Grade ,  die  durch  sie  dargestellte  Fläche  F  ist 
somit  von  der  dritten  Ordnung. 

Die  Fläche  F  geht  durch  den  Coordinatenursprung  O,  hat  mit 
der  y9»-£bene  die  Gerade  AB  und  den  Kreis 

cy»+ c«* — (Ä« + c« — f»»)y — «»«  —  0 
mit  der  a»-£bene  drei  Gerade  (von  denen  zwei  nach  AB  fallen,  die 
dritte  im  Unendlichen  liegt)  gemein,  und  schneidet  die  oy-Ebeno  in 
der  Corvo  3.  Ordnung: 

letztere  Coordinatenebene  ist  Symmetrieebene  der  Fläche. 

Für  A  ,,.  (0,  0,  m)  oder  Ä  ...  (0,  0,  —  w)  als  Ursprung  des 
Coordinatensystems*  ergibt  sich  eine  Flächengleichung  ohne  absolute 
Glieder  und  ohne  Glieder  der  ersten  Ordnung:  A  und  B  sind  also 
Doppelpunkte  der  Fläche  F.    Da  der  Kegel 

c*(l  4-a«)aj«4- (Ä*4-  c«  -  nfi)y^-\'2ab€xtf  =  0 
dessen  Erzeugende  mit  der  Fläche  2^  in  ^  und  B   drei  zusammen- 
faUende  Punkte  gemein  haben,  in  die  zwei  Ebenen 

c(l+a«)aj+  [a*±y(i  +«*) (w« -^  c«)  —  6«>  -  0 
oder  auch 


zerOUt,  so  sind  A  und  B  biphinare  Doppelpunkte.  Hieraus  folgt 
wieder,  dass  die  Gerade  AB  oder  die  «-Achse  auf  F  liegt  Ausser- 
dem wird  die  Fläche,  nach  ihrer  Entstehung  zu  schliessen,  die  Ge- 
rade G^  . ..  (y  «  c,  «  «  ax-^-b)  enthalten,  wie  ihr  auch  wegen  der 
symmetrischen  Lage  zur  a^y-Ebene  die  (jerade  67' ...  (y  —  c,  z^ax 
-f  6  —  0)  angehören  muss.  In  der  Tat  ergiebt  sich  dies  aus  der 
Gleichung  der  Fläche  durch  Einsetzen  von  y  «  c  ebenfalls;  neben- 
bei zeigt  es  sich  zugleich ,  dass  wegen  o  »  0  die  unendliche  Gerade 
G^oo  der  Ebene  y^  c  den  Schnitt  von  y  "^  e  und  F  zur  vollstän- 
digen Cnrve  3.  Ordnung  ergänzt.  Die  unendliche  Ebene  muss  aber 
F  ebenfalls  nach  einer  Curve  der  3.  Ordnung  schneiden:  es  wird 
also  noch  ein  Kegelschnitt  von  F  im  Unendlichen  liegen.  Man 
findet,  dass  dies  der  imaginäre  Kugelkreis  J  dos  Raumes  ist    (Führt 

X     y     z 
man  nämlich  in  JF«  0  -,  -»  —   ein   und   setzt   w  —  0,    so  for- 
to    to    to 
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dort  dies:  y  «—  0  und  y*+y*  +  »*  «=  0,  welch  letztere  Gleichuug  J 
vorstellt).  Auf  F  liegen  sonach  vier  Gerade:  AB^  6r,  G'  und  G^oq. 
Jede  durch  eine  solche  Gerade  gelegte  Ebene  schneidet  F  in  einem 
Kegelschnitte.  So  enthalten  z.  B.  die  durch  Gao  gehenden  oder 
zur  xz'Ehene  parallelen  Ebenen  y  =  rf  die  Curven  2.  Ordnung  Q: 
c(c  +  a^c  —  d)x^  —  cdz^  +  2a«>(?rfa;  —  cd^  +  (i«  +  c»  —  w^jd«  +  cdm^  ^  0, 
unter  denen  kein  Kreis  vorkommt,  wohl  aber  die  Doppel-Gerade  AB 
(für  d  «  0),  die  zwei  Geraden  G  und  G'  (für  rf  «  c)  und  eine  Pa- 
rabel (für  rf««c  +  ca*),  ferner  unendlich  viele  Ellipsen  (für  rf>  c(l  +  rt») 
und  d  <  0)  und  Hyperbeln  (für  0  <  rZ  <;  c  +  co«).  Die  Mittelpunkte 
aller  C^  erfüllen  die  gleichseitige  Hyperbel 

xy  —  c(l  +  a*)aj  —  aby  =  0 

welche  in   ...  (a?  =  oZ»,  y  =  c  +  ca*;    den  Mittelpunkt  hat,  und  deren 
Asymptoten  zu  den  Coordinatenachsen  parallel  sind. 

Die  durch  AB  gelegten  Ebenen  schneiden,  wie  aus  der  Ent- 
stehung der  Fläche  hervorgeht,  t  in  den  Kreisen  K,  Es  lässt  sich 
nun  zeigen,  dass  F  von  Ebenen,  welche  G  oder  G*  enthalten,  eben- 
falls nach  Kreisen  k  und  k'  geschnitten  wird.  Die  Fl&chengleichung 
kann  nämlich  auch  in  der  Form: 

(y  —  c)  {cx^  +  cy^  -\-  cz^  -f  m'y )  =  (acx  +  by  |  cz)  (ac  fic  +  Äy  +  cz) 
geschrieben  werden,  welche  F  als  das  Erzeugniss  des  Ebenenbüschels 
E  ...  A(y  —  c)  —acxi-by  —  cz)  --»  0  und  des  Kugelbüschels  ^  ...  cx^+ 
(^y^-i-cz^-i-m^y-'k(a<!x+by  +  cz)^0  oder  auch  als  das  Erzeugniss 
des  Ebenenbüschels  E' ,,,  fily^c) — (acx  +  by-\^cz)  ^0  nnd  des 
Kugclbüscliels  ß  '  ...  c«*  +  cy*  +  cz^  +  m'y  —  (i{acx -{-by  —  cz)  =  0  zu 
erkennen  giebt.  Alle  Ebenen  E  gehen  durch  ö,  sdle  Ebenen  E' 
durch  G']  die  Schnitte  der  Fläche  i?' mit  den  durch  G  oder  G'  ge- 
legten Ebenen  erscheinen  somit  als  Kugelschnitte ,  sind  also  Kreise. 
Die  einer  gegebenen  Ebene  E  entsprechende  Kugel  R  aufzufinden, 
ist  nicht  schwer.  E  und  fi  begegnen  sich  in  demselben  Punkte  der 
«-Achse,  denn  E  schneidet  auf  der  is- Achse  immer  das  Stück  X  ab, 
und  die  entsprechende  Kugel  R  begrenzt  auf  der  «-Achse  gleichfalls 
die  Strecke  A.  Die  Kugel  ^  geht  ausserdem  immer  durch  den  An- 
fangspunkt O  des  Coordinatensystems ;  ihr  Mittelpunkt  M  ist  be- 
stimmt durch  ...  (*=*  "öl  y^ — 2 — '  *"*  2)'  ^®^^*^^  ^®^  ^^^' 
riss  von  OM  mit  dem  Aufrisse  von  G  parallel  ist  f  -    ist     nämlich 

gleich  aV    Ebenso  lassen   sich   die  Ebenen   E'  und  die  Kugeln  Sl' 

leicht  auf  einander  beziehen.    Beide   schneiden  die  «-Achse  im  Ab- 
stände (— ft)  von  Oy  E'  geht  immer  durch   G',  Ht*  immer  durch  O. 
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Ußr  Mittelpaiikt  Äf'  von  ft'  hat  die  Coordinaten : 

'•"T»      ^ — 2r^'    '^ 2 

Von  den  Ebenen  E  und  E*  sind  jene  besondere  wichtig,  welche 
zugleich  die  ihnen  entsprechende  Kngel  ff  oder  ft'  berühren,  für 
die  also  X  oder  ft  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abstand  (M,  E)  oder 
(Äf'j  E')  gleich  dem  Halbmesser  von  ff  und  ff'  wird.  Stellt  man 
die  diesbeiügliche  Bedingung  aus  den  Gleichungen  von  E  und  fi 
auf,  so  zeigt  es  sich,  dass  A  —  +m  sein  muss,  und  infolge  dessen 
die  durch  G  gehenden  Ebenen  • 

€U!X  +  (Ä  +  m)y  ^  ezj-mc  «==0 
die  Kugeln 

{**  +  y*"f  «*)<?  + f»*y^»i*(acaj+^  +  c»)  «»=•  0 

und  daher  auch  die  Fl&che  F  berühren  und  zwar  erfolgt  die  Be- 
rührnng  in  den  Punkten  . ..  (a;  =  0,  y  =  0,  «  »  ±m).  Die  durch 
G'  legbaren  Berührungsebenen  der  Fläche  sind  zu  den  vorigen  sym- 
metrisch. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  lieferten  das  Resultat,  dass  durch 
jeden  Punkt  P  der  Fläche  JP  drei  Kreise  K^  k^  k'  und  ein  Kegel- 
schnitt Q  gehen:  K  enthält  die  Punkte  P,  A  und  ü,  Je  gehört  der 
Ebene  (P,  G)  ^  E  und  der  ihr  entsprechenden  Kugel  ff ,  k'  der 
Ebene  (P,  G')^E*  und  der  ihr  entsprechenden  Kugel  ff'  an,  C, 
li^  in  der  Ebene  y  ^  d.  Hiervon  kann  man  bei  verschiedenen 
Aufgaben  Anwendungen  machen:  bei  der  Construction  von  Schnitt- 
linien der  Fläche  F  mit  Ebenen  oder  anderen  Flächen,  bei  der  Be- 
stimmung der  Berührungsebene  eines  Flächonpunktes  F,  u.  a.  m. 

Die  Flächengleichung  nimmt,  wenn  fär  die  Coordinaten  0;,  y,  z 
dee  Fläehenpunktes  P  beziehungsweise  die  Werte  rcosor,  rcos/?, 
reosf  eingeführt  werden,  und  die  Gleichung 

C08*a-|-C0SV+  C08*y  •=  1 

Berücksichtigung  findet,  die  folgende  Gestalt  an: 

cr'cog  ß — c*(l  +  «*)  r  COS^«  —  (b*  +  c*  —  i»*)r  COS'jS  —  2aber  cos«  COS  ß 

—  cm^cosß  —  0 
Ersetzt  man  hierin  r  durch  ( j,  dann  erhält  man  die  Gleichung 

des  geometrischen  Ortes  jener  Punkte  P^ . .  /(o^,  y„  «1),  welche  auf  dem 
Strahle  OP  so  liegen,  dass  OPy^OP^  -=  —  m*  ist,  und  zwar  in  einer 
Form,  die  mit  der  obigen  Flächengleichung  identisch  ist.  Die  Punkte 
Pi  liegen  also  auch  alle  auf  der  Fläche  ^oder  mit  anderen  Worten: 
die  Fläche  F  ist  ihre  eigene  Inverse  für  das  Inversions- Centrum  O 
und  dte  Potenz  (— m*). 
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Wählt  man  den  Punkt  Ä  ...  (0,  0,  m)  als  Ursprongspankt  ei«e8 
parallelen  Coordinatensystems,  so  lautet  die  Flächengleichung : 

^^•+öa;*y+oy»* — c*(l+a*)a;*— (ft*+c*— m*)y*— 2aÄciry+2cwy»  =«  O 
oder: 
crCOS/J  -  c*(Ha*)COS*a  — (ft*+c*  — m«)C0B*/J  — 2a5<?COSaC08 /5 

+  2cj»  008/3  COS  y  —  O 

und  deshalb  hat  die  inverse  Fläche  von  Ffür  A  als  Gentrum  and  2p* 
als  Potenz  (da  rg  »  2p^  sein  muss)  die  Gleichung: 

2öp*cos  /?  —  (?'(1  +a*)^  cos*«— (^*  +  c*— t»*)pco8*/S  — 2aÄc^cosa  cos  ß 

+  2cm^co8/3cosy  «=  0 
oder  in  Bezug  auf  das  alte  Coordinatensystem : 

c\l+a^)xH(bHc^''jn^)y*'\-2abcxy'-2cmyz^2cm*y-'2cp*y  «  0 

welche  einem  Kegel  entspricht,  dessen  Scheitel  in  ...  («;»0,  y^^O, 

^  « £:_  1  jiegt.  Der  Symmetrieverhältnisse  wegen  wird  man  sagen 

köunen:  Die  Fläche  F  kann  durch  Inversion  aus  den  zwei  Kegeln 
c^(l+a«)««+(6«  +  c«  — w*«)y«  +  2aiea^+2<?mi^»  +  2cw*«y  ~  2cp«y  =  0 
abgeleitet  werden.    Diese  Kegel  enthalten,  weil  sie  keine  Rotations- 
kcgel  sind,   zwei  Systeme  von  Kreisen ;  letztere  und  die  Kegel-£r- 
zeugenden  erscheinen  im  inversen  Bilde  als  Kreise,  somit  findet  das 
frühere  Resultat  von  den  £[reissystemen  auf  F  seine  Bestätigung. 

Weil  eine  Ebene  (die  das  Centrum  nicht  enthält)  durch  Inversion 
in  eine  Kugel  übergeht,  so  folgern  wir  die  weitere  Eigenschaft,  dass 
F  längs  jedes  erzeugenden  Kreises  von  einer  Kugel  berührt  wird, 
nämlich  der  Ableitung  jener  Ebene,  welche  den  inversen  K^el  in 
der  Geraden  berührt,  die  dem  entsprechenden  Kreise  entspricht.  Die 
Kugel,  welche  das  inverse  Abbild  einer  Ebene  ist,  hat  ihren  Mittel- 
punkt in  der  Senkrechten  aus  dem  Centrum  der  Ebene:  die  Mittel- 
punkte aller  Kugeln,  welche  F  längs  erzeugenden  Kreisen  berühren, 
liegen  deshalb  auf  dem  Kegel  aus  A,  dessen  Mantellimen  normal  zu 
den  Berührungsebenen  des  inversen  Kegels  der  Fläche  sind.  Nach- 
dem die  Kreise  K  ihre  Centra  in  der  fl:^-£bene  haben  und  auf  der- 
selben senkrecht  stehen,  so  liegen  auch  die  Mittelpunkte  der  durch 
die  E  gelegten  Kugeln  in  der  a^-Ebene,  weshalb  die  Mittelpunkte 
der  längs  erzeugenden  Kreisen  K  berührenden  Kugeln  die  Schnitt- 
curve  vorerwähnten  Normalkegels  mit  der  ocy-Ebene  bilden  müssen. 
Die  einfachste  Gleichung  hat  der  Inversions-Kegel  für  das  Centmm 
A  und  p  »  m,  nämlich 

c*(l  +a«)*«+(&«  +  c«  — m«)y«+2a*cajy— 2cmy»  =  0 
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Die  Nonnaleii  aus  A  zu  seinen  Berühningsebenen  sind: 

cmyti^  [(ft*  +  c*  —  m^)y  +  cUfcx  —  cmz](i—  m) 

and  dieselben  schneiden  die  jcy-£bene  in  der  Parabel  P^: 

§«-2ai§  +  2c(l+a«)i?  +  aV  — (l+a«)(i«  +  tf*— «»•)  =  0 

Die  Fläche  Fkann  somit  auch  als  die  Umhüllende  aller  jener  Kugeln 
betrachtet  werden,  welche  durch  A  und  B  gehen  und  ihre  Mittel- 
punkte auf  der  Parabel  P^  liegen  haben.  P^  ist  dieselbe  Parabel, 
deren  Fusspunktscan^e  fttr  den  Pol  O  die  in  dem  eingangs  citirten 
Artikel  besprochene  Linie  3.  Ordnung  C^  ist;  es  werden  also  zwischen 
F  und  C,  nicht  nur  auf  Grund*  ihrer  Entstehung  aus  A^  B,  O^  son- 
dern auch  im  Hinblicke  auf  die  Parabel  P^  Beziehungen  abgeleitet 
werden  können. 


Pola,  im  Februar  1888. 


Fr.  Schiffner. 


Beweis  eines  Preieekssatzes« 

Im  Dreieck  ABC  halbirt  die  Linie  CD  den  Winkel  ÄCD  »  y. 
Die  Linie  AO  halbirt  den  Winkel  CAB  »  ß^  also  ist  O  der  Hittel- 
ponkt  des  einbeschriebenen  Kreises,  während  M  der  Mittelpunkt  des 
nmbeschriebenen  Kreises  sein  möge. 

Wkl.  OÄB  =.  /J/2,  WkL  BAD  -  BCD  =  y/2,  also 
Wkl.  OAD  =  ^i^. 

Wkl.  AOD  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AOC 

-^,    also 

WW.  OAD  —  AODy    also     AD  =  OD  L 

Lehrsatz:  Der  um  Z>  mit  DA  beschriebene  Bogen  ist  der  geo- 
metrische Ort  des  Mittelpunktes  des  einbeschriebenen  Kreises.  (Vgl. 
Spieker,  Geometrie,  §  126.) 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  sind  nichts  anderes ,  als  An- 
wendungen des  sog.  erweiterten  Pyth.  Lehrsatzes  auf  die  Dreiecke 
ADAfund  0DM, 
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110  MwseUsn, 

Im  Dreieck  ADM  ist  ilD*  =  M4« + MD^ ^2, MD.  MG,    oder 
Ärß-2r^-'2r.(Q±x)  U. 

Im  Dreieck  0DM  ist  ODf^=  0M^+MD^  +  2.MD.MF,  oder 

0D^=idß+r^:}:2r.x  UI. 

(Die  Doppelzeichen,  je  nachdem  F  anf  den  Radius  3f2>  oder  auf 
dessen  Verlängerung  fällt) 

Da  nach  I.  AD  =  OD,  so  ist  nnn  auch 

2f^-2r(Q±x)  —  d»+r*+2rx 

Bonn,  Juli  1888.  Prof.  Dr.  R.  Caspar. 


5. 
Beduetion  einiger  Integrale. 


/dt 

wobei  ßißtßs  die  Wurzeln  der  Gleichung 

bezeichnen.    Setzt  man 

.9> 


'  =  ^2 


80  wird 

dt 


dJ  — 


C0S|-(i9 


-^ — 

[/(l+l  siny)  (l+l^in,))  (l+ 1»  8iny) 
Da  nun 

2co8?  =  Vi  +  sin  9  +  Vi  — sin^ 
80  folgt  weiter 
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ATueeUen.  lU 

Wird  nao 

5  =  l+8iny  iy  =  l — sin 

gesetzt,  so  folgt: 

J    y(ij— »)(ij— n,)(ij  — fi,)(ij  — n,) 

Seien  u,  «,  »,,  «,  Constanten,   Aber  die  wir  nach  Belieben  ver- 
fltgen  können,  und  setzen  wir 

«+2«'  .,      "i+2g/ 

so  wird,  da 

(2- m,)  (2  -  m,)  (2  -  •»,)  =  ?^ 


(2-«,)(2-n,)(2-n,)  = 


o 
2  — a 


4J 


__  1  1  /    g        /* dte;^ 

l/~«"    /-  ^x/ 

r   2-«^    y(gi-rr,')(g,-a:/)(^3-0 


Wendet  man  nun  die  Sabstitutionen 


flPi 


—  5fl  ^  ^   _ 


«1  -«8 


COS0' 


an,  80  folgt  weiter 
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112  Miteetten. 


ät 


r       «,— jj       2 


,  —  *)  hat  man: 

({<  A  1 


y«»+««*+i    '* 


K(«'+^)'-(2-«) 


setzt  man  7  "^ '  ^^  ^^^ 


Sabstitairen  wir  nun  «  »  tg  ^,  so  folgt  weiter 

d<  2dq>sin<p 


oder  wenn 

gesetzt  wird: 

dt  2dx 


Die  weitere  Redactiou  liegt  an  der  Hand. 

Prag,  im  Juni  1887.  W.  Ldska. 


/dt 


1)  Die    Rcduction    von    /    ^/_x,  /^  _^^  g»!»*  Richelot,    Grelle  XXXII. 
p.  213. 
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Tan 


/.£e/iS£^:  OrtderÄKmvon.  Schmuö^nUn.'e^a-nyen. 
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mw. 


Tafl. 


EPa6st:£e!UeAanffen  zwJschenMAenMmdThtnsversalen. 


Mras/lUr-  Duiecksß^tta. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Bei  Aur.  Stein  in  Potsdam  ist  erschienen: 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  mit  Uebnngsaufgaben  fflr  höhere  Lehr- 
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3  Mk. 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit   Uebungsaufgabcn   ffkr   höhere   Lehran- 

staltt^n  von  Dr.  Th.  Spleker«     Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit  Uebungsaufgabcn  von    Or.  Th.  Spleker. 

Aurj^nbe  B.     Für.  mittlere  Klassen,     ßcb.   1,80  Mk. 
Lehrbuch  der  ebenen  und  ephäriechen  Trigonometrie  mit  Uebnngsaufgaben 
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Sammlung  von  arfthmetischen  und  algebraischen  Fragen  und  Aufgaben, 
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wihltc  Resultate  zu  beiden  Heften,     br.  80  Pf. 

System  der  Arithmetik  und  Algebra  als  Leitfaden  ftlr  den  Unterricht  in 
höheren   Schulen   von  Dr.  H.  Schubert,     geb.  2  Mk. 

Die  analytische  und  die  projektivische  Geometrie  der  Ebene,  die  Kegel- 
schnitte auch  nach  den  Methoden  der  darstellenden  und  der  elementar- 
synthetischen  Geometrie  mit  Uebungsaufgabcn  für  höhere  Lehranstalten 
und  ffir  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  H.  Funcke,  Oberlehrer. 
br.  1,40  Mk. 

Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  mit  den  Resultaten  fflr 
höhere  Lehraui^tnltcn  und  für  den  Selbstunterricht  von  Dr.  Q.  Janisch, 
weil.  Direktor.     Hernnsgegeben  von  Dr.  H    Funcke,     br.  S  Mk. 

Qeoffletritohe  Analysls  und  Synthesis.  Sammlang  von  636  planimetriseben 
K-onstruktionsaufgaben  mit  rein -geometrischer  LOsung  von  W.  Adam, 
Seminarlehrer.     Mit  363  Figuren,     geb.  4  Mk. 

Methodische  Anleitung  zum  Unterricht  im  Rechnen  von  H.  Olausaen.  br. 
3  Mk.     Inhalt:  I.  Allgemeine  Methodik.     IX.  Specielle  Methodik« 

Naturgeschichte  der  drei  Reiche  in  Einzelbeschreibungen  für  die  Mittelstufe 
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Jugend  von  W.  Wölkerling,  Lehrer.    Mit  Abbildungen,    br.  1,50  Mk. 

Das  Wichtigste  aus  der  reinen  und  angewandten  Ohemie  in  Binseldarstel- 
Inngen  för  die  Oberstufe  mehrklassiger  Volks-  und  Bürgerschulen  von 
W.  Wdlkeriing.    br.  60  Pf. 
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Die  dritte  Auflage  des 

'  Leitfaden 

der  ebenen  Geometrie 

für 

höhere  Lehranstalten 

von  Prof.  H.  KQstler« 

I.Heft      (Congruenz). 

Verlag  von  Loais  Nebert  in  Halle  a./S. 
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Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 
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Qiisere  für  mathematischen  und  Formolsats  speziell  eingerichtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  correcter,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 


Greifuwald, 


f.  W.  Kunike, 

Buch-  und  Steindruckerei. 
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Plgr«lk<<  erbitten  wir  mt  unter  der  AdremM»  des  Hei 
Pref.  Dr.  R.  Heppe  in  Berlin,  S.  PrlnBenstnuMie  eil« 

Leipzig.  C.  A.  Koch's  Veflagsbachbandlang. 

(J,  Sengbuäch.) 


C,  f.  Wiater'gche  Verlagshandlung  n  Lei|iiig« 

Soeben  erschieu  in  unserem  Verlage: 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie 

nebst  einer 
Snmmlnng  Ten  800  Uebnnssanfknben« 

Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und   beim  Selbststudin 

von 

Dr.  Carl  Spitz. 

Neunte,  durchgesehene  Auflage. 

>lit  251  in  den  Text  gedrackten  Figuren. 

gr.  8.    geh.    Ladenpreis  3  Mark. 


Anhang  dazu« 

Die  Resultate  der  Aufgaben  enthaltend. 

Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren, 
gr.  8.      geh.      Ladenpreis   1   Mark  50  Pf. 

Ferner : 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie 

nebflt  einer 
Sammlnng  von  OSO  Beispielen  und  Uebnnsnaaflriiben 

von 

l>r.  Carl  Spitz. 

Sechste,  verbesserte  Auflage. 

Mit  47  in  den  Text  eedruckten  Figuren, 
gr.  8.    geh.    Ladenpreis  2  Mark. 


Anhang  dazu. 

Die  Resultate  der  Aufgaben  enthaltend. 

Mit  28  in  den  Text  gedruckten  Figuren, 
gr.  8.    geh.    Ladenpreis  i  Mark. 

Die  Spitc*schen  Lehrhiteher  zeichnen  sich  vortheilhaft  durcl 
Klarheit,  Bestimmtheit  und  Gediegenheit  der  Darstellung  aas,  s( 
dass  sie  sich  ebenso  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  wii 
zum  Selbststudium  eignen. 
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vin. 

Ueber  die  Schaaren  von  Flächen  vierten  Grades 

mit  sechzehn  singulären  Punkten,  welche  durch 

eine  Lemniskate  gehen. 

Von 

Dr.  W.  Schjerning  in  Bannen. 


Cal)itel    I. 

IHe  AnlMeUvBS  der  Flllelaeiislei«iiiiBS« 

Kammer  (Berliner  Monatsberichte  1864,  S.  255)  beweist  den 
Satz: 

Darob  jede  gegebene  Carve  vierten  Grades  kann  man  sechs 
verschiedene  vierfach  nnendliche  Schaaren  von  Flächen  vierten  Grades 
mit  sechzehn  singalären  Punkten  legen,  and  lehrt  gleichzeitig  die 
Gleichung  dieser  Flächen  aufstellen.  Es  ist  von  Interesse,  diesen 
allgemeinen  Satz  auf  einen  speciellen  Fall  anzuwenden,  und  im  Fol- 
genden sollen  einige  der  Resultate  angegeben  werden;  zu  denen  man 
geführt  wird,  wenn  man  als  Curve  vierten  Grades  die  Lemniskate 
mit  der  Gleichung 

(1)  (x«+y«)»  —  2to«(a;»  -  y»)  -  0 

wählt. 

Kammer  geht  von  folgender  Form  der  Cnrvengleichung  aus 

Arch.  der  Mafh.  v.  Fliys.    2.  KeUie,  Teil  VU.  8 
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(5) 

0 

F,, 

Fl» 

fn 

0 

^M 

F>t 

f»» 

0 

F*i 

Fa 

^« 

für  F,k  —  F^i  ist. 

114  Schjerninfj:  Flächenschctren  4.   Gr,  mit  16  hing,   Punkten, 

(2)         VpoUPo+Mo+^^ro)  +Vqo(Bpo+^iqo+^2r^ 

+Vro{Cpo+C\qo+C^ro)  =  0 

und  verweist  auf  diu  gleichbedeutende  rationale  Hesse'sche  Form 
(C.  J.  49,  301) : 

die  für  folgende  Werte  der  F  mit  der  Kammer'schen  Form    über- 
einstimmt: 

(4)  Fi2  =  ApQ+A^q^i  +Airo  Fj^  « ^o 

F28  «  -Bpo+^iöo4--Ö2^o  -^^14  ""  So 

^13  -*  Q'o  +  C^Qo  +  C^rQ  F84  «  ro 

and  eine  Folge  der  Hesso'schen  Determinante 

Fu 
Fu 

0 


In  die  Form  einer  solchen  symmetrischen  Determinante  ist  also 
die  Gleichung  der  Lemniskate  zu  bringen;  dazu  muss  man  jedoch 
ihre  Doppeltangentcn  kennen  (in  der  Determinante  sind  Fj^  »  O 
n.  s.  w.  Gleichungen  von  Doppeltangenten  der  durch  sie  repräsen- 
tirten  Curve). 

Das  Problem  der  Doppeltangcnten  an  Curven  vierten  Grades, 
allgemein  noch  ungelöst,  lässt  sich  jedoch  für  Curven  vom  Geschlecht 
0,  bei  denen  die  Coordinaten  sich  als  rationale  Functionen  eines  Para- 
meters ausdrücken  lassen,  behandeln.  Bei  der  Lemniskate  sind  die 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten: 

(6)  X  =  j^^^  y  -  j^::^ 

und  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  lassen  sich  dann 
nach  einem  von  Schwcring  (Mathematische  Miscellen,  Programm, 
Coesfeld  1881)  angegebenen  Verfahren  bestimmen. 

Auf  unsere  Form  der  Lemniskatengleichung  angewendet,  führt 
dies  Verfahren  zu  den  Gleichungen  der  folgenden  vier  Doppel- 
tangenten 
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1)    y-  ö-O 


(D 


W 

2 


3)    «+^-0 


4)    x-^=0 


2)      y  +  2=0 
■itdo«!  Hälfe  wir  folgende  Determinante  anfstellen  können: 


I«) 


»— 


2 


«0 

0      &+J 

»-2 

&+J      0 

•'-2- 

tf+^     -" 

y+ 


-  0 


vekhe  ansgereclmet  unsere  Lemniskatengleichong  (1)  ergiebt 

Veigleichen  wir  die  Glieder  dieser  Determinante  mit  den  F  aus 
(5),  80  können  wir  aas  (4)  die  Werte  der  ABC  fttr  unseren  Fall 
^aden.    Es  wird 

(9)  J-— 1,     il,  -0,    ^8-0,    i^ 1,    i?8  =  +l, 

^,  =.  0,    C  =  1,    Ci  —  0,    C,  =  1 

Hier  mnas  ich  wieder  auf  Kummer  (Berl.  Monatsber.  1864,  255) 
Toittsen.  Er  fthrt  die  elf  Grössen  ßy6a*y'd*a'ß"6"mn  durch  die 
elf  Gleichungen  ein 


ilö) 


A^6  B^d'  +  a'  C-d"+a" 

A^^mS  +  ß        B^^m6'  C  =  m«"+/J'', 

ind  \)enntzt  zu  ihrer  Berechnung  die  Hulfsgrösse 

lU)    « J,     al>o    ^-^';    »+1-^, 

v^Ube  sich  ans  der  kubischen  Gleichung 

;  2uA  ,      uB—(u+l)Ai,      ^,+ttC 

(12)  ttB-(u+l)^,     ,      — 2(tt+l)Äi    ,      ^— (t*-fl)Ci 

^+«C  ,      ^,-(t*+l)C,,      2Q 

S* 


-0 
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116  Schjerntngi  Fläckenseharen  4.  Gr.  mit  16  sing,  Punkten^ 

finden  lässt.    Diese  kubische  Gleichung  fahrt  ans  bei  unseren  Werten 
der  A^  By  C  zu 

(13) 

u,  =  — 2 

8 

Im  allgemeinen  führt  ein  jeder  Wert  von  t*  zu  zwei  Werten 
der  durch  die  Gleichungen  (10)  definirten  11  Grössen,  und  es  er- 
geben sich  aus  den  drei  Werten  von  u  die  sechs  verschiedenen 
Flftchonschaaren.  In  unserem  Fall  liefert  der  Wert  m  —  O  nur 
einen  Wert  der  11  Grössen,  zb.  m  =  n  =  0  und  für  einzelne  der 
tt,  ß,  y,  ö  sofort  unendliche  Werte;  dieser  Fall  soll  einer  späteren 
besonderen  Betrachtung  vorbehalten  bleiben.  Ven  den  vier  noch 
übrigen  Schaaren  von  Flächen  fallen  ferner  je  zwei  zusammen.   Also : 

1.  „Von  den  sechs  verschiedenen  Schaaren  von  Flächen  vierten 
„Grades  mit  sechszehn  singulärcn  Punkten,  welche  durch  eine  Lern- 
„niskate  hindurchgehen,  fallen  je  zwei  zusammen.'^ 

2.  „Eine  dieser  drei  Schaaren  besitzt  zum  Teil  unendliche  Coef- 
„ficienten." 

Der  Wert  t*  =«  —  2  liefert  uns  für  die  11  Grössen  aus  (10) 
folgende  Ausdrücke: 

m  =  —  1  +  »  n  =  1  Jt » 

/3  =  — 1±»  y  =  l±*  a  =  --l 

(14) 

«'  =  -i(lT*')      /=+»  ^'=-i(i±0 

«"=l(i±0        r=+*  ^"=i(lTO 

Mit  diesen  Werten  wird  die  verlangte  Flächengleichung 


(15)       yp(ß,^+yr+ös)  +  y/q(a'p+y'r+S's) 


wobei  noch 


(16) 


in  unserem  Falle 


r  =  ro  +  ca 

«  =  Po+fnqo  +  nrQ  +  d» 


(17) 


p  =  U7-f  O« 

w 
2 


q  =  ix —  Q+i« 
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w 

bedeaten.     a,  6,  Cy  d  bleiben  wiUkürlicbe  GonstanteD.     Fahren  wir 
tile  diese  Werte  ein,  so  erbalten  wir  als  Fläcbengleichang : 


-f  ar» 2 ««— 2 \-zw j ^ 


T  ^^  ,y+« — 2— +^*-^-2~+""'"~4 — T 

+^[±p^  — 2 — ±' — 2 — i^"' — r~  J!  "^  ^ 

ifldin  eine  rationale  Form  entwickelt: 

(19) 

z\a^bc+a*bd—a*cd+a*d^-^2ab^c-ab^d+2abc^'-'abd*-'ac^d 
+acd^-U^c^+2b^cd-  2bc^d+bcd^) 

'\^iß{a*b^ä^c—2a^d'-2ab^+Aabc-'2ab€l'-2ac^ 

+2aed^2ad^^4b^c+U^d-\-Uc^-^&bcd'\'3ba^-4c^d^3cd^) 

-l^w^a*  -  2ab+2aC''6ad-Uc'\'  Qbd—6cd-\-d') 
+x^;^(iac-'3ad-b^+2bd+c^) 

— 3^«ir(2a+3*— c-f2rf) 

:Fa;«o*(a+2c— rf)±rc»«(a+2c— d) 
+A«(ö+2H-^)+y««^®+2c+(i)+y»^(a^-2(^f<^)±a:y•^(a+2c^ 
^a»*{a*J+^*^"~**^*~^^^^ — 3ac*-|-4acrf— ad* 

+b^d—2bcd+bd^'€^d) 
±ia»*tr(a«+6aH-2ac— 6i«— 6c»+8cd— d, ) 

-iy*M3aM-2aH-6aH-2ad  -2iH^^  -2c«+3d«) 
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(19) 

/Ti«*(a**H-2a*W-aV+2a«C€£+4aft*c-|-ia^c«+2rt^»rf» 

+2c«cf+cd*) 

+2hcd-'C^d+cd^) 

|ipyi^(a«c-a«rf4-3aÄ«+4ai^c+4ai&d+ac*+ac/«+ft«d44ic« 
+25<?rf+c«d+cd«) 

+JaJ»«w(3a*— 6a5— 2ac+2ad— 26«-.2c«— 4«rf+3i») 

qr  Jya«2r(a*-2aZ»-6aö— 6&«  -  85d  -  6c*~d») 
±y»iü«(a— 25— d) 

+aj«»w(a-3Ä-c-d)+a;Ma— 25+i)±a:V(a— 25-d)  j 

+«y»«(a«— 2a6'f2ac— 4*H-^)  I 

'  ±ji/^zw{a-^h+Zc-d)±yh{a  -2*-<i)+rryMö--25+d)  ' 

Der  Schnitt  dieser  Flächen  mit  der  Ebene  2  =  0  ist,  da  nur 
die  unterstrichenen  Glieder  stehen  bleiben,  die  Lemniskate. 

Die  beiden  noch  übrigen  Schaaren  von  Flächen  sind  vierfach 
nnendlche,  da  die  Constanten  a,  b^  0,  d  ganz  willkürliche  sind.  Um 
die  Gleichung  zu  einer  reellen  zu  machen,  müssen  wir  die  Gonstanten 
complex  annehmen,  und  haben  dann  zu  ihrer  Bestimmung  ans  deu 
in  a,  &,  c,  d  linearen  Coefficienten  der  in  n  linearen  Glieder  folgende 
4  Gleichungen: 

Coefficient  von 
y^zw 

Schaar  I  (oberes  Vorzeichen): 
2a+i  — 3<?+2d+*(a— 85  — o  — «0  =  A 
(20)  — 2a— 35+(j— 2d+t(a+*+3<J  — d)  —  B 
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(»)  a+2c— d+iXa— 2*  +  rf)  «  C 

Scbaar  II  (unteres  Vorzeichen): 
2a  +  6  — 3<?+2€?  — »(a— Si—c  — rQ  =  i4 

—  2a  — 3ä+(?  — 2d-i(a+^+3c-rf)  —  B 

—  a— 2<?+rf  +  »(a  — 25+rf)  =  C 
a+2<?+d— »(a  — 26  — rf)  ==  D 

vonos  sich  die  Ausdrflcke  ergeben  : 

Scbaar  I:  Scbaar  II: 

a  «  \  [^(1-20-^(1+20]  a  =  g  [^(1+20  -Ä(l-20] 

4  -  ~  (-  ^— 3^+4C0  &  -  1  (— ^-.3B+lCt) 

121) 

' "^  ^(-3^-^+4^)  <?  =  jß (-3-4-.i?-HZ?) 

*  =  \  (-C+/>)(l-H)  rf  -  ^  (C+iD)(l-t) 

Durch  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  wird  die  Flächengleicbung 
(19)  reeU,  and  zwar  erh&lt  man  überraschender  Weise  fttr  beide 
Sdiaarcn  von  Flächen  gleiche  Ausdrücke.  £rsetzt  man  in  der  glei- 
ciKTweise  aas  beiden  Ansdrucksgrappen  resultirenden  Gleichang  noch 
i  durch  8a,  B  durch  86,  C  durch  de  und  D  durch  8<2,  so  ergiebt 
sieh  als  Gleichang  der  einen  übrigen  Fl&chenschaar: 

,aj*+2a;«y»+y*— 2a;«tt7«+2j^«tt7«+32c<?«y»«+2«V(-7a«— 6a6 
— 3Ä«+12cH-^*) 

-{-2yV(3a«+6a^+7ft»+4o«+12ei«)+32aca?««tc+32My»«tt; 
+8aa;««H-8cx3»-f8<?  xyh 

—^  a»ic«4-8Äy»»w+8dir*»+8€irV+8<iy»w«+8<»»«(-7a« 
(22)       ^         — 6a*— 35«+4c«44<^) 

-t-8dy2«(3a«+6aJ+7J«+4c«+4rf«)+4««tt?«((a+i)»— (c«— rf«)) 

+4»*((a«— 5«)«+4(c«+d«)H-€(«*^— **c«)-14(aV-i«d«) 
— 12a6(c»— rf«)) 

+8«»ir(-  a»— a«H-a**+*'-Hac«+4Äd«) 
\  =0 
in  homogenen  Goordinaten.    Wir  haben: 
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3.  „Die  beiden  Flächenscbaaren,  bei  denen  alle  Bestimmungs- 
„Constanten  endlich  blieben  (Satz  1.  nnd  2.),  fallen  in  eine  zasam- 
„men." 

a,  d,  c,  d  bleiben  willktlrlicbe  Constanten. 


Capitel    II. 

Die  Gleieliaiigen  der  singnlären  Ebenen  nnd  die 
Coordinaten  der  Mlngnlftren  Pnnkte« 

Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  ein  singol&rer  Punkt 
unserer  Flächen,  da  jede  durch  ihn  hindurch  gehende  Gerade  die 
Fläche  in  zwei  in  ihm  zusammenfallenden  Punkten  schneidet: 

4.  „Der  reelle  Doppelpunkt  der  Lemniskate  ist  ein  singulftrer 
„Punkt  der  Flächen." 

Für  diesen  Fall  können  wir  noch  eine  Betrachtung  von  Caylay 
(Proceed.  of  the  London  Math.  Soc.  III,  241)  die  Gleichung  des 
von  diesem  Punkte  aus  der  Fläche  umschriebenen  Kegels  sechsten 
Grades  finden.  Ist  nämlich  die  Gleichung  einer  Fläche  vierten  Grades 
mit  sechszehn  singulären  Punkten,  deren  einer  der  Anfangspunkt  ist: 

(23)  AtD^+2Bw  +  C—0 

so  ist  die  Gleichung  des  aus  dem  Anfangspunkte  der  Fläche  um- 
schriebenen Kegels  (vgl.  auch  Kummer,  Berl.  Monatsber.  1864,  246)  : 

(24)  ^C— J5«  =  0 

und  wenn  man  dies  aus  unserer  Gleichung  (22)  berechnet: 

r  »^+«*y*— «V— y*+12c»»i^f4cto*y/^f8«c«y«»  -SdxY» 
— 4c«y*»— 12<Jy*Ä 

+iz*z\—2(a+b)^-\-lbc^'d^)+32cdx^tfzHSxYz\2(a\by 
+3(c«-rf«)  )— 32crfzy  V-f4y  V(— 2(a-f&)«  -c«— löd«) 

+32caj3«»(-2(a+««+5c«+d«)4-32ctoV(2(a+i)* 
+3c«— d«)-|-32ca;yV(2(a+5)«+c«— 3d«) 
+32rfyV(— 2(a+&)«— c«-^5rf«) 

+16a?V(  (a+Ä)*-.4(a+6)«(3c«-.rf«)+löc*+6cW— €f*) 
+128cd«y«*(2(a+ft)«+c«-rf«)+16yV(-(a+5)* 

(25)  ^  +4(a+&)V-3d«)+c*-6cW-15€i*) 
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(25)         /     +64ca»»((a+ft)*~4(a+Ä)«(c»— r?)+3c*+2c»d«— d*) 

Dieser  Kegel  zerfällt  für  unsere  Flächen  in  6  singulare  Ebenen, 
welche  dnrch  den  Anfangspunkt  gehen  und  die  Flächen  längs  Kegel- 
schnitten berühren;  die  Gleichung  des  Kegels  mnss  sich  also  in  6 
lineare  Factoren  zerlegen  lassen.  Man  findet  als  die  Gleichungen 
der  6  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  singnlären  Ebenen  die  fol- 
genden: 

X  -iy  +  2z(a+b+c—di)  —  0  6) 

-ar  +  iy+2«(ii+5— c+di)  =  0  7) 

«+ty  +  2»(— a— J  +  c+rft)  —  0  8) 

(26) 

— »  — »y  +  2«(— a  — 6  — c— dO  —  0  9) 

x+y+2z(e+d)^0  1) 

»  — y+2Ä(c— d)  «0  13) 

Gleichungen,  deren  Product  in  der  Tat  die  Kegelgleichung  (25)  er- 
giebt 

Nennen  wir  den  Anfangspunkt  den  singnlären  Punkt  1,  so  haben 
wir  diese  Ebenen  mit  1,  6,  7,  8,  9,  13  zu  bezeichnen,  wie  aus  der 
folgenden,  von  Cayley  aufgestellten  Tabelle  hervorgeht ,  aus  der  so- 
wol  zu  ersehen  ist,  welche  singtOären  Ebenen  dnrch  einen  singnlären 
Ponkt  gehen,  und  welche  singnlären  Punkte  in  einer  singnlären  Ebene 
liegen,  als  auch,  welche  beiden  singnlären  Ebenen  dnrch  die  Yerbin- 
dnngslinie  je  zweier  singnlären  Punkte  gehen,  und  welche  beiden 
singnlären  Punkte  auf  der  Scheitellinie  Je  zweier  singnlären  Ebenen 
Hegen. 
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»^  v-A  i-t  1-^ 

&9090909  CO 

I  c;^  00 -4  fcs  cj^  *öj^J^5ji?'j^     j^ 

^  CO  woip^w^Oizao^     p^Ci 
M  c;t  M  o^  c;^      o^ 

0909  OS  CO  CO 

I-* 


v-A  C;x  I-*  c;^  C7t  ^ 

H*  00  CO  IS5J-*      i^  J^J^J^i^'i^J^ 
'^-i^'h*'»-*'?-*  •lo'co'coVbooo'bD 

l-A   k-A    l-l 

Od  c;i ,^      o^c^Oi      a^i^      ^o^)f>>- 

1^         H«  M  1-1         l-a 

0*0  0  CO  CO        C;^  *0^  05^  05jjsjs5  Od 

üx   CO  c;«  Ca   ca  oi  c;' O  CO  Oi  CT«  o  CO 
_i  e^  ^^  ,^  CO  CO  »f^  CO  <!  CO  CO -<i  CO  ^  <] 

Oi        it^^tt^        Ca  O  0:>  »-*  rf^  CO  C5  M  rfa^  CO 


1^  H^  1^  H^ 

Jn5        WCOjP*'j>0^J**^j'*'J^j>^ODj» 

CO      »^  c;«  c;«  ro  CT«  rf^  CO  to  c;«  rf^  CO 

»-i  h-i  M 

*  "»^  "^ 'h^  "cjx  "►-*  "m  *J-* 'h^ 't-i  "h»  "n^  t-l 

COCOCO        fcOM  O  CO  K)  H-  oco 


OHi 


I-*  H-  I-* 

i-i  ^3         tc  rfäi.  »fii.        rf^  b9  H^  »f^        U>  M  rfai. 

"h* *M "^ "►-»"►-*  "J-i  "m  "J-A "cO  H«  *►-* t-i  "^ 

>  fco  c;«      c;^c;»fcoc?*o      fcoc;*o 
»-A      ^A 1-1 
L^^S^^^S^}^S^^^^^  00  00  00 
•--'t-i  V'oo'^^'m'h*'»-*  "m*^  to '►-»'?-» 't-i'^o 

O  ►-*  I-*         CSCSOiC5>-*0         CS  H*  o 


je 
o 


CO 

üo 


r^  Uy  ^   ^»   P— •   ^   ^    —  ^fc^  ^—   ^—   ^mA 

»-*         CSCSOSC5H-0         CS  H*  o 

1-^   l-A  H^  1-1  ,-L  M 

c;'^cofcOMO^oo«<icsc;^>PiiCou>i-* 
•^oc;^»^coi!OH»osc;'tfii.cofco»-*o«o 
CO  fco»-*oo«<icsc;^fcoi-io^csc;»tf^co 
ci-*ioo»>^c;^csi-*fcoco»^c;^o^oo 

►-*  H-i  H*  H*  H*  ♦-* 

cOfcOH-i)^cocsc;'fcOM»^cocsc;'Oo^ 

»-A         »-&  M  l-A  M  HA 

fco<ooc;^cscotf*.cotffc.»-'bö«^ooc;>cs 


CO 


to 


OD 

cr 

CD 
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Auf  der  Scbnitüinie  Yon  je  zwei  singnlären  Ebenen  liegen  zwei 
sigittre  Pankte;  unsere  6  singnlären  Ebenen,  anter  die  wir  die 
ZiUen  1,  6,  7,  8^  9,  13,  wie  oben  hinter  ihren  Gleichungen  ange- 
pkiL,  lerteilen  wollen,  besitzen  15  Schnittlinien.  Jede  Schnittlinie 
atbilt  den  sigulAren  Punkt  1,  also  können  wir  die  Coordinaten  der 
15  taderen  singolfiren  Punkte  dadurch  finden,  dass  wir  die  Olei- 
chigen  je  zweier  Ebenen  mit  der  Flächengleichung  combiniren« 
Die  Nummer  des  gefundenen  singnlären  Punktes  finden  wir  aus  der 
CiTteTschen  Tabelle,  z.  B.  liefert  die  Schnittlinie  der  Ebenen  6  und 
7  den  singul&ren  Punkt  4. 

Ans  den  Ck>ord]naten  endlich  von  drei  in  derselben  singnlären 
Ebene  liegenden  singulären  Punkten  lässt  sich  mit  leichter  Mflhe 
fie  Gleichung  der  betreffenden  singulären  Ebene  bilden,  und  es  sollen 
daker  im  Folgenden  nur  die  Coordinaten  der  singulären  Punkte  und 
&  Gleichungen  der  singulären  Ebenen  in  tabellarischer  Form  zu- 
aouDcngestellt  werden. 


Tabelle  der  singulären  Ebenen. 


Nr. 


Gleichung. 


1 
2 
3 
4 
ö 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 


x+p+M^d)  =  0 

2H-  »(^a+b+id)        -1-0 

2ix       +  z(a+Bb+^ie)       +1-0 

a(a— H-2ai+25i)-l  —  0 

— aH-»y+  «(— a+Ä-2H-2rfi)+l—  0 

aj— •y+2»(a+Ä+c— €£i)  «  0 

— aH-»y+2*(a+Ä-<?-frf*)  —  0 

z+iff+29i^a'-b+c+di)         =  0 

— »— iH"2«(— a— ft— c— <li)         —  0 

— »— »y+*(— a+Ä— 2c— 2€i»)+l  —  0 

»+'itf+z(-a+b+2c+2di)+l  —0 

«— »H-«(— Ö+H-2C— 2€i0 +1-0 

js—tf+Mc—d)  —  0 

2y+»(— 3a-  b+4d)        +1  =0 

2»        +«(— a  -  3a+4c*)      —1=0 

»(a— ^— 2ai— 2^0    -1—0 


Digitized  by 


Google 


124  Schjerningi  Flächensckarw  4.  Gr.  mit  16  sing,  Punkten, 

Tabollo  der  singaläron  Punkte. 


Nr. 


Aas  der 
Schnitt- 
linie der 
Ebenen. 


Anfangs- 
punkt. 

7,8 
6,8 

6,7 
9,13 

1,6 

1,7 

1,8 


9      1,9 


10 
11 
12 

13 
14 

15 

16 

Nr, 


6,13 
7,13 
8,13 

1,13 
6,9 

7,9 

8,9 
Ebenen. 


2a+2&— 2g 

3a+ft 

2g 

a+3b 


—2c/ 

'da+b 

2ai+2bi+2d 

a+3b 


_1_ 
3a+Ä 
1 


QOt  00 

unendlich  femer  Kreispunkt  I  der  xy  ebene. 


— g — b-^-ai-^-bi — 2c 

a-b+2ai+2bi 
—a—b+al+bi—2c 


a—b+2at+2bi 

g-f"^ — g»  -  bi — 2c 
a^b+2ai-{-2bi 

a'\-b-^ai-\-bi'—2c 

a—b—2ai'-2bi 

— a — b — ai — bi — 2c 


a  -*+2at4-2Z»* 
— a — b — ai — bi  -  2d 


a—b^2ai'-2hi 
—a — h — ai — W— 2c 


a — b — 2ai — 2hi 
a-\-b-\-ai-\-hi — 2c 

a  -  b — 2ai— 2W 
a-f-Ä — ai — bi — 2c 

a— ft+2aa4-2W" 
--2c 

--2a~2ft-~2c 
3a-f&"~ 

2c 
a  +  Zb 

OD» 


— o—H-ai+Ä«— 2rf^ 


a^b'\-2ai-\-2bi 

a'\-b — ai — bi  —  2d 

a-'b'\'2ai+2bi 


a — b'\'2ai'\-2bi 
1 


1 


a—b  -  2ai—2bi 

a+b+ai'\-bi—2d 

a—b — 2ai — 2bi 

— o  —  b — ai — bi  — 2d 

~a— *— 2aj— 2W~" 

a-\-b'\'ai-\'bi—2d 

a-b-2ai—2bi 

a-^-b  —  ai —  bi —  2d 

a-'b-\'2äi'^2bi 

—  2d 

a-b 

— 2rf 


a — b — 2a» —  2^» 
1 


o  -  ^»+2a»^-2^'/ 

1 


a — b — 2a» — 26»' 

1 


a — b—2ai — 26»* 
1 


a — b — 2a»* — 26» 
1 


a  -6-|-2a»-f  26* 
1 
a  — 6 
1 


3a+6 
I     — 2a»— 26»-f2d 
I  a-f36 


3a +6 

1 
0+36 


unendlich  femer  Kreispunkt  J  der  xy  ebene. 


y 


I 
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Ans  diesen  Tabellen,  wenn  wir  dabei  die  Cayleysche  Tabelle  mit 
in  Betracht  ziehen,  können  wir  folgende  Sätze  ableiten,  bei  denen 
die  Einschränkang  nicht  erst  stets  erwähnt  werden  soll,  dass  sie  nnr 
fär  diejenige  Flächenschaar  gelten,  in  welche  die  vier  mit  nnr  end- 
lichen Bestimmnngsconstanten  zusammengefallen  sind. 


5a.  „Die  Flächen  vierter  Ord- 
„nung  mit  sechszefan  singnlären 
„Punkten,  welche  eine  Lemnis- 
„kate  als  gemeinschaftliche 
„Schnittcnrve  haben,  besitzen  4 
„reelle  und  12  imaginäre  singu- 
„läre  Punkte.** 

6a.  y,In  12  der  lingulären 
„Ebenen  liegen  2  reelle  singulare 
„Punkte;  in  den  übrigen  4  sin- 
„gulären  Ebenen,  die  sämtlich 
„imaginär  sind,  liegt  überhaupt 
„kein  reeller  singulärer  Punkt." 


5b.  „Diß  Flächen  vierter  Ord- 
„nung  mit  sechszehn  singnlären 
„Punkten,  welche  eine  Lemnis- 
„kate  als  gemeinschaftliche 
„Schnittcurve  haben,  besitzen  4 
„reelle  und  12  imaginäre  singu- 
„läre  Ebenen." 

6b.  „Durch  12  der  singnlären 
„Punkte  gehen  2  reelle  singulare 
„Ebenen;  durch  die  übrigen  4 
„singnlären  Punkte,  die  sämt- 
„lich  imaginär  sind,  geht  über- 
„haupt  keine  reelle  singulare 
„Ebene." 


Es  sind  also  sowol  die  vier  singnlären  Punkte  1,  2,  13,  14, 
als  auch  die  vier  singnlären  Ebenen  1,  2,  13,  14  reell,  während  die 
übrigen  paarweise  conjugirt  imaginär  sind. 

Die  singnlären  Punkte  4  und  16  sind  die  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen der  xy  ebene  als  solche  also  auch  Doppelpunkte  der  Lern- 
uiskate,  daher: 

7.  „Auch  die  beiden  imaginären  Doppelpunkte  der  Lemniskate, 
„die  Kreispunkte  im  Unendlichen  der  xy  ebene,  sind  singulare  Punkte 
„der  Flächen." 

Gapitel   III. 

Die  Tiemiidswaiimig  Kernpunkte. 

Betrachten  wir  die  Gleichungen  der  vier  reellen  singulären 
Ebenen  1,  2,  13,  14  genauer,  so  sehen  wir,  dass  diese  vier  Ebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  dessen  Goordinaten  sind 


2c 


3a+6' 


y  •=-  - 


2d 
Za  +  h* 


3a +6 


und  den  wir  einen  „Kernpunkt^'  der  Flächen  nennen  wollen.    Er  hat 
noch  die  Eigentümlichkeit,  die  Strecke  zwischen  den  beiden  singnlären 
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Pankten  2  and  14  za  halbiren.  Aach  die  flbrigen  12  siagalären 
Ebenen  liefern,  za  je  4  znsammengefasst,  drei  solche  Kernpunkte, 
in  denen  sich  die  betreffenden  vier  Ebenen  schneiden,  nnd  zwar 


7)  8)  11)  12)    X 


5)  6)  9)  10)      X  • 


-2a—2H~2<? 
a+3b      '    ^ 


2a+2b+2e 


y  — 


2d 
2d 


a+3b 
1 


a+3ft    '        ^  "~  a+Sb'     "  "~  "  a-f  86 

3)  4)  15)  16)    sind  sämtlich  der  y  axe  parallel ,  haben  also  im  Un- 
endlichen einen  gemeinsamen  Schnittpunkt 

Wir  nehmen  sämtliche  Combinationen  von  vier  Ebenen  vor,  von 
denen  nicht  drei  darch  denselben  singalärea  Punkt  gehen.  Es  sind 
im  Ganzen  60  solcher  Combinationen,  die  wir  folgendermassen  in  15 
Gruppen  teilen  (der  Grund  für  die  durch  Klammern  angedeutete 
Zusammengehörigkeit  je  zweier  Systeme  wird  später  erhellen). 


Gruppe  A 

( 1  2  13  14  (14    5    8      (    1 

13  4  15  16  110  11  14  15      Ul 

(ö  6    9  10  ( 

17  8  11  12  \ 


Gruppe  B 
4    5    8 
11  14  15 
2    3    6    7 
9  12  13  16 


! 


Gruppe  C 

2    5    6 

12  15  16 

3    4    7    8 

9  10  13  14 


Gruppe  D 
(12  9  10 
(3  4  11  12 

6  13  14 
8  15  16 


{? 


Gruppe  E 
3    5    7 
10  12  14  16 
2    4    6    8 
9  11  13  15 


Ul 


Gruppe  F 
9  11 
10  12 

5  7  13  15 

6  8  14  16 


(13    9  11      (1 
\2  4  10  12      12 


{ 


{ 


Gruppe  G 
3  13  15 
2  4  14  16 

5  7    9  11 

6  8  10  12 


Gruppe  H 
(14  9  12 
1 2  3  10  11 
1  5  8  13  16 
16  7  14  15 


Gruppe  J 
4  13  16 
[2  3  14  15 
[5  8  9  12 
16  7  10  11 


( 1  4  13  16   ( 1 
\2  3  14  15   (2 


Gruppe  K 
6  11  16 
2  5  12  15 
l3  8  9  14 
/  4  7  10  13 


Gruppe  L 

6  12  15 
12  5  11  16 
f  3  8  10  13 

7  9  14 


{i 


Gruppe  M 
10  16 
5  12  14 
2  8  9  15 
4  6  11  13 


(17 
13  5 


Gruppe  N 

( 1  7  12  14 

\3  5  10  16 

2  8  11  13 

6  9  15 


(2  8  11  13   ( 
\4  6  9  15   \ 


Gruppe  O 
8  10  15 
5  11  14 

2  7    9  16 

3  6  12  13 


{i 


Gruppe  F 
( 1  8  11  14 
\4  5  10  15 
( 2  7  12  13 
\3  6    9  16 


^  Bei  näherer  Untersuchung  finden  wir ,  dass   in  Gruppen  A ,  B^ 
(r,  H,  Z,  M  die  jedesmal   in  einem  System  vereinigten  vier  Ebenen 
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s^  In  einem  Punkte  schneiden,  während  das  bei  den  Systemen  der 
iMgea  Gruppen  nicht  der  Fall  ist  Wir  erhalten  also  24  Kem- 
ytskte  und  den  Satz: 

8b.  ausser  16  mal  zu  je  6  in  den  16  singnlären  Punkten  der 
fJlitehen  schneiden  sich  die  16  singnlären  Ebenen  noch  24  mal  zu 
Je  4  In  24  anderen  Punkten,  den  24  Kernpunkten  der  Flächen/^ 

Die  Coordinaten  der  Kernpunkte,  die  wir  mit  ^y  ßy  y^  ^^  Ui 
1.  s.  f.  bezeichnen,  sind  folgende: 

— 2ö  — 2d  1 

Gmppe  Az       (1,  2,  13,  14)    «      x  =  ^-j^-^  y  «  3^^    .-  3^ 

(3,  4,  15,  16)    ^  Im  Unendlichen.    Richtung  der  y  axe. 

(5,6,9,10)       y     x  =  — ^^—    y  =  3i^ 

1 


a+3^^ 


i^    ft   11    10.    ;i  -2a- 2H-2g  2d 

(7,8,11,12)  d    X ^:j:^^    y-i+3Ä 


Gruppe  Bz        (1,  4,  5,  8)  Cj     a;  = 

y  = 


a+3Ä 

^+*+^*"f-^*— 2c 
0—6+257+2^/* 
— &— öi—W— 2d  1 


a— 6-f-2a*4-26j        *       a— 6-|-2at+2W 

rin    11    1^  .if;\     Ä                — at— 6/— 2g  a+&— 2d 

(10,  11,  14,  15)     ft     o:  =  ^-j5 y  -  ---^ 

1 


a^h 


(2,  3,  6,  7)  y,     aj  =  ^     y  «  i     «  -  0 

(9,  .2,  .3,  ,6,      ,,    ,_=f=Hg^ 

— g— H-fl/+^/— 2d  1 

^  ""      a— 6-2aj— 26e  *  "^  a— A— 2a»-26* 

Gruppe  <7;       (1,  3,  13,  15)    a,    «  =  -t^  ^  — 


a  +  3Ä  ^       a-j-36  '  a+3& 

(2,4,14,16)    j5j   Im  Unendlichen.  Richtung  der«;  axe. 
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-2c      ^.  _  2ay-2W--2rf 

1 


(5,  7,  9,  11)      y,    X  -ä^ipj     y  «  — 3«^^ 


(6,8,10,12)    a,    -«3^qpj   y  = 3j^q^ 


3a  +  Ä 


— a— 6— a» — 2c 
Gruppe^:    (1,4,    9,12)    «s    x  ^  a^^^2ai\2H 


(2,3,10,11)     ft     a:^ -^^    y= ^— ^— 

1 


a— ft 


(6,7,14,15)    y3    ^  =  -1    y i    »-0 


(5,  8,  13,  16)    ^8    X 


2 
a-\-  h — ai  -  hi— 2e 


Gruppe  K:    (1,  6,  11,  16)    «4    x 


a— 6— 2a»— 2ÄI 

a—h^2ai—2bi        *  "*  a— 6— 2a»— 2W 
-a— 6+a^+W— 2c 


a— /»— 2a»— -iift» 

a+ft—g»— 6t— 2<f 1 

^  ""   a— &— 2at— 2/>*        *  "^  a-6— 2a»— 26» 

/o    *;    10    1K^     Ä               — a»-6»— 2c  — a— 6— 2rf 

(2,5,12,15)     ^4    ^  = ^ZTb y  =  — iZIfe— 

1 


a  — 6 


(3,8,    9,14)    y4    »=^    y i    »«0 

u  7   in  1Q^    ;»        _  a-|-6-|-a»+6»— 2c 
(4,7,10,13)     «J4    «=  a-6+2a»+2W 

a+6+a»+6»— 2d  1 

^  ""    a— 6+2a»+26»        *  ""  a— 6-|-2a»-|-26» 
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a4-b — ai — bi—  2e 
Groppe  3f:    (1,7,10,16)    «5    ""^  a^b''2ai^m 

y  *"      a-i— 2a»— 2W         *  ^  a-6-2w— 26i 

ai+W— 2<?  0+6 -2d 

(3,5,12,14)    ft    «--^-    y--^r- 


(2,  8,    9,  15)     y5    a^  =  -5     y  =  i     «-==0 


r-    «      -    -*v^     •  — o^* — o* — W— 2c 

(4,  6,  11,  13)     ^5    «  «  -  - 


a— 6+2a»+2W 
— a — A  ~  a  j — fti — 2rf  1 


y  ^       a— 6+2ai+1^6*  *  "^  a-i>+2a/+2i>/ 

Fassen  wir  die  Reellitätsverhältnisse  ins  Auge,  so  ergiebt  sich 

9a     „Von  den  24  Kernpunkten  sind  6  reell/' 

Die  vier  Eernpunpkte  y,,  ^3,  y«,  ^5  und  ebenso  die  beiden  im 
Unendlichen  liegenden  Kernpunkte  ß  und  ß^  sind  in  ihrer  Lage  voll- 
kommen unabhängig  von  den  willkflrlicheu  Coustanten  a,  5,  c,  <i, 
also  Fixpunkte  unserer  Flächen;  die  beiden  unendlich  fernen  Kern- 
punkte gehören,  weil  in  der  Richtung  der  x-  und  y-ze  liegend,  eben- 
8OW0I  der  «y-ebene  an  als  die  4  übrigen,  also: 

10.  „Es  giebt  in  der  ar^^-cbene  sechs  feste  Punkte,  in  welchen 
„sich  für  jede  Fläche  unserer  vielfach  unendlichen  Schaar  je  vier 
„singulare  Ebenen  schneiden  " 

Gehen  wir  auf  die  in  Gleichung  (7)  dos  ersten  Capitels  ange- 
führten Doppeltangenten  unserer  Lemniskate  zurück  und  setzen  in 
ihnen  beim  Uebergang  von  homogenen  zu  Cartesischen  Coordinaten 
to  =  1,  so  sehen  wir,  dass  die  6  in  der  x^-ebene  liegenden  Fixpunkte 
nichts  anderes  sind  als  die  Durchschnittspunkte  der  Doppeltangenten 
der  Lemniskate,  und  zwar 

/s  von  1)  und  4)-,        ^3  von  2)  und  4);        ß   von  3)  und  4) 
^5  von  1)  und  3);        y^  von  2)  und  3);        ß^  von  1)  und  2) 

IL  „Diese  6  Fixpunkte  sind  die  6  Durchschnittspunkte  der  4 
„Doppeltangenten  an  die  zu  Grunde  gelegte  Lemniskate/' 

Dass  die  singulären  Ebenen  der  Flächen  vierter  Ordnung  mit  16 
singulären  Punkten  aus  jeder  beliebigen  Ebene  die  Doppeltangenten 

Aith.  der  Math.  n.  Plijs.    2.  BeUie,  T.^VIL  9 
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ihrer  Schnittearve  mit  der  Fläche  ausschneiden,  daranf  hat  schon 
Kummer  hingewiesen  (Berl.  Monatsber.  1864,  356);  und  wir  finden 
hier  eine  Bestätigung  seiner  Bemerkung;  denn  setzen  wir  in  den 
Gleichungen  der  singulären  Ebenen  «  «  0,  so  zeigt  sich : 

12.  „Es  schneiden  aus  die  singulären  Ebenen  2,  3,  14,  15  aas 
„der  a^-ebene  der  Reihe  nach  die  Doppeltangenten  1,  4,  2,  3/^ 

Die  beiden  reellen  Doppeltangenten  1)  und  2)  werden  also  auch 
von  den  reellen  singulären  Ebenen  2  und  14  ausgeschnitten;  die 
beiden  anderen  reellen  singulären  Ebenen  1  und  13  schneiden  aus 
der  xy-ebene  die  beiden  reellen  Wendetangenten  der  Lemniskate  aus. 

13.  „Die  vier  reellen  singulären  Ebenen  der  Flächen  schneiden 
„aus  der  ar^-ebene  die  beiden  reellen  Doppeltangcnteu  und  die  bei- 
„den  reellen  Wendetangenten  der  Lemniskate  aus.'^ 

Die  beiden  im  Unendlichen  liegenden  Kernpunkte  kann  man  bei 
der  Unbestimmtheit  ihrer  «-Coordinate  auch  statt  der  Ebene  s  —  0 

den  beiden  Ebenen  «  «  ,.    ■  a  ^md  »  =  —  — --  -,a  zuteilen ;  dann  er- 

giebt  sich  bei  der  Betrachtung  der  «-Coordinaten  aller  Kernpunkte 
der  Satz: 

14.  „Die  24  Kernpunkte  liegen  zu  je  vieren  in  der  ^cy-ebene 
„und  5  ihr  parallelen  Ebenen/' 

Zu  erinnern  ist  hierboi,  dass  auch  in  jeder  singulären  Ebene  6 
Kernpunkte  liegen;  z.  B.  in  der  singulären  Ebene  1  die  Kernpunkte 
o  Äj  a^  «3  a^  «5» 

In  den  Gruppen  Ä  bis  P  waren  sämtliche  Systeme  von  je  4 
Ebenen,  von  denen  nicht  3  durch  denselben  singulären  Punkt  gehen, 
aufgeführt.  In  den  4  zu  einem  solchen  System  gehörigen  Ebenen 
liegen  nun  jedesmal  12  singulare  Punkte;  es  giebt  also  jedesmal  4 
singulare  Punkte,  welche  auf  keiner  der  vier  Ebenen  des  Systems 
liegen.  Die  diesen  4  Punkten  in  der  Zahlenbezeichnung  entsprechen- 
den singulären  Ebenen  gehen  nur  dann  durch  einen  Punkt,  wenn 
die  ursprüglichen  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  und  schnei- 
den sich  in  4  Punkten,  wenn  die  ursprünglichen  4  Ebenen  sich  in 
4  Punkten  schneiden.  Beispielsweise  schneiden  sich  die  4  Ebenen 
2,  3,  6,  7  im  Punkte  y,.    Es  li^en  auf  ihnen  die  singol&ren  Punkte: 

auf  2:  2  10  14  7  8  Ö 

-  3:  3  11  15  6  5  8 
.    6:  6  14  10  3  4  1 

-  7:  7  15  11  2  1  4 
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In  keiner  dieser  4  Ebenen  liegt  einer  der  vier  Punkte  9,  12, 
13,  16;  es  gehen  also  die  4  Ebenen  9,  12,  13,  16  durch  einen  Pnnkt 
(^i).  Rückwärts  kommt  man  von  dem  System  9,  12,  13,  16  wieder 
aaf  das  System  2,  3,  6,  7.  Je  zwei  solche  sich  entsprechenden  Sy- 
steme gehören  zn  derselben  Gruppe  und  sind  in  der  Tabelle  der 
Gruppen  bereits  durch  eine  Klammer  zusammengefasst  (siehe  femer 
Cap.  Vn,  S.  141). 

Capitel   IV. 
Da«  Kemtetraeder. 

Durch  je  drei  Kernpunkte  eioer  Gruppe,  zunächst  der  Gruppen 
Bj  F,  Jf,  M  legen  wir  eine  Ebene.  In  jeder  solchen  Ebene  liegen 
dann  noch  zwei  fernere  Kernpunkte.    Wir  erhalten  so  die  Ebenen  : 

MAßsrzl-  -«+H-»(-  a+b  -  2c*+2€^)+l  =  0 

kMsAyi] :  «-y+«(-a+i4-2c/-2d)+l  «0 

MA^4ßsY5l'  — MJ— y+«(— ö+*~2c*— 2d)+l  -  0 

b^^hßiYA^  ix+y+»{-^-a+b+2ci+2d)+l  «  0 

hftyi«8^s] '  2^+2y+Ä(— a-36+3ai+ii+4c-f-4W)  -  1— »«0 

kPays^i^i] '  -  2»--2y+«(- a— 3^»+3a^+W— 4ö-4</)— 1-  »«0 

[«4P*r4«6^6]  •  -  2»  -  2y+«(— a  — 3*— 3a/— M —4c  -4e2)  —1  +  i  ==0 

[«sJJsyft«  A] :  2x-f2H-«(~«— 3ä-3oi— W+4c-|-4rf)— 1-f » —0 

[^rAßiYii'  w-\-^i'2z{a+b+ci+d)  «  0 

[«jy«^sAyi] '  »H-H-2«(— a  -  b+d+d)  =  o 

[«4^464/^4/5] :  ix—y+2zia+b+ci—d)  =  0 
[otYi^iß4Y4\''   «c— y+2»(— a-Ä+«-  rf)  =  0 

[ßtYA^M  — 2a4-23rh«(— ö— 3ä— 3ai— ÄJ— 4c-Hd)  - 1+»  «  0 

[fcyj Vi*i] :  2a;-2y+a:— a  -3Ä— 3ae  ~ä»4-4c— 4^)— 1+»  =  0 

tf4yA«6^6l  ••  2:r.-^4.a(-a— 3H-3a*+Äi+4c-4rf) -1— «  «  0 

[fcy»^»«4^4]:  -2«+2y-f ä(  -a— 3^+3ai-f  W— 4<:+4€i)-l--»  =  0 

Es  liegen  also  in  einer  Ebene  die  Kernpunkte 
^^ißtYs  sowol  mit  «9  als  mit  6$  als  mit  ßi  als  mit  Yi\ 

«s'sftyi  «  91  «1  «  '1  »  ßs  «  ysi 
«A^sy«  M  «  «6  M  ^6  w  ßi  ji  y4; 
«ft^ft/'4y4     w    >^  «4      5j     ^4      5»     A      17      ys- 

Da  nnn  z.  B.  die  4  Punkte  «las'i^s  ^<^1^^  i^^   ®^°^f  Ebene  liegen, 
so  mflssen  jedesmal  die  4  Punkte 

9» 
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Us^jftn  •!>  l«*^5P4y4  :  F 

in  einer  geraden  Linie  liegen,  and  es  ist  zunächst  schon  ersichtlich, 
dass  die  durch  eine  Klammer  verbundenen  Paare  von  Geraden  sich 
nicht  schneiden.  Die  Geraden  mögen,  wie  oben  angegeben,  C,  D, 
E,  F  heissen.  Jede  derselben  ist  als  Schnittlinie  von  4  der  obigen 
£benen  gegeben. 

Es  schneiden  sich  nun  G  und  D  nicht,  und  E  und  F  nicht;  da- 
gegen schneiden  sowol  G  als  D  beide  Geraden  £  uud  F.  Wir  er- 
halten also  4  Punkte,  in  deren  jedem  sich  8  der  obigen  Ebenen 
schneiden,  und  deren  Coordinaten  sind: 

Punkt  CEc^d):       . -^^^ .    y-^3Ä     "  =  — ^fSft 

^     ,     ^   „        .,,                 ~2c               — 2a-2Ä-2rf  1 

Punkt  C,F«  (II):     «-3—,.     y 3^^—'     '  ^  3a+^ 

^     , ,  ^    „        ,TTTv  -2c  2a+2Ä— 2€i  1 

PunktD,  E-(ni):x-3^.    y--^^^-.     .  =  3^ 

Punkt  D,F-(IV):   a.»-^:p3f-.    y -^  -f:^,.    z ^^ 

Von  je  4  in  einer  Geraden  liegenden  Kernpunkten  gehören  jedes- 
mal 2  zu  einer  der  Gruppen  B^  H^  K^  3f  und  die  beide«  anderen 
zu  der  dieser  entsprechenden  Gruppe,  wobei  B  und  /f,  K  und  M 
einander  entsprechen.  Jetzt  stellen  wir  auch  die  Gruppen  A  und  G 
anders  zusammen: 

1    2    13    14  1    3    13    15 

3    4    15    16  2    4    14    16 

und 

5  7      9    11  5    6      9    10 

6  8    10    12  7    8    11    12 

und  wir  sehen  bei  einem  Blick  auf  die  in  der  Tabelle  der  Kern- 
punkte zusammengestellten  Ordinaten,  dass  die  Punkte  (1,2, 13,14), 
(5,  7,  9, 11),  (6,  8,  10, 12)  auf  einer  Geraden  A  mit  den  Gleichungen 

2c  1 

und  die  Punkte  (1,  3,  13,  15),  (5,  6,  9,  10),  (7,  8,  11,  12)  auf  einer 
Geraden  B  mit  den  Gleichungen 
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liegen.  Die  erste  dieser  Geraden  ist  der  y-axe  parallel,  und  da  dies 
aoch  die  vier  in  dem  anendlich  fernen  Kernpunkte  (3,  4,  15,  16) 
sich  schneidenden  Ebenen  sind,  liegt  auch  dieser  Punkt  auf  der  Ge- 
raden. Ebenso  liegt  der  Punkt  (2,  4,  14,  16)  auf  der  zur  a^axe 
parallelen  Geraden  6.    Also: 

15a.     „Die  24  Kernpunkte  liegen  zu  je  4  in  6  geraden  Linien.^' 

Es  schneiden  sich  nun  die  Geraden  A  und  B  untereinander 
nicht,  wol  aber  schneidet  jede  von  beiden  alle  4  Geraden  C,  D,  E, 
F,  und  zwar  in  den  Punkten  (I),  (II),  (III),  (IV)  der  vorigen  Seite: 

16a.    „Diese  6  Geraden  bilden  ein  Tetraeder.^^ 

In  diesem  Tetraeder  sind  A  und  6,  C  und  D,  E  und  F  Gegen- 
kanten, (I),  (II),  (III),  (IV)  die  Eckpunkte.  Die  Gleichungen  der 
Seitenflächen  sind: 

[I]  durch  (II),    (III),  (IV):  2ix+^-'Sa-b+4tci)+l  =  0 

[II]  durch  (III),  (IV),  (I):  2if+«(-a-3Ä-f4fi)-l  -  0 

[III]  durch  (IV),  (I),    (II):  2y+z(a+U+4d)+l  «  0 
flV]  durch  (I),  (II),  (III):  2iH-«(3a-H+4«5-l  =  0. 

Das  Tetraeder  heisse  das  Kcmtetraeder  unserer  Flächen.  Es 
folgen  die  Sätze: 

17.  „Zwei  der  Seitenflächen  dieses  Kemtetraeders  sind  der  x- 
„aic,  die  beiden  andern  der  y-axe  parallel.'^ 

18.  „Im  Kemtetraeder  sind  reell: 

1)  „Zwei  Gegenkanten  (A)  und  (B)'' 

2)  „die  in  der  einen  von  ihnen  (A)  liegenden  Eckpunkte 
„(II)  und  (III)*' 

3)  „die  durch  die  andere  von  ihnen  (B)  gehenden  Seiten- 
flächen [lUJ  und  [II]. 

19)  „Von  den  beiden  reellen  Gegenkanten  des  Kemtetraeders 
»ist  die  eine  der  :r-axe,  die  andere  der  y-axe  parallel.'* 

Ans  den  Coordinaten  der  Kernpunkte  lässt  sich  femer  noch 
nachweisen : 

20a.  „Die  4  auf  einer  Kante  des  Kemtetraeders  liegenden 
,J^empunkte  besitzen  ein  constantes  Doppelverhältniss,  das  fttr  die 
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„der  X'  und  ysxe  parallelen  Kanten  den  Wert  —1,  für  die  übrigen 
„den  Wert  +2  besitzt." 

Es  werde  noch  die  Bemerkang  angefügt: 

21a.    „In  jeder  Seltenfläche  des  Kemtetraeders  liegen  12  Kern- 
punkte." 

und  darauf  hingewiesen,  dass  jede  der  6  parallelen  Ebe- 
nen, in  welchen  nach  Satz  14.  die  Kernpunkte  liegen,  jede 
der  Tetraederkanten  in  einem  Kernpunkte  schneidet;  also: 

22.    „Die   Schnittpunkte   der   6  Tetraederkanten    mit   der  xy- 
„ebene  sind  die  6  Fixpunkte  unserer  Flächen." 


Capitel   V. 
DI«  Tlemiidswmiisig  Kemebenen. 

Bei  dem  reciprok  polaren  Verhalten  der  singnlären  Ebenen  und 
singulären  Punkte  der  Flächen  vierter  Ordnung  mit  16  singulären 
Punkten  Hegt  die  Vermutung  nahe,  es  werden,  ebenso  wie  sich  von 
unseren  singulären  Ebenen  24 mal  je  4  in  einem  Punkte  schnitten, 
auch  die  entsprechenden  singulären  Punkte  24  mal  zu  je  4  in  einer 
Ebene  liegen.  Und  in  der  Tat  zeigt  sich,  dass,  wenn  diesmal  die 
Zahlen  in  den  Gruppen  A  bis  P  die  singulären  Punkte  bedeuten, 
jedesmal  vier  zu  einem  System  vereinigte  Punkte  in  den  Gruppen 
A^  B^  Gy  H^  ü:,  M  in  einer  Ebene  liegen ,  während  das  für  die 
übrigen  nicht  der  Fall  ist: 

8b.  „Ausser  16  mal  zu  je  6  in  den  16  singulären  Ebenen  liegen 
„die  16  singulären  Punkte  noch  24  mal  zu  je  4  in  24  anderen  Ebe- 
„nen,  den  24  Kernebenen  unserer  Flächen.'^ 

Die  Gleichungen  der  Kernebenen  sind: 

[1,  3,  13,  15]:  «+2<?a«0 

[2,  4,  14,  16]:             «(3fl+Ä)-l  =  0 

[5,  6,  9,10]:  2H-«(3a+Ä+4c)— 1  «  0 

[7,  8,  11,  12] :  2x+»(-3a-H-4c)+l  «  0 


B 


[1. 

2, 

13,  U]: 

H-2«fa  =  o 

[3. 

4, 

15,  16]: 

«(a-|-36)+l=0 

[5. 

7, 

9,  11]: 

2fjrH(a-|-3*-Md»>fl  =  0 

[6, 

8, 

10,  12]: 

2w+«(-o-34-M<'»)— 1  -  0 
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[1,    4,    5,    8J:    ix+r{-Ma+b+ct+d)=^0 

[9,  12,  13,  16]:    «B— H-«{«-*+2c»-2d)— 1  -  0 

[2,     3,  10,  11]:     2aj-2jrh(— a-36-3a»-W+4c— 4d) 

— 1+»=:0 

[6,     7,  14,  15]:     2a;+2y+a(a+3&— 3ai  -bi+ic+id) 

+l+»  =  0 

[1,     4,    9,12]:     ix+if+M-a-b+ci+d]=0 
[5,    8,  13,  16]:    M;-y+2(-a+i+2ci  -  2rf)+l  «  0 
[2,    3,    6,    7]:    2*+2y+»(-a -3H-3ai+W+4c-f4d) 

— 1-t  -  0 
[10,  11,  14,  15]:  2x-2y-H(a+3Ä+3a»-K»-f4c-4a) 

+1  -»  -  0 

[1,     6,11,16]:    w-.y-f-2«(a+H-c»-<i)  «  0 

[4,    7,10,13]:     Mr+H-»(a-H-2<?»+2d)— 1  «  0 

[2,    8,    9,15]:     2a;+2H-»(-a    36— 3a»-W+4H-4c/) 

— 1+»  -  0 
[3,    5,12,14]:     2«-2y+«(«+3^^-3a»    W+4c-4d) 

+l+»-0 

[1,     7,  10,  16] :     ix- y+2«( -  a-^b^ci - c«)  «  0 
[4,    6,  11,  13]:    M.+H-«(-«+H-2«+2<^)+l  -  0 
p     1  [2,    5,  12,  15] :    2x-^2y+z(  -a-3i+3a»+Äi-f4ö— 4rf) 

— 1-»-0 

[3,    8,    9,  14]:    2a:+2H-«(a+3H3a»-K»+4H-4rf) 

+l-»-0 

9b.    ,,VoD  den  24  Kcrnebeneu  sind  6  reell/^ 

Yergleicbcu  wir  dio  Gloichangon  der  Kernebenen  mit  denen  der 
im  Beginn  des  vorigen  Capitels  aufgestellten  Ebenen,  so  sehen  wir, 
dass  sie  mit  diesen  identisch  sind.  Es  folgen  daraus  weiter  die  Sätze: 

15b.  „.Die  24  Kernebenen  schneiden  sich  zu  4  in  6  geraden 
„Linien.^* 

16b.    „Diese  6  geraden  Linien  bilden  ein  Tetraeder." 

23.  „Das  Tetraeder  aus  den  singulären  Ebenen  ist  mit  dem 
„Tetraeder  ans  den  singulären  Punkten  identisch  (Kerntetraeder).^ 

21b.  „In  jedem  Eckpunkte  des  Eemtetraeders  schneiden  sich 
»12  Kernebenen." 
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24a     ,  Jn  jeder  Kernebene  liegen  5  Kernpunkte/^ 
24b.    „Durch  jeden  Kernpunkt  gehen  5  Kernebenen/^ 

25.  „Durch  den  Coordinatenanfang  gehen  6  Kemebenen,  dereu 
,gede  eine  Kante  des  Kerntetraeders  enthält.'^ 

26.  „Die  4  in  einer  Kante  des  Kantentetraeders  sich  schneiden- 
„den  Kemebenen  schneiden  die  Gegenkante  in  deren  4  Kernpunkten.^* 

20b.  ^J)iG  4  in  einer  Kante  des  Kerntraeders  sich  schneiden- 
„den  Kernebenen  besitzen  ein  constantes  Doppelvcrhältuiss ,  das  für 
„die  der  x-  und  y-axe  parallelen  Kanton  den  Wert  —1,  für  die 
,, übrigen  den  Wert  +2  besitzt." 


Capitel   VI. 

Die  aeclia  In  einer  alngnlüren  Ebene  liegenden  alngnllfcren 

Punkte. 

Setzen  wir  in  unserer  Flächengleichung  (22)  70  =  I,  und  elimi- 
niren  aus  ihr  und  der  Gleichung  einer  unserer  siugulären  Ebenen 
eine  Unbekannte,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Projection  auf 
eine  der  Coordinatenebenen  der  Schnittcurve  der  singul&ren  Ebene 
mit  der  Fläche.  Da  die  singulären  Ebenen  die  Flächen  vierter  Ord- 
nung mit  16  singulären  Punkten  längs  eines  Kegelschnitts  berühren, 
müssen  wir  die  Gleichung  eines  doppelt  zählenden  Kegelschnitts  er- 
halten. Beispielsweise  hat  die  Projection  der  Schnittcurve  der  sin- 
gulären Ebene  1  mit  der  Fläche  auf  die  ^«-ebene  die  Gleichung: 

und  es  genügen  dieser  Gleichung  auch  die  Coordinaten  der  singulären 
Punkte  1,  6,  7,  8,  9,  13. 

Wir  fassen  die  in  der  singulären  Ebene  1  liegenden  6  singulären 
Punkte  1,  6,  7,  8,  9,  13  näher  ins  Auge.  Ihre  15  Verbindungslinien 
können  wir  auf  folgende  15  Arten  zu  je  dreien  zusammenstellen: 


1,  6;    7,    8; 

9,  13 
8,  13 

8,  9: 

9,  13 
8,  13 

«4 

1,7; 

6,  13; 

8,    9 

1,  6;    7,    9; 

1,8; 

6,    7; 

9,  13 

1,  6;    7,  13; 

1,7;    6,    8; 
1,  7;    6,    9; 

1,8; 

1,8; 
1,9; 

6,    9; 

6,  13; 
6,    7; 

7,  13 

7,  9 

8,  13 
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1,    9-,  6,    8;  7,  13 

1,     9;  6,  13;  7,    8 

1,  13;  6,     7;  8,    9 

1,  13;  6,    8;  7,     9 :  «^ 

1,  13;      6,     9;     7,     8:a 

Jede  Verbindungslinie  zweier  singuläron  Punkte  ist  die  Schnitt- 
linie zweier  singnlären  Ebenen;  aus  der  im  Capitel  II.  mitgeteilten 
Cayleyschen  Tabelle  ist  zu  entnehmen,  welche  beiden  singulären 
Ebenen  das  jedesmal  sind.  FQr  jede  Zusammenstellung  von  drei 
Verbindungslinien  findet  man  4  singulare  £benen,  und  zwar  sind  diese 
in  den  unterstrichenen  Fällen  solche  4  singulären  Ebenen,  die  sich 
in  einem  Punkte,  also  einem  Kernpunkte  schneiden.  Die  Kernpunkte 
sind  der  Beihe  nach  «y« ,  05 ,  a^ ,  crg ,  a^,  a.  Wir  können  also  auf  6 
verschiedene  Weisen  die  6  singulären  Punkte  in  der  singulären  Ebene 
1  so  zusammenstellen,  dass  die  3  Verbindungslinien  von  je  zwei 
Punkten  einen  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  haben.  Ist  dies  aber 
der  Fall,  so  ist  das  Sechseck,  in  welchem  je  zwei  verbundene  Punkte 
gegentLberliegende  Eckpunkte  sind,  einem  Kegelschnitt  umschrieben, 
also  ein  Brianchonsches  Sechseck,  und  der  gemeinschaftliche  Schnitt- 
punkt seiner  Diagonalen  heisst  dann  ein  Brianchonscher  Punkt.  Far 
jeden  Brianchonschen  Punkt  lassen  sich  aber  aus  den  6  Eckpunkten 
4  verschiedene  Sechsecke  bilden,  die  Kegelschnitten  umschrieben 
sind;  unsere  6  singulären  Punkte  in  der  singulären  Ebene  1  lassen 
sich  also  auf  24  verschiedene  Weisen  zu  einem  Brianchonschen 
Sechseck  zusammensetzen.  Dasselbe  Verhalten  zeigen  auch  die  jedes- 
mal 6  singulären  Punkte  in  den  übrigen  singulären  Ebenen;  wir  er- 
halten also  die  Sätze: 

27a.  „Die  6  in  einer  singulären  Ebene  liegenden  singulären 
funkte  liegen  nicht  nur  in  einem  Kegelschnitte,  sondern  bilden 
„auch  ein  Brianchonsches  Sechseck,  und  zwar  schneiden  sich  unter 
„ihren  lö  Verbindungslinien  6  mal  je  3  in  einem  Punkte.  —  Wir 
„erhalten  also  in  jeder  singulären  Ebene  24  Kegelschnitte,  um  welche 
„sich  aus  den  6  singulären  Punkten  in  derselben  Ebene  ein  Brian- 
„chonsches  Sechseck  bilden  lässt,  und  6  Brianchonsche  Punkte.^' 

28a.  ,.Die  6  Brianchonschen  Punkte  in  jeder  singulären  Ebene 
„sind  mit  den  6  in  derselben  Ebene  liegenden  Kernpunkten  iden- 
„tisch.** 

Betrachten  wir  nun  die  Lage  der  6  Kernpunkte  a,  »i,  a^,  039 
a«,  05  in  der  singulären  Ebene  1.  Es  stellt  sidi  heraus,  dass  stets 
in  einer  Geraden  liegen  die  Punkte 


Digitized  by 


Google 


138  Schjerningi  Fl&chenachartn  4.  Gr.  mit  16  sing.  PunkUn, 

«8        «a        «4 

oder,  dass  die  6  Punkte  in  den  Ecken  eines  vollständigen  Yierscits 
liegen,  wobei  a  und  orj,  a^  und  a^,  a^  und  a^  -Gegenecken  sind.  Auch 
dies  Resultat  können  wir  auf  die  Qbrigen  singulären  Ebenen  aus- 
dehnen: 

29a.  „Die  6  Brianchonschen  Punkte  (Kernpunkte)  in  jeder  sin- 
„guiären  Ebene  sind  die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierseits/' 

Wir  hatten  oben  die  Gruppen  A  und  G,  B  und  H,  K  und  M 
als  entsprechende  bezeichnet.  Es  liegt  nun  in  jeder  singul&ren  Ebene 
je  ein  Kernpunkt  aus  jeder  Gruppe,  und  die  beiden  Kernpunkte  aus 
entsprechenden  Gruppen  sind  Gegenecken  des  Vierseits. 

Die  beiden  Kernpunkte  aus  entsprechenden  Gruppen  haben  aber 
noch  besondere  Eigenschaften ;  wie  aus  der  Tabelie  fOr  die  singulare 
Ebene  1  auf  voriger  Seite  sich  orgiebt,  liegen  sie  mit  2  singulären 
Punkten  auf  derselben  geraden  Linie.  Auch  dies  lässt  sich  verall- 
gemeinern: 

3  >.  ,Jn  jeder  singulären  Ebene  liegt  ein  Kernpunkt  ans  jeder 
„Gruppe." 

31.  „Die  beiden  Kernpunkte  aus  entsprechenden  Gruppen  sind 
„Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits.'' 

32.  „Die  6  singulären  Punkte  jeder  singulären  Ebene  li^en  zu 
„je  zweien  auf  den  3  Diagonalen  des  durch  die  6  Kernpunkte  in 
„derselben  Ebene  bestimmten  vollständigen  Vierseits.'^ 

Wie  die  4  in  einer  Kante  des  Kemtetraeders  liegenden  4  Kern- 
punkte haben  nun  auch  die  4  in  einer  Diagonale  liegenden  ausge- 
zeichneten Punkte  ein  constantes  Doppelverhäitniss,  und  zwar  können 
wir  den  Satz  aufstellen: 

33.  „Die  in  jeder  Diagonale  eines  der  vollständigen  Vierseite 
„liegenden  beiden  singulären  Punkte  und  beiden  Kernpunkte  bc- 
„sitzen  ein  constantes  Doppelverhäitniss,  das  fOr  die  zur  ar-  und  y- 
„axe  parallelen  Diagonalen  den  Wert  --1,  für  die  ttbrigen  den  Wert 
„+2  bat*' 

Die  Punkte,  die  so  ein  constantes  Doppelverhäitniss  besitzen, 
sind  in  der  singulären  Ebene 
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«1 
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5 

12 

«4 

«. 

14: 

14 
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15 
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ß 

"» 

9 

12 
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y« 

7 

10 
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ys 

16: 

16 
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ß 
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10 

11 

«t 

«3 

8 

9 

«4 

«8 

Nur  die  Gerade  2  14  a  ^^  ist  der  a;-axe,  ond  3  15  /}  a^  der  y 
axe  parallel. 

Wir  können  za  den  in  diesem  Capitel  anfgefQbrten  Sätsien  die 
redprok  polaren  Sätze  aufstellen,  aasgehend  von  den  6  durch  einen 
singnlären  Punkt  gehenden  singnlären  Ebenen.  Es  mögen  nur  fol- 
gende Sätze  angefahrt  werden: 

27b.  ,,I>ie  6  durch  einen  singnlären  Punkt  gehenden  singulären 
,,Ebenen  umhüllen  nicht  nur  einen  Kegel  zweiten  Grades,  sondern 
„sie  lassen  sich  auch  auf  6  verschiedene  Arten  so  in  drei  Paare 
„ordnen,  dass  die  beiden  Ebenen  jedes  Paares  Gegenseiten  in  einer 
„einem  Kegel  zweiten  Grades  von  der  Spitze  aus  eingeschriebenen 
„sechsseitigen  Pyramide  sind.  Da  sich  nun  für  jede  solche  Anord- 
,,nung  4  verschiedene  einem  Kegel  zweiten  Grades  eingeschriebene 
„Pyramiden  finden  lassen,  und  da  sich  fOr  jeden  Kegel  nach  dem 
„Pascalschen  Satze  die  drei  Paar  Gegenebenen  in  drei  Geraden 
„schneiden,  welche  in  einer  Ebene  liegen  (Pascalsche  Ebene),  so  er- 
„halten  wir  aus  jedem  singulären  Punkte  24  Kegel  zweiten  Grades, 
,4q  welche  sich  aus  den  singulären  Ebenen  sechsseitige  Pyramiden 
„einschreiben  lassen,  und  6  Pascalsche  Ebenen.*' 

28b.  „Die  6  Pascalschen  Ebenen  durch  jeden  singulären  Punkt 
„sind  mit  den  6  Kernebenen  durch  denselben  Punkt  identiBch/' 
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29b.  „Eine  beliebige  Ebene  schneidet  diese  6  Pascalscben  !Ebe- 
„nen  (Kernebenen)  durch  jeden  singulären  Punkt  in  einem  voUstän- 
„digen  Viereck." 


Capitel    VII. 
Die  Flllelien  sind  Tetmedroide.  —  fioklass. 

Das  Tetraedroid,  ein  von  Cayley  entdeckter  Specialfall  der  all- 
gemeinen Kummerschen  Fläche,  hat  folgende  besonderen  Eigen- 
schaften: 

1)  nach  Cayley  (Lionville's  Journ.  Bd.  11,  S.  291;  1846):  Die 
vier  Seitenflächen  eines  gewissen  Tetraeders  schneiden  das  Tetraedroid 
in  Curven  vierter  Ordnung,  die  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallen;  die 
Schnittpunkte  je  zweier  solchen  Kegelschnitte  in  jeder  der  4  Tetra- 
ederebenen sind  singulare  Punkte  der  Fläche.  Die  Kegel,  die  der 
Fläche  von  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  aus  umschrieben  werden, 
sind  Kegel  vierten  Grades,  die  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades  zer- 
fallen, und  die  jedesmal  4  Ebenen,  welche  diese  beiden  Kegel  be- 
rühren, also  zusammen  16,  sind  singulare  Tangentialebenen  der 
Fläche. 

2)  Aus  dem  letzten  Satze  geht  hervor,  dass  die  singulären  Ebe- 
nen sich  zu  je  vieren  in  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  schneiden 
müssen,  und  ferner  folgt  aus  1),  dass  die  16  singulären  Ebenen  zu 
je  vieren  in  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  rücken  müssen,  (vgl. 
Rohn,  Math.  Ann.  18,  131). 

3)  nach  Klein  (Math.  Ann.  2,  217):  Die  6  singulären  Punkte  in 
jeder  singulären  Ebene  bilden  ein  Brianchonsches  Sechseck. 

Von  diesen  Forderungen  ist  bereits  bewiesen,  dass  die  6  singu- 
lären Punkte  ein  Brianchonsches  Sechseck  bilden,  und  zwar  lassen 
sie  sich  bei  unseren  Flächen  auf  6  verschiedene  Weisen  zu  einem 
solchen  verbinden  (Cap.  VI). 

Femer  ist  gezeigt  worden ,  dass  sich  die  16  singulären  Ebenen 
auf  6  verschiedene  Weisen  zu  je  vieren  in  den  Eckpunkten  eines 
Tetraeders  schneiden  (Cap.  III.),  in  dessen  Seitenflächen  zu  je  vieren 
die  16  singulären  Punkte  liegen  (Cap.  V.);  die  Eckpunkte  dieser  6 
Tetraeder  sind  in  unserer  Tabelle  der  Kernpunkte  zusammengestellt ; 
die  4  Eckpunkte  jedes  Tetraeders  gehören  zu  einer  Gruppe.  Die 
Seitenflächen  dieser  6  Tetraeder  sind  unsere  Kemebenen,  die  jedoch 
im  Cap.  V.  anders  zusammengestellt  sind;  die  Seitenflächen  eines 
Tetraeders  sind  so  zu  finden,   dass  z.  B.  für  das  durch  die  4  Kern- 
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punkte  der  Gruppe  A  bestimmte  Tetraeder  dem  Eckpunkte  (1,  2, 
13,  14)  die  Seiteufläche  [3,  4,  15,  16]  gegenüberliegt,  dem  Eckpunkte 
(3,  4,  16,  16)  die  Seitenfläche  [1,  2,  13,  14] ,  dem  Eckpunkte  (5,  6, 
9,  lü)  die  Seitenfläche  [7,  8,  11,  12]  und  dem  Eckpunkte  (7,  8,  11, 
12)  die  Seitenfläche  [5,  6,  9,  10];  kurz  so,  dass  beim  Uebergange 
von  Eckpunkten  zu  den  gegenüberliegenden  Seitenflächen  und  um- 
gdtehrt  für  das  eine  System  das  mit  ihm  in  den  Gruppen  des  Cap. 
III.  durch  eine  Klammer  verbundene  gesetzt  wird. 

Es  bleibt  noch  nachzuweisen,  dass  die  Kernebenen  die  Flächen 
Corren  vierten  Grades  schneiden,  welche  in  zwei  Kegelschnitte  zer- 
fallen, und  dass  die  4  Schnittpunkte  dieser  beiden  Kegelschnitte  sin- 
gulare Punkte  der  Flächen  sind.  Dass  dann  auch  die  der  Fläche 
aus  den  Kernpunkten  umschriebenen  Kegel  in  zwei  Kegel  zweiten 
Grades  zerfallen,  und  dass  die  Ebenen,  welche  zwei  solche  Kegel 
zweiten  Grades  berühren,  singulare  Ebenen  der  Flächen  sind,  geht 
dann  aus  dem  reciprok  polaren  Verhalten  der  singulären  Punkte  und 
singulären  Ebenen,  sowie  der  Kernpunkte  und  Kernebenen  hervor. 

Das  Zerfallen  der  Schnittcurven  der  Flächen  mit  den  Kern- 
ebenen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  zeigen :  Jeder  singulare  Punkt 
muss  in  der  Schnittcurve  einer  durch  ihn  gehenden  Ebene  mit  der 
Fläche  ein  Doppelpunkt  sein.  Unsere  Kernebenen  gehen  nun  jede 
durch  vier  singulare  Punkte  unserer  Flächen.  Es  muss  also  die 
Schnittcurve  auf  einer  Kernebene  4  Doppelpunkte  haben.  Da  un- 
sere Flächen  als  Flächen  vierter  Ordnung  von  einer  Ebene  nur  in 
Curven  vierter  Ordnung  geschnitten  werden,  Curven  vierter  Ordnung 
aber,  wenn  sie  nicht  zerfallen  sollen,  uud  drei  Doppelpunkte  haben 
dürfen,  so  zerfallen  die  Schnittcurven  auf  den  Kernebenen,  und,  da 
sie  vier  Doppelpunkte  haben  sollen,  notwendig  in  2  Kegelschnitte, 
deren  Schnittpunkte  die  4  in  der  Kernebene  liegenden  singulären 
Punkte  sind.  Unsere  Flächen  besitzen  daher  alle  angeführten  Eigen- 
schaften der  Tetraedroide ;  also : 

34.  „Die  Flächen  vierter  Ordnung  mit  16  singulären  Punkten, 
„welche  durch  eine  Lemniskate  gehen,  sind  Tetraedroide." 

35.  „Es  gicbt  jedoch  nicht  nur  ein,  sondern  6  Tetraeder,  auf 
„welche  sich  alle  von  Cayley  angeführten  Eigenschaften  des  Tetra- 
„edroids  beziehen  lassen.^' 

36.  „Nur  eins  dieser  Tetraeder  ist  völlig  reell." 

37  „Ein  jedes  dieser  6  Tetraeder  hat  4  Kernpunkte  zu  Eck- 
„punkten  und  4  Kernebenen  zu  Seitenflächen." 
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Es  läS8t  sich  zeigen,  dass  zwar  die  Seitenflächen  der  6  Tetra- 
eder die  Flächen  in  zerfallenden  Cnrven  schneiden,  dass  aber  die 
Seitenflächen  unseres  Kemtetraders  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen . 

Es  sei  noch  die  Bemerkung  angefügt,  dass  bei  jedem  der  6  Te- 
traeder oißiYidi  ein  Paar  Gegenkanten  (aidi  und  ßiyt)  mit  einem 
Paar  Kanten  des  Kerntetraeders  in  dieselben  Geraden  fällt 

38.  „In  jedem  dieser  6  Tetraeder  fallen  zwei  gegenaberliegende 
„Kanten  mit  je  2  Gegenkanten  des  Kerntetraeders  in  dieselben  ge- 
„raden  Linien/^ 

39.  „In  jeder  Kante  des  Kerntetraeders  oder  in  ihrer  Yerl&n- 
„gerung  Hegt  je  eine  Kante  von  zwei  verschiedenen  der  6  Tetra- 
„eder.^ 

Es  würde  wenig  Mühe  machen,  noch  weitere  Eigenscbaften  der 
betrachteten  Flächen  aufzufinden;  es  möge  hier  der  gelieferte  Nach- 
weis genügen,  dass  unsere  Flächen  einen  Specialfall  des  Cayleyschen 
Tetraedroids  darstellen.  Ist  schon  die  Configuration  von  16  Punkten 
und  16  Ebenen  bei  der  allgemeinen  Kummcrschen  Fläche  eine  merk- 
würdige (vgl.  Reye,  Acta  mathem.  Bd.  I),  und  geht  das  Tetraedroid 
schon  in  der  Mannigfaltigkeit  seiner  Eigenschaften  weit  darüber  hin- 
aus, so  sind  doch  die  Beziehungen  zwischen  den  slngulären  Punkten 
und  Ebenen  der  hier  betrachteten  Flächen  noch  bei  weitem  merk- 
würdiger, um  so  mehr,  als  man  nicht  aus  den  Augen  verlieren  mOge, 
dass  alle  diese  Beziehungen  für  alle  Flächen  einer  vierfach  unend- 
lichen Schaar  gelten,  Flächen,  die  nur  durch  eine  allen  gemeinsame 
Schnittcurve ,  die  zu  Grunde  gelegte  Lemniskate,  einen  Zusammen- 
hang mit  einander  haben. 

November  1887. 
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IX. 

Die  sphärische  Curve  vierter  Ordnung  als 
Einhüllende  von  Kreisschaaren. 

Von 

Emanuel  Czuber. 


Im  29.  Baado  der  Zeitschr.  für  Mathem.  n.  Phys.  i)  hat  Prof. 
J.  Thomae  eine  Reihe  von  Problemen  der  Cyklographie  nach  einem 
Verfahren  behandelt,  welches  sich  durch  grosse  Anschaulichkeit  aus- 
zeichnet*). Das  ebene  Kreissystcm  wird  mit  Hilfe  der  stereographi- 
scheu  Projection  auf  eine  Kugel  abgebildet  und  das  sphärische  Kreis- 
System  auf  den  Raum,  indem  jedem  Kreise  desselben  der  Pol  seiner 
Ebene  bezüglich  der  Kngel  als  Abbild  zugeordnet  wird.  Eine  Con- 
fignratioD  yon  Punkten  im  Räume  führt  dann  zunächst  zu  einer 
Gonfigaration  von  Kreisen  auf  der  Kugel  and  aus  dieser  ergibt  sich 
durch  stereographische  Projection  eine  Gonfigaration  yon  Kreisen  in 
der  Ebene. 

In  den  folgenden  Blättern  soll  nur  die  Beziehung  zwischen  der 
rftamlichen  Abbildung  und  dem  sphärischen  Kreissystem  im  Auge 
bebalten  and  dazu  benutzt  werden,  um  mit  ihrer  Hilfe  die  Eigen- 
schaften der  sphärischen  Curve  vierter  Ordnung  nachzuweisen;  die 
gewonnenen  Resultate  können  dann  durch  collineare  Transformation 
leicht  anf  die  allgemeine  Curve  vierter  Ordnung  erster  Species  über- 
tragen werden. 


1)  Das  ebene  KreiMystem  ond  seine  Abbildung  anf  den  Raam. 
S)  Vgl.  Dr.  W.  Fiedler's  Cyklographie,  pag.  S4a  flg. 
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Bevor  auf  den  eigentlichen  Gegenstand  eingegangen  wird,  sollen 
die  allgemeinen  Ergebnisse  des  angewandten  Abbildangsverfabrens 
in  einer  dem  vorliegenden  Zwecke  entsprechenden  Form  zasammen- 
gestellt  werden. 

§.  1. 

1.  Es  sei  K  die  Kugel,  P  ein  Punkt  des  Raumes,  K  der  ihm 
zugeordnete  Kreis.  Liegt  P  ausserhalb,  innerhalb,  auf  K ,  so  ist  K 
beziehungsweise  reell,  imaginär,  ein  Nullkreis.  Einem  unendlich 
fernen  P  enspricht  ein  grösster  Kreis ;  föllt  P  in  den  Mittelpunkt 
von  K,  so  geht  K  in  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis 
über.  Ein  imaginärer  Kreis  soll  durch  jenen  reellen  Kreis  vertreten 
werden,  welcher  P  zum  Mittelpunkte  hat.  Der  Kürze  halber  möge 
P  der  Pol  zu  K  heissen. 

2.  Es  seien  P,  P|  zwei  Punkte  im  Räume ,  p  die  sie  verbin- 
dende Grerade.  Die  zugeordneten  Kreise  K^  K^  haben  die  reciproke 
Polare  q  von  p  in  Bezug  auf  K  zur  Poteuzaxe;  sie  schneiden  sich 
reell,  imaginär,  berühren  sich,  jenachdem  p  die  Kugel  imaginär,  reell 
schneidet  oder  sie  berührt.  Sind  die  Punkte  P,  P^  conjugirt  bezüg- 
lich K,  so  schneiden  sich  iT,  K^  orthogonal;  ist  einer  dieser 
Kreise  imaginär,  so  wird  sein  reeller  Vortreter  von  dem  andern 
diametral  geschnitten. 

3.  Es  seien  P^,  P^,  Pg  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte,  P  die  durch  sie  bestimmte  Ebene,  /jj,  p»,  p^  die  Geraden  durch 
A-Ps»  ^8-Pii  A^a-  ^i6  zugeordneten  Kreise  iTi,  iT»,  Ä,  bilden  drei 
Paare  mit  den  Potcuzaxen  q^^  ^2)  98  ^^^  haben  den  Pol  P  von  P  in 
Bezug  auf  K  zum  Potenzcentrum.  Der  Kreis  K^  welcher  durch  P 
abgebildet  wird,  ist  ihr  gemeinsamer  Orthogonal  kreis;  er  geht 
in  einen  Nu  11  kr  eis  über,  wenn  P  die  Kugel  berührt;  wird  er 
imaginär,  so  ist  sein  reeller  Vertreter  gemeinsamer  Diametral- 
kreis von  iC^,  jfiTg,  Kq. 

4.  Die  einfach  unendliche  Gesamtheit  von  Kreisen,  welche  den 
Punkten  einher  Linie  entsprechen,  werde  als  Kreisschaar  be- 
zeichnet. 

Die  einer  Geraden  p  zugeordnete  oder  die  lineare  Kreis- 
schaar nennt  man  ein  Kreisbüschel,  die  Gerade  q  ist  seine 
Potenzaxe,  während  p  als  Polaraxe  bezeichnet  werden  soll. 
Jenachdem  p  die  Kugel  imaginär,  reell  schneidet  oder  berührt,  ist 
das  Kreisbüschel  ein  solches  mit  Grundpunkten,  mit  Grenzpunkten 
oder  ein  Berührungsbüschel. 
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Zwei  KreisbflBchel ,  deren  Polaraxen  p,  q  reciprok  sind  in  Be- 
zog aaf  K,  hdssen  conjugirte  Kreisbaschel;  weil  jeder  Punkt 
Yon  p  ztt  jedem  Punkt  von  q  conjugirt  ist,  so  schneidet  jeder  Kreis 
des  einen  Bascbels  jeden  des  andern  rechtwinklig,  daher  die  zweite 
Benennung  Orthogonalkreisbüschel.  Yon  zwei  conjugirten 
Büscheln  hat  das  eine  Grundpunkte,  das  andere  Grenzpnnkte  und  beide 
Ponktepaare  fallen  zusammen,  oder  es  sind  beide  Baschel  Berah- 
mngsbttschel. 

Die  einer  Curvo  C  zugeordnete  oder  allgemeine  Kreis- 
achaar hat  C  zur  Polarcurve,  die  Rackkehrkante  C*  der  re* 
ciproken  developpabeln  Regelfläche  F*  zur  Potenzcurve  in  dem 
Sinne,  dass  jeder  Punkt  yon  C  *  Potenzcentrum  für  drei  benachbarte 
Kreise  der  Schaar  ist*^).  Der  Durchschnitt  von  F*^  und  K,  die 
sphftrische  Curve  T,  ist  die  Einhüllende  der  Kreisschaar.  Sie 
kann  auch  als  Ort  der  Grundpunkte,  resp.  Grenzpunkte  der  Kreis- 
bflschel  erklärt  werden ,  welche  den  Tangenten  von  C  entsprechen, 
and  erscheint  nach  dieser  Auflassung  als  Selbstschattengrenze  der 
Kugel  bei  Beleuchtung  derselben  durch  C. 

Ist  die  Polarcurve  C  eine  Plancurve  und  P  ihre  Ebene,  dann 
reducirf  sich  C*  auf  einen  Punkt,  den  Pol  F*  von  P  in  Bezug  auf 
K,  welcher  das  Potenzcentrum  der  Kreisschaar  bildet;  die  Fläche 
F  *  geht  sonach  in  eine  Kegelfläche  mit  P*  als  Scheitel  über.  Aus 
diesem  Grunde  möge  eine  Kreisschaar  mit  ebener  Polarcurve  als 
konische  Kreisschaar  bezeichnet  werden. 

Bei  der  linearen  Kreisschaar,  wo  C  durch  die  Polaraxe  p  ver- 
treten ist,  degeneriren  C*  und  F  ♦  in  die  Gerade  q,  die  Einhüllende 
T  in  dasjenige  (reelle  oder  imaginäre)  Punktepaar,  welches  q  mit  K 
gemein  hat 

5.  Die  zweifach  unendliche  Gesamtheit  von  Kreisen,  welche  die 
Punkte  einer  Fläche  zu  Bildern  haben,  werde  Kreisnetz  genannt. 

Das  einer  Ebene  P  zugeordnete  oder  planare  Kreisnetz 
wird  als  Kreisbündel  bezeichnet;  P  ist  seine  Polarebene,  ihr 
Pol  F"^  das  Potenzcentrum.  P  schneidet  K  entweder  reell, 
imaginär  oder  berührt  sie ;  im  ersten  Falle  ist  der  dem  Bündel  nicht 
angehörende  Kreis  K,  welchen  P  mit  K  gemein  hat,  gemeinsamer 
Orthogonalkreis,  im  zweiten  Falle  ist  sein   reeller  Vertreter, 


*)  Die  Poteni  kann  anch,  wie  beim  Kreisbflchel,  constant  bleiben,  wenn 
die  Taagratendeveloppable  von  C  einer  zu  K  concentrisehen  Kngel  umschrie- 
ben ist. 

Axtk.  d.  lUili.  u.  Pkji.    2.  Beilie,  T.  VIL  10 
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gleichzeitig  der  kleinste  Kreis  des  Bündels,  gemeinsamer  Diame. 
tr alkreis  der  Kreise  des  Bündels;  im  dritten  Falle  zieht  sich  der 
Orthogonalkreis  in  einen  Nullkreis  zasammeu,  durchweichen  alle 
Kreise  des  Bündels  hindurchgehen. 

Einer  krummen  Fläche  F  entspricht  das  allgemeine  Kreis- 
netz. F  ist  seine  Polarfläche,  die  in  Bezug  auf  K  rcciproke  Fläche 
F*^  seine  Potenz  fläche  in  dem  Sinne,  als  jeder  Punkt  derselben 
Potenzcentrum  für  eine  Schaar  unendlich  benachbarter  Kreise  des 
Netzes  ist*).  In  dem  speciellen  Falle  des  planaren  Netzes  ist  F 
durch  P,  F*  durch  P*  vertreten. 

Aus  einem  Kreisnetz  wird  eine  Kreisschaar  herausgehoben,  in- 
dem man  seiner  Polarfläche  eine  Curve  aufschreibt  und  diese  als 
Polarcurve  ansieht.  Ein  planares  Kreisnetz  enthält  nur  lineare  uud 
konische  Kreisschaaren ;  es  lässt  sich  insbesondere  auf  zweifach  uu- 
endlichviele  Arten  in  Kreisbüschel  zerlegen  entsprechend  den  oo^ 
Strahlenbüscheln,  welche  in  seiner  Polarebeue  verzeichnet  werden 
können.  Im  allgemeinen  Kreisnetz  treten  allgemeine  und  konische 
Kreisschaaren  auf,  lineare  nur  dann,  wenn  seine  Polarfläche  gerade 
Linien  enthält. 

6.  Die  dreifach  unendliche  Gesamtheit  von  Kreisen,  welche  den 
unendlichen  Raum  zur  Abbildung  haben,  heisst  sphärisches 
Kreissystem. 

§.  2. 

7.  Die  Einhüllende  einer  konischen  Kreisschaar,  deren  Polar- 
curve eine  Kegelschnittslinie  ist,  ist  eine  sphärische  Curve 
vierter  Ordnung  T*,  als  Durchschnitt  eines  Kegels  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Kugel. 

In  der  Figur  Taf.  III.,  welche  die  folgenden  Untersuchungen 
erläutern  soll,  dient  die  Ebene  Pq  des  Polarkegelschuitts  Cq  als 
Bildebene,  ihr  Pol  in  Bezug  auf  K,  zugleich  die  Spitze  jenes  Kegels 
und  Potenzcentrum  der  Kreisschaar,  als  Projectionscentrum ;  der 
durch  Po  aus  K  geschnittene  Kreis  Kq  begrenzt  zugleich  die  Pro- 
jection  der  Kugel.  Da  die  Entfernung  des  Projectiouscenlrums  von 
der  Bildebene  bei  den  folgenden  Betrachtungen  keine  Rolle  spielt, 
so  genügt  die  Angabe  seiner  Orthogoualprojection  Fo\  welche  mit 
dem  Mittelpunkt  von  Kq  zusammenfällt. 


•)  Die  Potenz  bleibt  hier,  wie  beim  Kreisbündcl,   constant,    wenn  F  eine 
mit  K  concentriBche  Kagel  ist. 
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Die  Polaren  der  Punkte  von  Cq  in  Bezng  auf  Kq  sind  die  Spnren 
der  BerQhrnngsebenen,  die  Pole  der  Tangenten  von  Cq  in  Bezng  auf 
Kq  die  Spuren  der  Kanten  des  Kegels  PoT\  mit  andern  Worten: 
als  Spur  dieses  der  Curve  doppelt  umschriebenen  Kegels,  zugleich 
als  Projection  von  T*  in  Po  ergibt  sich  der  zur  Polarcurve  Co  in 
Bezug  auf  Kq  reciproke  Kegelschnitt  ^q,  u.  zw.  soweit  er  innerhalb 
Kf,  liegt,  dem  reellen,  und  soweit  er  ausserhalb  Kq  liegt,  dem  ima- 
ginären Teil  von  T*  entsprechend. 

£s  sei  Pj  ein  solcher  Punkt  in  Po ,  welchem  in  Bezug  auf  Kq 
und  So  dieselbe  Gerade  pot  ^^^  Polare  zugeordnet  ist;  dann  ist 
^oPoi  ^^^  Polarebene  von  P^  sowol  bezüglich  der  Kugel  als  auch 
bezüglich  des  Kegels  Po  ^09  trennt  somit  die  Schnittpunkte  eines 
jeden  aus  P^  gezogenen  Strahls  mit  den  beiden  Flächen  harmonisch 
von  P^;  geht  dso  ein  solcher  Strahl  durch  einen  beiden  Flächen  ge- 
meinschaftlichen, d.  h.  durch  einen  Punkt  von  T^  so  muss  er  noch 
einen  zweiten  derartigen  Punkt  enthalten.  Mithin  ist  P^  der  Scheitel 
eines  der  Curve  T^  doppelt  umschriebenen  Kegels,  der  ebenso  wie 
der  Kegel  aus  Po  von  zweiter  Ordnung  ist ,  weil  jede  durch  Pj  ge- 
legte Ebene  vier  Punkte  der  Curve  und  daher  zwei  doppelt  pro- 
jicirende  Strahlen  enthält.  Die  Berührungsebenen  dieses  neuen 
Kegels  schneiden  aus  der  Kugel  eine  zweite  durch  T^  eingehüllte 
konische  Kreisschaar  aus,  deren  Polarcurve  ein  in  der  Ebene  PoPoi 
oder  Pi  gelegener  Kegelschnitt  C\  und  deren  Potenzcentrum  P^  ist. 

Da  nun  zwei  Kegelschnitte  in  einer  Ebene  im  allgemeinen  drei 
Punkte  von  der  Beschaffenheit  besitzen,  wie  sie  bei  P^  vorausgesetzt 
wurde,  nämlich  die  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks,  so  gibt 
es  ausser  dem  ursprünglichen  Kegel  aus  Po  noch  drei  T^  doppelt 
umschriebene  Kegel  zweiter  Ordnung.  Die  Scheitel  dieser  vier  Kegel, 
PoPi  PjPj,  und  die  Ebenen  PiP^Ps,  welche  die  Seiten  jenes  Polar- 
dreiecks mit  Po  bestimmen,  im  Verein  mit  Po  bilden  Ecken  und 
Seitenflächen  eines  Polartetraeders  der  Kugel,  das  sie  wie  mit  dem 
Kegel  aus  Pq  auch  mit  den  drei  andern  gemein  hat.  Fasst  man  die 
Resultate  zusammen,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

„Der  sphärischen  Curve  T^  lassen  sich  im  allgemeinen  vier 
„Kegel  zweiter  Ordnung  doppelt  nmsehreiben,  oder,  was  dasselbe 
,p8t,  sie  hüllt  vier  konische  Kreisschaaren  ein;  die  Scheitel  jener 
„Kegel  oder  die  Potenzcentra  dieser  Schaaren  sind  die  Ecken  eines 
„bestimmten  Polartetraeders  der  Kugel,  dessen  Seitenebenen  die 
„Polark^elschnitte  der  Kreisschaaren  enthalten.^^ 

Wir  werden  dieses  Tetraeder  das  Fundamentaltetraeder 
von  T^  nennen.    Dem  obigen  ist  leicht  zu  entnehmen,  wie  dasselbe 
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durch  die  Annahme  von  C^  bestimmt  ist;  die  Ebene  Pq  von  Co  und 
ihr  Pol  Pq  in  Bezug  auf  K  bilden  eine  Ek:ke  und  die  ihr  gegenftber- 
liegende  Seitenfläche,  die  andern  Ecken  und  Seitenflächen  liefert  das 
gemeinsame  Polardreieck  von  S^  nnd  K^^^  welches  identisch  ist  mit 
dem  von  Q  und  iQ,,  weil  C^  und  6^  reciprok  sind  in  Bezug  auf  J^q. 

Die  Kreise  K^^  K^,  A'2,  üTg,  welche  die  Seitenebenen  des  Fnn- 
damentaltetraeders  aus  K  aasschneiden,  sind  Orthogonalkreise  der 
zugehörigen  Schaaren  der  T  ^  doppelt  berührenden  Kreise  und  stehen 
in  solcher  Beziehung  zu  einander,  dass  jeder  von  ihnen  der  gemein- 
same Orthogonalkreis  der  drei  andern  ist;  für  den  imaginären  unter 
ihnen  Qbernimmt  der  reelle  Vertreter  die  Bolle  eines  Diametral- 
kreises. 

8.  Legt  man  durch  eine  Kante  des  Fuudamentaltetraeders,  z.  B. 
durch  PqPs,  eine  Ebene,  deren  Spur  e  sein  möge,  so  schneidet  sio 
aus  der  Kugel  einen  Kreis  K  und  aus  T*  vier  Punkte  1  1*  2  2*; 
zwei  Seitenpaare  des  durch  die  letzteren  bestimmten  vollständigen 
Vierecks  schneiden  sich  in  den  Punkten  Pq»  A)  ^'^^  Schnittpunkt 
des  dritten  Seitenpaars  als  Pol  der  Geraden  PqA  ^^  Bezug  auf  den 
Kreis  K  liegt  dort,  wo  seine  Ebene  die  reciproke  Tetraederkante  pos 
schneidet,  in  M,  „Es  gibt  also  ausser  den  bereits  erkannten  vier 
„Schaaren  ausgezeichneter  Bisecanten  von  T^,  welche  durch  die 
„Ecken  des  Fundamentaltetraedcrs  gehen,  noch  drei  weitere,  welche 
„gegenüberliegende  Kanten  desselben  gleichzeitig  schneiden/^ 

Durch  einen  Punkt  A  von  T  ^  geht  aus  jeder  der  sieben  Schaaren 
eine  Bisecante;  die  nach  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders  lau- 
fenden bestimmen  auf  der  Curve  vier  Punkte,  welche  wir  mit  B^^ 
B^y  Bf^,  B^  bezeichnen  wollen,  so  dass  Bq  auf  APq  liegt  u.  s.  f.; 
die  drei  übrigen,  welche  die  reciproken  Kantenpaare  schneiden,  be- 
stimmen drei  Curvenpunkte,  welche  E^E^E^  heissen  mögen.  Der 
Znsammenhang  zwischen  beiden  Gruppen  besteht  darin,  dass  die 
Bisecanten  der  ersten  Gruppe  ein  vollständiges  Vierkant  mit  dem 
Scheitel  A  und  die  Bisecanten  der  zweiten  Gruppe  sein  Diagonal- 
dreikant bilden.  Das  Polargebilde  ist  ein  vollständiges  Vierseit  mit 
Diagonalen  und  liegt  in  der  Polarebene  von  A^  d.  L  in  der  in  diesem 
Punkte  an  die  Kugel  gelegten  Tangentialebene  A*;  seine  Seiten,  als 
reciproke  Polaren  der  durch  A  gehenden  Eegelkanten,  sind  Tan- 
genten der  vier  Polarkegelschnitte,  ergeben  sich  demnach  als  Durch- 
schnitt der  Ebene  A*  mit  dem  Fundamentaltetraeder;  die  Ecken 
des  Vierseits  liegen  in  den  Kanten  dieses  Tetraeders. 

Betrachten  wir  ferner  die  Berührungsebenen  der  vier  Kegel  in 
i4;  ihre  Pole  sind  Punkte  der  Polarkegelschnitte,  nämlich  die  Be- 
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rfthningspwikte  der  Seiten  des  Torerwähnten  Yierseits,  und  liegen, 
da  die  Tier  Bertthmngsebenen  die  Garventangente  a  in  ^  gemeinsam 
haben,  in  der  reciproken  Polare  a"^  toa  a  und  sind  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  den  Seitenflächen  des  Fnndamentaltetraeders. 

Nnn  bilden  die  Ebenen  A*  in  ihrer  Gesamtheit  die  Bertthrangs- 
ebenen  nnd  die  Geraden  a*  die  geradlinigen  Erzengenden  der  dar 
Kugel  Ungs  T^  nmschriebenen  Developpabeln;  wir  haben  also  den 
Satz: 

„Die  der  Engel  längs  T^  umschriebene  Developpable  durch- 
,,schneidet  die  Seitenflächen  des  Fundamentaltctraeders  in  den  Polar- 
„kcgelschnitten  der  vier  Ereisschaaren,  welche  durch  i^  eingehüllt 
„werden." 

Die  angestellte  Betrachtung  zeigt  eine  bemerkenswerte  Zuord- 
Dong  der  Tangenten  und  Punkte  der  vier  Polarkegelschnitte;  führt 
man  an  einen  derselben  eine  beliebige  Tangente,  so  gehören  zu  ihr 
zweimal  drei  Tangenten  der  drei  übrigen ,  welche  in  den  durch  die 
erste  Tangente  an  die  Eugel  gelegten  Berühmngsebenen  liegen;  und 
die  Berührungspunkte  eines  solchen  Tangentenvierseits  gehören  einer 
Geraden,  einer  Tangente  der  Engel,  an. 

9.  Aus  einer  Tangente  t  von  Q,  Fig.  1.,  entspringen  zwei 
Punkte  von  r*,  QQ*,  in  einer  Eante  des  Eegels  ans  Po;  <^®  ^^^ 
Eegel  längs  dieser  Eante  berührende  Ebene  hat  zur  Spur  die  Tan- 
gente t  von  (£o>  welche  dem  Berührungspunkt  T  von  t  reciprok  zu- 
geordnet ist;  die  Berühmngsebenen  der  Eugel  in  den  Punkten  QQ^ 
aber  haben  ihre  gemeinsame  Spur  in  t.  Die  Durchschnittslinien  des 
letztem  Ebenenpaares  mit  der  erstgedachten  Ebene  sind  nun  die 
Tangenten  t,  t*  von  T^  in  Q,  Q*  und  der  Schnittpunkt  D  von  t 
und  t  auch  ihr  Schnittpunkt.  Da  dieselbe  Betrachtung  auch  an  je- 
den der  drei  andern  Polarkegelschnitte  angeknüpft  werden  kann,  so 
Iftsst  sich  das  Resultat  folgendermassen  aussprechen: 

„Jede  zwei  Tangenten  von  T^,  deren  Berührungspunkte  auf 
„einerlei  Eante  eines  der  doppelt  umschriebenen  Eegel  liegen, 
„schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  seinem  Scheitel  gegenflber- 
^liegenden  Seitenebene  des  Fnndamentaltetraeders;  ebenso  werden 
„sich  die  Schmiegungsebenen  solcher  Punkte  in  derselben  Ebene 
„durchschneiden;  die  developpable  Fläche  von  T^  besitzt  also  in 
,Jeder  Seitenebene  des  Fnndamentaltetraeders  einen  Selbstdurchschnitt 
„oder  eine  Doppelcurve." 

Anders  ausgedrückt:  Die  Tangente  irgend  eines  Punktes  A  von 
T^  wird  itt  den  vier  Punkten,  wo  sie  die  Seitenflächen  des  Fnnda- 
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meutaltetraeders  durchdringt,  von  vier  andern  Tangenten  der  Cnrye 
geschnitten,  deren  Berahmngspunkte  J9o ,  -B^,  J9,,  7?,  in  den  ans  A 
nach  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders  gezogenen  Geraden  liegen. 
(Vgl.  Nr.  8). 

Die  Lagenbeziehung  von  T  ^  gegen  eine  Ecke  Pi  und  die  gegen- 
überliegende Seitenfläche  Pi  des  Fundamentaltetraeders  lässt  sich 
nun  so  charakterisiren,  dass  die  Punkte  der  Curve  paarweise  auf 
Strahlen  aus  P«  liegen ,  dass  die  Tangenten  und  Schmiegungsebenen 
eines  solchen  Punktepaars  in  Pi  sich  schneiden,  dass  endlich  jedes 
Punktepaar  durch  die  Ebene  Pi  von  Pi  harmonisch  getrennt  wird  ; 
ihren  zusammenfassenden  Ausdruck  findet  sie  in  dem  Satze,  „dwßs 
„T^  involutorisch-collinear  zu  sich  selbst  ist  in  Bezug  auf  jede  Ecke 
„des  Fundamentaltetraeders  als  Collineationscentrum  und  die  gegen- 
„überstehende  Seitenfläche  als  CoUineationsebene.^' 

Wir  kehren  zu  den  oben  nachgewiesenen  Doppelcurven  der  Tan* 
gentenfläche  von  T^  zurück.  Die  in  der  Ebene  Tq  befindliche, 
Fig.  1.,  hat  sich  als  Ort  des  Dnrchschnittspnnktes  D  der  Tangenten 
t  und  t  von  Cq  und  (Iq  ergeben;  diese  Tangenten  sind  vermöge  des 
Umstandes,  dass  t  die  Polare  des  Berührungspunkts  von  t  in  Bezug 
auf  Äq  ist,  einander  eindeutig  zugeordnet.  Wenn  aber  die  Tan- 
genten zweier  Curven  zweiter  Classe  projectivisch  auf  einander  be- 
zogen sind,  so  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Tangenten 
auf  einer  Curve  vierter  Ordnung.  „Die  vier  Doppelcurven  der  de- 
„veloppabeln  Fläche  von  T^  sind  also  Curven  vierter  Ordnung.^^ 

Den  Tangenten  ^,  «oi?  ^2;  ^s)  welche  Cq  und  Kq  zugleich  berühren, 
entsprechen  in  dem  eben  erläuterten  Sinne  diejenigen  Tangenten  ioo9 
^019  ^f  ^8  ^^^  ^0  f  deren  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  ^, 
'^if  ^%i  ^s  ^on  ^0  ^^^  ^0)  zugleich  Schnittpunkte  von  T^  mit  Po 
sind;  diese  Punkte  gehören  daher  der  Doppelcurve  auch  an,  und 
wir  haben  den  weiteren  Satz: 

„Diejenigen  Punkte,  welche  T^  mit  der  Oberfläche  des  Funda- 
„mentaltetraeders  gemeinsam  hat,  sind  zugleich  Punkte  der  Doppel- 
„curve  der  Tangentenfläche  von  TV* 

Den  Punkten  /S^q,  Sq^j  ...  von  T^  kommt  noch  eine  weitere 
Eigentümlichkeit  zu.  Die  ihnen  zugehörigen  Tangenten  von  T^  sind 
Kanten  des  Kegels  Pq  und  zwar  diejenigen,  wdlche  den  Tangenten 
<ooi  ^n  •  •  •  reciprok  entsprechen ;  legt  man  an  den  Kegel  längs  einer 
solchen  Kante,  etwa  Pq^oo»  die  Tangentialebene,  so  enthält  sie  ausser 
ihr  noch  die  benachbarte  Kegelkante  und  die  in  den  Schnittpunkten 
der  letzteren  mit  T^  an  diese  gezogenen  Tangenten,  welche  ihre  ge- 
meinsame Projection  in  too   haben   und  in   dem   ^S^o  benachbarten 
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Punkte  der  Doppelcorve  Dq  in  Po  sich  schnoiden ,  enthält  also  drei 
aofeinanderfolgeDde  Tangenten  and  vier  aufeinanderfolgende  Punkte 
von  T^.  Eine  solche  Ebene  bezeichnet  man  als  stationäre  Schmie- 
gnngsebeno  der  Gurve  oder  als  Inflexionstangentialebene  ihrer 
Tangentendeveloppabeln.  Daher  der  Satz:  „Die  Schnittpunkte  von 
„T*  mit  der  Oberfläche  des  Fundamentaltetraeders,  zugleich  jene 
„Punkte,  welche  die  Curve  mit  den  Doppelcurven  ihrer  Developpa- 
„bclu  gemein  hat,  sind  Punkte  der  stationären  Osculationsebenen  von 
„T^  oder  der  Inflexionstangeutialebenen  ihrer  Developpabeln."  Die 
Anzahl  solcher  Punkte,  die  imaginären  wie  die  reellen  gezählt,  ist 
4  X  4  =  16. 

Hieraus  lässt  sich  eine  weitere  Eigenschaft  der  Doppelcurven 
ableiten.  Den  Tangenten  t*,  t**  von  Cq,  welche  in  P,  sich  schnei- 
den, deren  Berflhrungspunkte  T*,  T**  also  in  der  Gegenseite  poi  ^^^ 
Polardreiecks  PiP^Pi  liegen,  entsprechen,  da  dieses^  Polardreieck 
Cq  und  6^0  gemeinschaftlich  zukommt,  die  Tangenten  t*^,  t**  von  Sq, 
welche  gleichfalls  in  P^  sich  schneiden  und  in  poi  ^^^e  Berührungs- 
punkte haben.  In  P^  sind  also  die  Schnittpunkte  zweier  Paare  zu- 
geordneter Tangenten,  t*  und  t*,  ^*  und  t**,  vereint,  P^  ist  also 
ein  Doppelpunkt  der  in  Pg  enthaltenen  Doppelcurve  Dq,  Tangenten 
der  durch  ihn  gehenden  Curvenäste  sind  die  gemeinsame  Spur  der 
Schmieguugsebenen  in  /S^q,  Si^  einer-  und  in  5|2,  S^^  andrerseits,  und 
da  diesen  Ebenen  in  Bezug  auf  die  Tangentenfläche  von  T^  der 
Charakter  von  Wendetangentialebenen  zukommt,  so  liefern  sie  fttr 
jeden  ebenen  Durchschnitt  dieser  Fläche,  also  auch  für  die  Doppel- 
curve £>o  Inflexionstangenten.  Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auch 
für  Ps  und  Pq  (wdnn  auch  für  letzteren  Punkt  mit  imaginären  Ele- 
menten) durchführen,  so  dass  man  den  Satz  aussprechen  kann: 

„Jede  der  vier  Doppelcurven  der  Developpabeln  von  T^  besitzt 
,4n  den  Eckpunkten  des  Fnndamentaltetraeders,  welche  ihrer  Ebene 
„angehören,  Doppelpunkte  mit  Inflexionstangenten.'^ 

Von  den  Doppelcurven  gehören  nur  die  ausserhalb  der  Kugel 
liegenden  Teile  dem  reellen  T^  an,  und  diese  werden  von  denjenigen 
Tangenten  von  C,  (und  den  ihnen  zugeordneten  von  6^i)  erzeugt, 
welche  Ki  oder  die  Kugel  nicht  schneiden.  Gehen  wir  in  Fig.  1  von 
einer  Tangente  (0  aus,  welche  Kq  schneidet,  deren  Berührungspunkt 
(T)  aber  ausserhalb  Kq  liegt,  so  befinden  sich  auf  dem  reellen  Kugel- 
kreise, dessen  Pol  (T)  ist,  zwei  imaginäre  Punkte  von  T*,  deren 
reelle  Verbindungslinie  die  zu  (t)  reciproke  Kegelkante  ist,  und  deren 
imaginäre  Tangenten  sich  in  dem  reellen  Punkte  (D)  des  parasiti- 
schen Teils  von  Dq  schneiden.  Wenn  nun  (T)  insbesondere  mit 
einem  der  Schnittpunkte  jPqo,  Pqd  •'^s»  ^os  ^^^  ^o  ^^^  ^9  z.  B.  mit 
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Fqo  zaBammenOlIt,  so  rückt  auch  (D)  nach  Fqq  und  jede  der  beiden 
imaginären  Gurventangenten ,  die  sich  hier  schneiden,  hat  demnach 
mit  der  Kngel  drei  Punkte  gemein  —  zwei  Nachbarpunkte  von  T^ 
und  2^00  "^  )  ™Q^^  daher  ganz  in  der  Kugelfläche  liegen,  d.  h.  die 
imagin&ren  Inflexionstangenten  der  Kugel  in  den  Punkten  Fq«,  Fqu 
. . .  sind  zugleich  imaginäre  Tangenten  von  T^.  Wir  sprechen  dies 
in  dem  Satze  ans:  „Die imaginären  Inflexionstangenten  der  Kugel  in 
, Jenen  Punkten,  wo  sie  den  Polarkegelschnitten  der  vier  durch  T^ 
„eingehttUten  Kreisschaaren  begegnet,  sind  zugleich  Tangenten  von 
^j4,u  x>iese  16  Punkte  liegen  zu  je  vier  in  den  Orthogonalkreisen 
jener  Kreisschaaren. 

10.  Legt  man  durch  einen  ausserhalb  T^  beliebig  angenomme- 
nen Punkt  M  ein  Ebenenbündei ,  so  ist  in  jeder  Ebene  desselbea 
durch  die  vier  Punkte  von  T  \  welche  ihr  angehören,  und  durch  den 
Punkt  M  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt;  der  Ort  all  dieser 
Kegelschnitte  ist  eine  durch  T^  und  ikf  gehende  Fläche  zweiter  Ord- 
nung. Mit  jedem  neuen  Punkte  ergibt  sich  im  allgemeinen  eine 
neue  Fläche,  und  die  Gesamtheit  aller  wird  ein  Flächenbflschel 
zweiter  Ordnung,  T^  seine  Basiscurve  genannt  Es  ist  eino 
Gesamtheit  von  einfach  unendlicher  Mächtigkeit,  weil  jede  Fläche 
zweiüach  unendlich  viele  Punkte  des  Raumes  aufnimmt. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  das  Fundamentaltetraeder 
von  T  ^  für  jede  Fläche  des  Büschels  ein  Polartetraeder  ist,  mit  an- 
dern Worten:  „Das  Fundamentaltetraeder  der  Basiscurve  T^  des 
„Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  ist  gemeinsames  Polartetraeder 
„aller  Flächen  des  Büschels.''  Umgekehrt:  Der  Durchschnitt  der 
Kngel  mit  einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Gnrve 
vierter  Ordnung  und  das  den  beiden  Flächen  gemeinsame  Polar- 
tetraeder ihr  Fundamentaltetraeder. 

Um  eine  von  den  Regelflächen  des  Büschels  durch  T^  zu 
erhalten,  lege  man  durch  eine  beliebige  Bisecante  der  Curve  ein 
Büschel  von  Ebenen;  diese  bestimmen  mit  der  Curve  eine  Schaar 
neuer  Bisecanten,  zugleich  die  eine  Regelschaar  einer  durch  T^ 
gehenden  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  während  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels der  andern  Regelschaar  angehört.  Nur  wenn  die  ursprüng- 
lich gewählte  Bisecante  durch  eine  Ecke  des  Fundamentaltetraeders 
geht,  wird  die  aus  ihr  abgeleitete  Fläche  entwickelbar  und  besitzt 
nur  eine  Kegelschaar.  „Die  Kegel  aus  den  Ecken  des  Fnndmental- 
„tetraeders  sind  also  die  einzigen  entwickelbaren  Flächen,  welche  in 
„dem  Büschel  zweiter  Ordnung  auftreten.'^ 

11.  Der  Darstellung  vonT^  alsl  Einhüllende  vom  Kreisschaaren 
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möge  ihre  Erzeugung  durch  projectivische  Kreisbttschel  gegenüber 
gestellt  werden. 

Ein  Kreisbascbel  steht  mit  der  geraden  Punktreihe,  durch  welche 
es  auf  den  Raum  abgebildet  wird,  in  eindeutiger  Beziehung.  Wenn 
daher  zwei  gerade  Punktreihon  p,  p*  projectiviseh  auf  einander  be- 
zogen sind,  so  gilt  dies  auch  bezüglich  der  ihnen  zugeordneten  Kreis- 
büschel, welche  als  projectivische  Ereisbüschel  bezeichnet 
werden  mögen. 

Indem  wir  uns  mit  der  Frage  nach  dem  Ort  des  Schnittpunktes 
entsprechender  Kreise  oder  dem  Erzengniss  zweier  projectivische  n 
Kreisbüschel  einer  Kugel  besch&ftigen,  haben  wir  zu  unterscheiden, 
ob  die  zugeordneten  Punkreihen  p ,  p*  in  perspectivischer  oder  in 
allgemeiner  Lage  sich  befinden. 

Sind  P,  P*  zwei  homologe  Punkte  von  p,  p*;  Ä,  iT*  die  ent- 
sprechenden Kreise,  so  sind  die  Schnittpunkte  Q,  Q^  von  K,  K* 
Punkte  des  gesuchten  Ortes.  Da  nun  die  Geraden  FP*^  QQ^  con- 
jugirt  sind  bezüglich  der  Kugel,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

„Das  Erzengniss  zweier  projectivischen  Kreisbüschel  auf  dner 
,4^ngel  ist  gleichbedeutend  dem  Durchschnitt  der  Kugel  mit  der- 
„ jenigen  Flüche,  welche  dem  Strahlensystem  polarreciprok  ist,  das 
„die  den  Kreisbüscheln  zugeordneten  Pnnktreihen  bestimmen/* 

a)  Befinden  sich  die  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage,  so 
ist  das  durch  sie  bestimmte  Strahlensystem  ein  Strahlenbüschel,  das 
polarredproke  Gebilde  eine  Ebene.    Daraus  folgt: 

„Der  Ort  des  Schnittpunktes  entsprechender  Kreise  zweier  pro- 
niectivischen  Kreisbüschel  einer  Kugel,  welche  einen  Kreis  selbst- 
„entsprechend  gemein  haben,  ist  ein  zweiter  Kreis,  welcher  mit  den 
„beiden  Büscheln  ein-  und  demselben  Kreisbündel  angehört.** 

b)  Befinden  sich  die  Punktreihen  in  allgemeiner  Lage,  so  wird 
das  durch  sie  bestimmte  Strahlensystem  von  einem  Kegelschnitt  ein- 
gehüllt, wenn  die  Trftger  p,  p*  sich  schneiden,  und  es  erfollt  eine  wind- 
schiefe Regelflftche  zweiter  Ordnung,  wenn  sie  sich  kreuzen;  im  er- 
sten Falle  ist  das  reciproke  Gebilde  ein  Kegel,  im  zweiten  Falle 
eine  windschiefe  Regelfläche  zweiter  Ordnung.  Es  ergibt  sich  also 
der  Satz: 

„Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Kreise  aus  zwei 
„projectivischen  Kreisbüscheln  einer  Kugel  in  allgemeiner  Lage  is( 
„eine  Gurve  vierter  Ordnung  T*," 
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§.  3. 

12.  Den  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  sphärische  Curve 
vierter  Ordnung  soll  nun  eine  Untersuchung  ihrer  Formen  ange- 
schlossen werden  als  Correlat  der  verschiedenen  Beziehungen,  in 
welche  eine  Eegelschnittslinie  zur  Kugel  treten  kann.  Zwar  werden, 
da  dem  früheren  zufolge  einer  solchen  Kaumcurve  im  allgemeinen  vier 
Kegelschnitte  zugeordnet  sind,  an  demselben  Falle  mehre  derartige 
Beziehungen  zugleich  erscheinen;  doch  die  Zusammenstellung  dieser 
Combinationen  soll  der  Untersuchung  der  Einzelfälle  nachgestellt 
werden. 

Im  folgenden  bezeichnen  wir  den  Polarkegolschnitt  mit  C,  seine 
Ebene  mit  P,  ihren  Pol  in  Bezug  auf  K  mit  P,  den  von  ihr  ausge- 
schnittenen Kugelkreis  mit  K,  endlich  den  zu  C  in  Bezug  auf  K 
reciproken  Kegelschnitt  mit  S. 

I.  Die  Ebene  P  schneidet  die  Kugel  imaginär.  Da 
ihr  Pol  P  innerhalb  der  Kugel  liegt,  so  besteht  T^  aus  zwei  ge- 
trennten geschlossenen  Curvenästeu.  Das  Fundamontaltetraeder  ist 
vollständig  reell,  weil  das  gemeinsame  Polardreieck  von  C  und  dem 
imaginären  K  es  ist,  alle  vier  doppelt  projicirenden  Kegel  von  T^ 
sind  also  reell.  Mit  P  und  einer  zweiten  Ebene  des  Fnndamental- 
tetraeders,  derjenigen,  welche  dem  innerhalb  ^  (und  C)  gelegenen 
Eckpunkte  desselben  zugeordnet  ist,  gibt  die  Curve  keine,  dagegen 
mit  den  beiden  andern  je  vier  reelle  Schnittpunkte,  besitzt  also  acht 
reelle  stationäre  Schmiegungsebenen. 

Liegt  der  Mittelpunkt  von  K  in  einer  Axe  von  C\  so  rückt  eine 
Ecke  des  Fundamentaltetraeders  in  Richtung  der  andern  Axe  von  C 
ins  unendliche  und  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  verwandelt 
sich  in  die  zu  dieser  Richtung  conjugirte  Diametralebene  der  Kugel; 
von  den  vier  doppelt  projicirenden  Kegeln  geht  einer  in  einen  Gy- 
linder  über,  mit  andern  Worten,  T*  wird  in  Bezug  auf  eine  Diame- 
tralebene der  Kugel  orthogonal-symmetrisch. 

Bei  concentrischer  Lage  von  C  und  K  bilden  der  Mittelpunkt 
und  die  unendlich  fernen  Axenpunkte  von  C  das  gemeinsame  Tripel 
conjugirter  Punkte,  zwei  der  doppelt  projicirenden  Kegel  verwandeln 
sich  in  Cylinder,  T^  wird  bezüglich  zweier  zu  einander  normaler 
Diametralebenen  der  Kugel  orthogonal-symmetrisch. 

Entfernt  P  sich  ins  unendliche,  so  fällt  P  mit  dem  Centrum  der 
Kugel  zusammen,  und  T  ^  wird  ein  sphärischer  Kegelschnitt ,  der  in 
Bezug  auf  drei  gegenseitig  rechtwinklig  sich  schneidende  Diametral- 
ebenen der  Kugel  orthogonale  Symmetrie  aufweist  ^  diese  drei  Ebe- 
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neu  im  Verein  mit  der  unendlich   fernen  bilden  sein  Fnndamental- 
tetraeder. 

Findet  zwischen  C  nnd  K  doppelte  (ideelle)  Berührung  statt,  so 
besitzen  beide  unzählich  viele  gemeinsame  Polardreicke  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Ecke  P^  nnd  Gegenseite  p^ ;  also  entsprehen  auch 
T^  unendlich  viele  FnndameDtaltetraeder,  welche  eine  Ecke  (/\)  und 
die  ihr  coDJugirte  Seitenfläche  (Ppi)  sowie  ein  Paar  Gegenkanten 
gemein  haben,  von  welch'  letzteren  die  eine  durch  F  geht  und  die 
andere  in  P  liegt.  Ausser  den  beiden  doppelt  umschriebenen  Kegeln 
aus  P  und  P^  gibt  es  unendlich  viele,  deren  Scheitel  die  Gerade 
Pi  erfüllen;  diese  fallen  in  ein  Ebenenpaar  durch  p^  zusammen,  T^ 
zerflillt  also  in  zwei  ebene  Schnitte  oder  Kreise  der  Kugel ,  welche 
zwei  (imaginäre)  Punkte  von  p^  mit  einander  gemein  haben  (Doppel- 
punkte von  T  ^).  In  Bezug  auf  die  zu  p^  senkrechte  Diametralebene 
der  Kugel  besteht  orthogonale  Symmetrie,  weil  der  vorliegende  Fall 
in  dem  zuerst  angeführten  Sonderfalle  inbegriffen  ist.  —  Die  vor- 
stehende Bedingung  ist  u.  a.  auch  erfüllt,  wenn  C  ein  mit  K  con- 
centrischer  Kreis  ist;  weil  dann  p^  ins  unendliche  rückt,  so  löst 
sich  T^  in  zwei  Parallelkreise  auf,  und  in  Bezug  auf  alle  Ebenen 
durch  PPj  besteht  orthogonale  Symmetrie.  Wird  überdies  P  zur 
unendlich  fernen  Ebene,  so  zerfällt  T*  in  zwdi  gleiche  Parallelkreise, 
welche  einen  Sonderfall  des  sphärischen  Kegelschnittes  repräsentiren. 

II.  Die  Ebene  P  schneidet  die  Kugel  reell.  Zwischen 
C  nnd  dem  reellen  Kreise  K  können  nachstehende  Beziehungen  ein- 
treten. 

a)  C  und  K  haben  weder  reelle  Punkte  noch  Tangenten  ge- 
meinsam. Dies  findet  statt,  wenn  eine  dieser  Linien  die  andere 
einschliesst.  Wird  C  von  K  eingeschlossen,  so  ist  T^  vollsändig 
imaginär;  findet  das  umgekehrte  statt,  so  weist  T^  dieselben  Eigen- 
schaften auf  wie  im  Falle  I.  Orthogonale  Symmetrie  in  Bezug  auf 
eine  oder  auf  zwei  zu  einander  normale  Diametralebenen  der  Kugel 
ergibt  sieh ,  wenn  der  Mittelpunkt  von  K  einer  oder  beiden  Axen 
von  C  angehört,  und  sie  besteht  noch  in  Bezug  auf  eine  zweite,  re- 
specüve  dritte  Diametralebene,  wenn  K  ein  grösster  Kreis  ist 

b)  C  und  K  haben  keine  reellen  Punkte,  aber  vier  reelle  Tan- 
genten gemeinsam.  Dies  tritt  ein,  wenn  beide  Linien  sich  gegen- 
seitig ausschliessen.  T  ^  zeigt  dieselben  Eigenschaften  wie  im  Falle  I. 
Einfache  Orthogonalsymmetrie  ergibt  sich,  wenn  der  Mittelpunkt  von 
K  auf  einer  Axe  von  C  liegt;  zweifache  Symmetrie,  wenn  überdies 
P  eine  Diametralebene  der  Kugel  ist;  T^  ist  endlich  dreifach  sym- 
metrisch oder  ein  sphärischer  Kegelschnitt,  wenn  C  eine  mit  der 
Kugel  concentrische  Hyperbel  ist» 
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c)  G  und  K  haben  vier  reelle  Paukte  nnd  Tangenten  gemeinsam. 
Dieser  Fall  liegt  der  Fig.  1  zu  Grande.  T^  zeigt  dieselben  Merk- 
male wie  im  Falle  L,  die  Bedingungen  der  Symmetrie  sind  die  näm- 
lichen wie  in  11.  a) 

d)  C  und  K  haben  vier  reelle  Punkte,  aber  keine  Tangenten 
gemeinsam.  Dies  findet  nnr  statt,  wenn  C  eine  Hyperbel  ist,  und 
da  anter  obiger  Yoraussetzong  alle  ihre  Tangenten  den  Kreis  K 
schneiden,  so  ist  T^  vollständig  imaginär. 

e)  C  und  K  haben  zwei  reelle  Pnnkte  nnd  Tangenten  gemein- 
sam. Dieselbe  Beziehung  besteht  auch  zwischen  €:  und  iT,  T^  ist 
demnach  eine  einfach  zusammenhangende  Curve;  von  ihrem  Fnnda- 
mentaltetraeder  sind  nur  zwei  Ecken  und  die  conjugirten  Seitenebenen 
reell,  weil  an  dem  C  und  K  gemeinsamen  Polardreieck  nnr  eine  Ecke 
nnd  die  gegenüberliegende  Seite  reell  ist  Dementsprechend  besitzt 
T^  nur  zwei  doppelt  omschriebene  Kegel  und,  da  jede  der  reellen 
Seitenebenen  des  Fundamentaltetraeders  zwei  reelle  Punkte  der  Gnrve 
enthält,  vier  reelle  stationäre  Osculationsebenen.  Grehört  der  Mittel- 
punkt von  K  einer  Axe  von  C  an,  so  ist  T^  orthogonal-symmetrisch 
in  Bezug  auf  eine,  und  ist  ausserdem  K  ein  grösster  Kreis,  in  Bezug 
auf  zwei  zu  einander  ^normale  Diametralebenen  der  Kugel. 

Fasst  man  die  bisher  gewonnenen  Resultate  mit  Ausseracht- 
lassung  der  Fälle,  wo  ein  Zerfall  in  niedere  Curven  stattfindet,  zu- 
sammen, so  ergibt  sich  folgendes:  „Die  sphärische  Gurve  vierter 
„Ordnung  besteht  entweder  aus  zwei  getrennten,  geschlossenen  Aesten 
„oder  bildet  eine  einlache,  geschlossene  Linie.  —  Im  ersten  Falle  ist 
„ihr  Fundameotaltetraeder  vollständig  reell;  seine  Ecken  sind  die 
„Scheitei  von  vier  der  Gurve  doppelt  anuchriebenen  Kogeln  zweiter 
„Ordnung,  und  seine  Seitenflächen  enthalten  vier  ihrer  Tangenten- 
„devdoppabdn  doppdt  eingeschriebene  Gorven  vierter  Ordnong; 
„von  den  16  stationären  Schmiegungsebenen  sind  acht  reell.  —  Im 
„zweiten  Falle  sind  nur  zwei  Ecken  und  die  gegenflberliegenden 
„Seitenflächen  des  Tetraeders  reell;  dementsprechend  sind  auch  nnr 
„zwei  von  den  doppelt  umschriebenen  Kegeln  und  zwei  von  den 
„doppelt  eingeschriebenen  Curven  wirklich  vorhanden;  die  Zahl  der 
„reellen  stationären  Schmiegungsebenen  reducirt  sich  auf  vier".  — 
An  der  zweiteiligen  Gurve  sind  von  den  aufgezählten  Beziehungen 
zwischen  Polarkegelschnitt  und  Kugel  die  Fälle  I.,  II.  a),  II.  b),  IL  c) 
vereinigt;  der  einteiligen  Gurve  entspricht  in  beiden  reellen  Seiten- 
ebenen ihres  Fundamentaltetraeders  der  Fall  11.  e). 

Den   verschiedenen   Fällen  der  Berähnmg  von  C  und  K  mdge 
eine  allgemeine  Bemerkung  vorangestellt  werden. 
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Wie  in  Nr.  9  erläutert  worden,  führt  eine  Tangente  «  von  C  im 
allgemeinen  zn  zwei  Punkten  Q,  Q*  von  T^,  und  die  Polarebene 
ihres  BerOhrungsiniuktes  T  bezOglich  der  Kugel  schneidet  aus  den 
beiden  durch  t  an  die  Kugel  gelegten  Berflhrungsebenen  die  Tangenten 
T,  »*  von  T*  in  Q,  0*  aus. 

Berührt  t  gleichzeitig  den  Kreis  K^  so  fallen  die  Punkte  Q,  Q* 
zwar  zusammen,  haben  aber  eine  bestimmte  Verbindungsgerade,  die 
Schnittlinie  der  Polarebene  von  T  mit  der  einzigen  durch  t  bestimm- 
ten Berührungsebene  der  Kugel;  diese  Schnittlinie  ist  die  Tangente 
von  T^  in  dem  Puukte  (Q(2*).  Es  sind  die  Punkte  der  stationären 
Osculationsebenen,  welche  auf  solche  Weise  entstehen. 

Wenn  aber  in  diesem  letztern  Falle  die  Berührungspunkte  von 
t  mit  C  und  K  in  einen  Punkt  P^  zusammenfallen,  dann  wird  die 
Yerbindongslinie  der  in  P,  vereinigten  Punkte  Q,  Q*  unbestimmt, 
weil  die  beiden  Ebenen,  durch  welche  sie  vorhin  bestimmt  war,  nun- 
mehr auch  zu  einer  Ebene  vereinigt  sind.  Dieser  Umstand  charak- 
terisirt  den  Berührungspunkt  F^  von  C  und  K  als  einen  Doppel- 
punkt von  T*. 

Bezüglich  der  Art  der  Berührung  von  C  und  K  sind  nun  mehrere 
Fälle  zu  uuterscheiden. 

f )  Zwischen  C  und  K  bestehe  einfache  (zweipnnktige)  Berührung. 
Eine  ebensolche  Beziehung  besteht  dann  auch  zwischen  S  und  if, 
so  das«  alle  drei  Linien  den  doppelt  zu  zählenden  Berührungspunkt 
P^  gemeinschaftlich  haben.  Im  übrigen  sind  folgende  Uuterfälle  zu 
bemerken. 

fi)  Wird  C  von  K  eingeschlossen,  oder  haben  beide  Linien 
ausser  dem  Berührungspunkt  und  der  Tangente  in  demselben  noch 
zwei  Punkte  aber  keine  Tangenten  mehr  gemeinsam  —  eine  Beziehung, 
welche  sich  nur  bei  der  Hyperbel  ergeben  kann,  wenn  K  sie  äusser- 
lich  berührt  — ,  so  schneiden  alle  Tangenten  von  C,  mit  Ausnahme 
jener  in  P^,  den  Kreis  JT,  in  Folge  dessen  reducirt  sich  der  reelle 
T^  von  T*  auf  den  Doppelpunkt  P^. 

4)  Wird  K  von  C  eingeschlossen,  oder  haben  beide  Linien 
ausser  P^  und  der  Tangente  daselbst  noch  zwei  Punkte  und  zwei 
Tangenten  gemeinsam  (innere  Berührung),  so  liegen  die  der  Tangente 
in  Pi  beiderseits  benachbarten  Tangenten  von  C  ausserhalb  iT,  ihre 
reciproken  PoUren  schneiden  die  Kugel  reell;  demnach  vereinigen 
sich  in  dem  Doppelpunkte  zwei  Aeste  derCurve  zu  einem  Knoten, 
T^  besitzt  dort  zwei  verschiedene  Tangenten.  Die  Lage  der  Gnrven- 
äste  ist  in  den  beiden  oben  getrennten  Fällen  verschieden;  im  ersten 
liegt  je  einer  auf  jeder  Seite  von  P,  im  andern  Falle  erstreckt  sich 
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ein  Ast  jeder  Art  za  beiden  Seiten  dieser  Ebene.  Sowie  von  dem  C  and 
K  gemeinsamen  Polardreieck  zwei  Ecken  in  F^  nnd  die  ihnen  gegen- 
überliegenden Seiten  in  der  zogehdrigen  Tangente  vereinigt,  w&hrend 
-die  dritte  Ecke  nnd  Seite  reell  vorhanden  sind  -—  erstere  in  der 
Tangente  in  P^  liegend,  letztere  dnrch  P^  gehend  — ,  fiülen  anch 
zwei  Ecken  des  Fandamental tetraeders  von  T*  mit  P^  and  die  con- 
jngirten  Seitenflächen  mit  der  zagehörigen  Tangentialebene  P^  der 
Engel  zusammen,  und  es  existirt  aasser  P  und  P  noch  eine  Ecke 
und  die  ihr  entsprechende  Seitenfläche  —  erstere  in  P^  li^end, 
letztere  durch  P^  gehend.  Hieraus  ergibt  sich,  dass  auch  zwei  der 
doppelt  umschriebenen  Kegel  zweiter  Ordnung  vereinigt  sind  zu  einem 
Kegel  mit  dem  Doppelpunkt  als  Scheitel,  der  jedoch  nur  im  aber- 
tragenen Sinne  als  doppelt  projidrend  zu  bezeichnen  ist,  indem  jede 
seiner  Kanten  drei  Punkte  der  Curve  enthält,  wovon  allerdings  zwei 
jedesmal  im  Doppelpunkt  vereinigt  sind;  es  verbleiben  daher  nur 
zwei  doppelt  umschriebene  Kegel  im  eigentlichen  Sinne.  Die  ihren 
Scheiteln  gegenüberliegenden  Seiteuflächen  des  Fuudamentaltetraeders 
schneiden  T^  ausser  im  Doppelpunkte  in  je  zwei  weiteren  Punkten, 
die  eine  reell,  die  andere  imaginär,  die  Curve  besitzt  also  vier 
stationäre  Schmiegungsebencu,  wovon  im  vorliegenden  Falle  nur  zwei 
reell  sind.  In  der  Ebene  P^  könnte  von  einer  Doppelcurve  der 
Tangentenfläche  von  T^  nur  dann  die  Rede  sein ,  wenn  man  jede  in 
ihr  durch  P^  gezogene  Gerade  als  Tangente  der  Cnrve  auffassen 
wollte.  Um  die  Natur  der  eigentlichen  Doppelcurven  in  den  andern 
zwei  Seitenebenen  des  Fundameutaltetraeders  zu  erkennen,  beachten 
wir  die  Aenderung,  welche  ihre  Entstehung  dem  allgemeinen  Falle 
(Nr.  9)  gegenüber  erleidet  Seien  T\  T"  die  beiden  benachbarten, 
zu  Pj  vereinigten  Punkte,  welche  C  und  K  gemeinschaftlich  sind; 
wenn  der  Berührungspunkt  T  der  variabeleu  Tangente  ^,  den  Kegel- 
schnitt C  durchlaufend,  in  die  Lage  T'  kommt,  so  fällt  t  in  die 
Verbindungslinie  T'T"-^  die  Polare  t'  von  T'  in  Bezug  auf  den  Kreis 
K^  d.  i.  die  Tangente  des  letzteren  im  Punkte  T\  ist  dieselbe  Gerade 
T'T"\  folglich  sind  in  der  gemeinsamen  Tangente  in  Pj  zwei  ent- 
sprechende Tangenten  von  C  und  Q,  vereinigt,  sie  sondert  sich  als 
Ort  erster  Ordnung  von  dem  Orte  vierter  Ordnung  ab,  so  dass  der 
übrige  Bestandteil  des  Ortes  des  Schnittpunktes  von  t  und  t  eine 
Curve  dritter  Ordnung  ist;  und  nur  diese  ist  als  Durchschnitt  der 
Tangentenfläche  von  T^  mit  der  Ebene  von  C  nnd  K  anzusehen,  da 
die  abgesonderte  Gerade  keine  eigentliche  Tangente  der  Curve  ist. 
In  den  beiden  Seitenflächen  des  Fuudamentaltetraeders,  welche  den 
Scheiteln  der  eigentlichen  doppelt  umschriebenen  Kegel  conjugirt 
sind,  hat  also  die  Tangentenfläche  von  T^  Doppelcurven  <hitter 
Ordnung. 
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f,)  Haben  C  und  K  ausser  dem  Berflhrangspunkte  P^  und  der 
Tugeate  in  demselben  keine  weiteren  Punkte ,  dagegen  noch  zwei 
Tiageaten  gemeinschaftlich  (äussere  Bertthrnog),  so  treffen  die  der 
7iflgeote  in  P^  beiderseits  benachbarten  Tangenten  von  C  den  Kreis 
Km  reellen  Punkten,  ihre  reciproken  Polaren  sciineiden  also  die 
K^l  imaginär,  so  dass  es  in  der  Dmgebang  von  P^  keine  reellen 
Pukte  von  T^  gibt;  Pj  ist  in  diesem  Falle  ein  isolirter  Doppel- 
Mokt  der  Gnrve ;  ausser  ihm  besitzt  sie  einen  reellen  geschlossenen 
iu,  welcher  die  Ebene  P  in  zwei  Punkten  schneidet.  Bezüglich  der 
EieDente  des  Fnndamentaltetraeders,  der  doppelt  umschriebenen 
Kegel  nad  der  Doppelcurven  der  Tangentenfläche  ergeben  sich  die 
Mmlichen  Resultate  wie  im  vorangehenden  Falle,  nur  dass  jetzt  beide 
Ebeaen  der  eigentlichen  Doppelcurven  T^  ausser  im  Doppelpunkt  in 
zffd  reellen  Punkten  schneiden,  so  dass  alle  vier  stationären  Oscu- 
itjonaebenen  reell  sind. 

Die  anter  4)  und  f^)  betrachteten  Formen  von  T^  werden  ortho- 
looal  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Diametralebene  der  Kugel, 
■eiio  Pj  mit  einem  Scheitel  von  C  zusammenfällt,  oder  wenn  K  ein 
Hiaptkreis  der  Kugel  ist;  trifft  beides  zusammen,  so  weist  T^  in 
Bezag  auf  zwei  zu  einander  normale  Diametralebenen  orthogonale 
Sjmmetrie  auf. 

g)  K  sei  ein  Krümmungskreis  von  C  (dreipunktige  Berührung). 
Dum  osculirt  K  auch  £,  alle  drei  Curven  haben  den  dreifach  zu 
liUeoden  Berührungspunkt  P^  gemeinschaftlich.  Die  der  gcmein- 
'^ea  Tangente  in  diesem  Punkte  einerseits  benachbarten  Tangenten 
^ofi  C  sdineiden  K  reell,  die  andererseits  benachbarten  schneiden 
ilm  imagiDär  —  die  Grenze  zwischen  beiden  Tangentengruppen  ist 
^  aosser  der  Berührungstangente  noch  vorhandene  gemeinsame 
Taigente  von  C  und  if;  in  Folge  dessen  besitzt  T*  nur  zu  einer 
^te  des  Doppelpunktes  einen  reellen  Ast  (£  hat  mit  K  ausser  dem 
Mach  zählenden  P^  noch  einen  vierten  Punkt  gemeinschaftlich, 
^  T^  Men  also  in  die  £bene  P  der  Doppelpunkt,  femer  der  ein- 
%  ihm  benachbarte  Punkt  der  Curve  und  ein  vierter  Punkt  in 
^ttllicher  Entfernung  von  jenen;  die  beiden  zuerst  genannten  be- 
^^en  die  einzige  in  P  übende  und  doppelt  zu  zählende  Tangente 
^oa  T^  in  p^^  welche  mit  der  Bertthrungstangente  von  C  und  K  zu- 
^meDÜUlt;  der  letztgenannte  Punkt  führt  zu  einer  stationären 
^^i^^tionsebene  von  T^.  Hieraus  ergibt  sich,  dass  P^  im  vorliegen- 
<^  Falle  ein  stationärer  Punkt  der  Curve  ist  Das  gemeinsame 
^olardreieck  von  C  und  K  reducirt  sich  auf  den  Punkt  Pi  als  Ver- 
^Piog  aller  drei  Ecken  und  die  zugehörige  Tangente  als  Vereinigung 
%drei  Seiten;  in  gleicher  Weise  sind  in  P^  drei  Ecken  und  in 
^  zugehörigen  Tangentialebene  P^  der  Kugel  drei  Seitenflächen  des 
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FuDdamentaltetraeders  von  T^  vereinigt,  P  and  P  bilden  die  vierte 
Ecke  und  die  ihr  co^jagirte  Seitenfläclie.  Mithin  fallen  anch  drei 
der  doppelt  umschriebenen  Kegel  zweiter  Ordnung  in  einen  Kegel 
mit  dem  Rttckkehrpunkt  als  Scheitel  zusammen,  der  aber  nur  im 
uueigentlichen  Sinne  ein  doppelt  projicirender  ist,  da  jede  seiner 
Kanten  drei  Punkte  der  Curve  enthält,  wovon  jedesmal  zwei  im 
Scheitel  vereinigt  sind;  es  verbleibt  also  nur  ein  doppelt  umschrie« 
bener  Kegel  zweiter  Ordnung  im  eigentlichen  Sinne ,  der  aus  P, 
ebenso  gibt  es  nur  einen  Punkt  mit  stationärer  Osculationsebene, 
den  bereits  erwähnten  in  P.  Von  einer  Doppelcurve  der  Tangenten- 
flache  von  T^  in  P^  könnte  wieder  nur  im  übertragenen  Sinne  die 
Rede  sein  wie  im  Falle  fji).  Um  die  Natur  der  Doppelcurve  in  P  zu 
erkennen,  verfolgen  wir  ihre  Entstehung  und  bezeichnen  zu  diesem 
Zwecke  mit  T\  T"^  T*^  die  drei  benachbarten,  zu  Pj  vereinigten 
Punkte,  welche  C  und  K  gemeinschaftlich  sind;  dasselbe  Resultat, 
welches  s'ch  im  Falle  4)  ergab,  wenn  der  variable  Punkt  T  mit  T' 
zusammenfiel,  wiederholt  sich  hier  nochmals,  wenn  T  die  Lage  T" 
annimmt;  demnach  sind  in  der  gemeinsamen  Tangente  in  P,  zwei 
Paare  entsprechender  Tangenten  von  C  und  6^  coincidirend,  sie  sondert 
sich,  weil  doppelt  gezählt,  als  Ort  zweiter  Ordnung  von  dem  Orte 
vierter  Ordnung  ab,  so  dass  der  flbnge  Teil  des  Ortes  des  Schnitt- 
punktes von  t  und  t  eine  Kegelscbnittslinie  ist.  In  der  Seitenfläche 
des  Fundamentaltetraeders,  welche  dem  Scheitel  des  einzigen  eigent- 
lichen doppelt  umschriebenen  Kegels  conjugirt  ist,  besitzt  also  die 
Tangentenfläche  von  T^  einen  Doppelkegelschnitt.  Ihr  Durchschnitt 
mit  der  Ebene  P  setzt  sich  aus  diesem  und  der  abgesonderten  Ge- 
raden zusammen,  da  letztere  eine  Tangente  der  Curve  ist 

Fflr  die  orthogonale  Symmetrie  von  T^  gibt  es  im  gegenwärtigen 
Falle  nur  eine  Bedingung:  K  muss  ein  Hauptkreis  der  Kugel  sein. 

Es  ist  leicht,  die  Entstehung  der  vorliegenden  Form  von  T^  ans 
jener  mit  dem  Doppelpunkt  als  Knoten  zu  verfolgen;  wenn  in  dem 
zweiten  unter  f^)  gedachten  Falle  einer  der  beiden  Schnittpunkte  von 
C  und  K  dem  Bertthmngspunkte  P^  beständig  sich  nähert,  so  zieht 
die  eine  Cnrvenschleife  sich  immer  mehr  zusammen  und  verschwindet 
im  Augenblicke  der  Vereinigung  jener  Punkte;  gleichzeitig  fallen  die 
beiden  Tangenten  im  Curvenknoten  in  eine  Gerade  von  P,  nämlich 
in  die  BerUhrungstangente  in  P,. 

h)  K  sei  ein  doppelt  berührender  Kreis  von  C,  Entweder  wird 
C  von  K  ein-  oder  ausgeschlossen,  oder  C  schliesst  den  Kreis  K 
ein.  Im  ersten  Falle,  der  nur  bei  reeller  Berührung  eintreten  kann, 
sind  alle  Tangenten  von  C  Secanten  von  K  —  ausgenommen  die 
beiden  gemeinsamen  —,  mithin  ist  T^  bis  auf  die  beiden  Berflhrunga- 
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punkte  als  Doppelpunkte  imaginär.  Im  zweiten  Falle  kann  die  Be- 
rQhning  reell  oder  ideell  sein;  die  Berflhrangspnnkte  P^,  Pj*  sind 
(reelle  oder  imaginftre)  Doppelpunkte  von  T*.  Ihrer  immer  reellen 
Yerbindongslinie  kommt  in  Bezog  anf  C,  K  und  @  derselbe  Pol  P* 
zo,  nnd  aUe  drei  Kegelschnitte  haben  unzählig  yiele  gemeinsame 
Polardreiecke  mit  der  gemeinschaftlichen  Ecke  P*  und  Seite  P,Pi*; 
mithin  gehören  auch  zu  T^  unzählig  yiele  Fundamentaltetraeder  mit 
dem  gemeinsamen  Eckenpaar  P,  P*,  Kantenpaar  PF^^  AA*  ^^^ 
Ebenenpaar  P,  P*,  die  Curve  besitzt  ausser  den  beiden  doppelt  um- 
schriebenen Kegeln  aus  P,  P*  noch  unzählig  viele,  deren  Scheitel  die 
Gerade  P^Pi*  erfüllen,  d.  b.  sie  zerfällt  in  zwei  Kreise,  deren  Ebenen 
sich  in  der  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  schneiden.  Auf  dieses 
Ebenenpaar  und  seine  zweifach  zu  zählende  Schnittlinie  redncirt  sich 
auch  die  Tangentenfläche,  resp.  ihr  Solbstdurchschnitt 

Hieraus  geht  hervor,  dass  „durch  zwei  Kreise  JTj,  K^  einer 
,JEugel  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  hindurchgehen;  ihre  Scheitel 
„P,  P*  liegen  in  der  reciproken  Polare  der  Schnittlinie  der  Kreis- 
„ebenen".  Ist  d'e  Berührung 'zwischen  C  und  K  reell,  so  schneiden 
sich  die  Kreise  J^i,  K^  in  reellen  Punkten,  und  die  zugehörigen 
Kegelscheitel  liegen  ausserhalb  der  Kugel;  bei  ideeller  Berührung 
sind  die  Schnittpunkte  der  Kreise  imaginär,  und  von  den  Kegel- 
scheiteln liegt  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der  Kugel. 
Wenn  K  ein  grösster  Kreis  der  Kugel  ist,  oder  wenn  K  den  Kegel- 
schnitt (die  Ellipse)  C  in  den  Scheitelpunkten  (der  kleinen  Axe)  be- 
rOhrt,  so  verwandelt  sich  einer  der  Kegel  in  einen  Cylinder,  und 
trifft  beides  zu,  so  gehen  beide  Kegel  in  zu  einander  normale  Cylin- 
der über. 

i)  K  oscnlire  C  in  einem  Scheitel  (vierpnnktige  Berührung). 
Da  dieser  Fall  aus  dem  der  doppelten  reellen  Berührung  dadurch 
hervorgeht,  dass  die  Berührungspunkte  P^,  Pj*  einander  näher  rückend 
schliesslich  zusammenfallen  und  mit  dem  Pol  P*  ihrer  Verbindungs- 
linie sich  vereinigen,  so  ändert  sich  das  dort  gefundene  Resultat  nur 
insoweit,  als  die  Kreise,  in  welche  T^  zerfällt,  sich  nun  berühren. 
Von  den  eigentlichen  doppelt  umschriebenen  Kegeln  bleibt  nur  einer 
übrig,  der  aus  P,  während  der  Kegel  aus  P*,  der  in  ein  Ebenenpaar 
degenerirt,  als  doppelt  projicirend  nur  im  uneigentlichen  Sinne  be- 
zeichnet werden  könnte,  da  jede  seiner  Kanten  drei  Punkte  des 
Gesamtdurchschnitts  (wovon  zwei  jedesmal  im  Scheitel  zusammen- 
fiallen)  enthält  „Durch  zwei  einander  berührende  Kreise  einer  Kugel 
„geht  also  nur  ein  Kegel  zweiter  Ordnung;  sein  Scheitel  liegt  in 
„der  reciproken  Polare  der  gemeinsamen  Tangente.'^  Ist  K  ein 
Hanptkreis  der  Kugel,  so  verwandelt  sich  der  Kegel  in  einen  Cylinder. 

AielL  d.  Mfttli.  «.  PliTS.    2.  Beilie,  T.  VIL  11 
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in.  Die  Ebene  P  berührt  die  Kugel.  Der  Borühnings- 
paukt  ist  ihr  Pol  P  und  als  solcher  Scheitel  desjenigen  Kegels,  dessen 
Durchschnitt  mit  der  Kugel  die  Curve  T*  ist.  Da  nun  jede  in  P 
durch  P  gezogene  Grerade  hier  mit  der  Kugel  sowol  als  mit  dem 
Kegel  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat,  so  ist  P  ein  Doppel- 
punkt von  T^.  Je  nach  der  Lage  von  P  gegen  C  sind  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  P  liegt  ausserhalb  C,  Die  reciprokeu  Polaren  der  beiden 
durch  ihn  an  C  gefilhrteu  Tangcnton  berühreu  die  Kugel  und  T^  in 
P,  der  Doppelpunkt  ist  ein  Knotenpunkt  der  Curve.  Das  Tripel 
conjugirter  Strahlen,  welches  P  (als  Nullkreis)  und  C  gemeinsam  ist, 
besteht  aus  der  Polare  p  des  Punktes  P  und  aus  den  Axen  der 
Strahleninvolution  iu  P,  beides  auf  C  bezogen;  die  in  p  liegenden 
Ecken  dieses  Dreiseites  sind  die  Scheitel  der  eigentlichen  T^  doppelt 
umschriebenen  Kegel  zweiter  Ordnung,  und  da  eine  ausserhalb,  die 
andere  innerhalb  C  liegt,  so  schneidet  eine  der  zugehörigen  Seiten- 
ebenen des  Fundamentaltetracders  die  Curve  ausser  im  Doppelpunkt 
in  zwei  reellen,  die  andere  in  zwei  imaginären  Punkten,  den  vier 
Punkten  stationärer  Osculatiousebenen.  Gehört  P  einer  Axe  von  C 
an,  so  wird  T^  orthogonal  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Diametral- 
ebene  der  Kugel,  und  ist  C  eine  Hyperbel  und  P  ihr  Mittelpunkt, 
so  besteht  orthogonale  Symmetrie  iu  Bezug  auf  zwei  zu  einander 
senkrechte  Diametralebeuen. 

b)  P  liegt  innerhalb  6'.  Sowie  die  Tangenten  aus  P  an  C\  so 
werden  jetzt  auch  die  Tangenten  von  T^  in  P  imaginär,  P  ist  also 
ein  isolirter  Doppelpunkt  der  Curve.  Bezüglich  der  doppelt 
umschriebenen  Kegel  besteht  dem  vorigen  Falle  gegenüber  der  Unter- 
schied, dass  nun  die  Scheitel  beider  ausserhalb  C  liegen,  woraus 
weiter  folgt,  dass  jetzt  alle  vier  stationären  Osculatiousebenen  reell 
sind.  Für  einfache  Orthogonalsymmetrie  gilt  dieselbe  Bedingung,  wie 
unter  a);  soll  zweifache  Symmetrie  auftreteu,  so  muss  Ceine  Ellipse 
und  P  ihr  Mittelpunkt  sein. 

Ein  besonderer  Fall  ergibt  sich,  wenn  P  mit  einem  Brennpunkte 
von  C  zusammenfällt.  Da  unter  dieser  Voraussetzung  das  Strablen- 
system  in  P  in  Bezug  auf  C  ein  rechtwinkliges  ist,  so  haben  P  und 
C  unzählig  viele  Polardreiecke  gemeinsam ,  welchen  P  als  Ecke  und 
die  zugehörige  Directrix  von  C  als  Seite  gemeinschaftlich  ist;  aus 
allen  Punkten  der  letzteren  wird  also  T*  durch  Kegel  zweiter  Ord- 
nung projicirt,  d.  h.  die  Curve  zerfällt  in  zwei  Plancurven,  deren 
Ebenen  sich  in  jener  Directrix  schneiden;  die  eine  dieser  Ebenen  ist 
P  selbst  und  bestimmt  mit  der  Kugel  den  Doppelpunkt  (Nullkreis), 
die  andere  einen  Kreis.    Alle  T^  doppelt  umschriebenen  Kegel  dege- 
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Korea  im  Torliegenden  Falle  in  ein  Ebenenpaar,  als  eigentlicher 
Kegd  xTOter  Ordnung  verbleibt  nur  der  (dreifacii  projicirende)  ans 
/*.  —  Der  Zusammenhang  dieses  Sonderfalles  mit  dem  Falle  IL  h) 
aleflt  ans  der  Bemerkung,  dass  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
ie  kleiosten  unter  den  reellen  Kreisen  sind,  welche  ihn  doppelt 
•kieell)  berfthren. 

c)  P  liegt  in  C.  Die  beiden  durch  Pan  6' gehenden  und  ebenso 
üe  beiden  Tangenten  von  T^  im  Doppelpunkte  fallen  in  eine  zn- 
uaineD,  letzterer  erscheint  dadurch  als  Rackkehrpunkt  charak- 
ierisirt  Ton  dem  Polardreieck,  welches  P  als  Nullkreis  und  C  ge- 
lei&sim  ist,  sind  zwei  Ecken  und  Seiten  in  P,  resp.  in  der  zugehörigen 
Taageate  von  C  vereinigt;  dritte  Seite  ist  die  Normale  von  C  in  P, 
•intte  Ecke  ihr  Pol  in  Bezug  auf  C;  nur  aus  letzterem  Punkte  wird 
?  dorch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  doppelt  projicirt,  und  die 
am  coigugirte  Seitenebene  des  Fundamentaltetraeders  hat  mit  der 
Corre  ausser  dem  stationären  und  den  ihm  unendlich  nahen  Punkte 
ih  Tieiten  den  Punkt  der  einzigen  stationären  Osculationsebene  ge- 
lein.  Die  Gurve  wird  in  Bezug  auf  diese  letztgenannte  Ebene  ortho- 
fonal  symmetrisch,  wenn  P  in  einen  Scheitel  von  C  fällt. 

Hiermit  sind  alle  Beziehungen  zwischen  dem  Polarkegelschuitt 
Csndder  Kugel  erschöpft;  es  bleibt  nur  übrig,  die  weiter  gewon- 
Besttltate  zusammenzufassen. 


nDie  sphärische  Curve  vierter  Ordnung  kann,  so  lange  sie  nicht 
4n  niedere  Gurven  zerfällt,  einen  Doppelpunkt  oder  einen  Rückkehr- 
rjmnkt  besitzen.  —  In  dem  Polartetraeder  der  Curvo  mit  Doppelpunkt 
Msu  zwei  Ecken  und  Ebenen  mit  dem  Doppelpunkt,  resp.  mit  der 
t^ehörigen  Tangentialebene  der  Kugel  zusammen;  aus  den  beiden 
andern  Ecken  wird  die  Curvo  durch  Kegel  zweiter  Ordnung  doppelt 
nPfojicirt,  und  in  den  diesen  Ecken  coujugirten  Seitenebenen  besitzt 
1^  Tangentenfiäche  Doppelcurven  dritter  Ordnung;  der  Doppel- 
nponkt  selbst  ist  Scheitel  eines  die  Curve  dreifach  projicirenden 
n^egels  zweiter  Ordnung;  stationäre  Schmiegungsebenen  sind  in  der 
Anzahl  vier  vorhanden,  davon  nur  zwei  reell,  wenn  der  Doppelpunkt 
^  Knotenpunkt,  und  alle  vier,  wenn  er  isolirt  ist.  —  In  dem 
nPolartetraeder  der  Curve  mit  stationärem  Punkt  fallen  drei  Ecken 
i^Bod  Ebenen  mit  dem  Rückkehrpuukt,  resp.  mit  der  zugehörigen 
^Tangentialebene  der  Kugel  zusammen;  aus  der  vierten  Ecke  wird  die 
»CoTTe  durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  doppelt  projicirt  und  in 
rkt  ihr  coDjngirten  Seitenebeno  besitzt  ihre  Tangentenfiäche  einen 
nBoppelkegelschnitt;  der  stationäre  Punkt  selbst  ist  Scheitel  eines 
ndieCnnre  dreifach  projicirenden  Kegels  zweiter  Ordnung;  die  Zahl 
iider  stationären  Osculationsebenen  beträgt  eins.'' 


!!• 
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All  der  Garve  mit  einem  KnoteDpaokt  sind  die  beiden  in  IT.  4) 
unterschiedenen  F&lle  mit  dem  Falle  III.  a)  vereinigt ;  an  der  Cnrre 
mit  isolirtem  Doppelpunkt  erscheint  der  Fall  IT.  fs)  zweimal  yer- 
bnnden  mit  IIL  b);  an  der  Gnrve  mit  Rückkehrpunkt  ist  11.  g)  mit 
III.  c)  combinirt. 

„Mit  dem  Auftreten  von  zwei  Doppelpunkten  zerfällt  die  Gurve 
„in  zwei  Kreise.  So  lange  die  Doppelpunkte  imaginftr  oder  reell 
„und  verschieden  sind,  gibt  es  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche 
„durch  beide  Kreise  gehen;  sind  sie  reell  und  zusammenfallend,  so 
„verschwindet  einer  der  beiden  Kegel;  in  dem  Falle  endlich,  wo 
„einer  der  Kreise  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  und  welcher 
„sowol  als  specielle  Form  der  Gurve  mit  isolirtem  Doppelpunkt  als 
„der  Gurve  mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten  angesehen  werden 
„kann,  verschwinden  beide  Kegel^^  (in  dem  einen)  „oder  sie  fallen 
zusammen^^  (in  dem  andern  Sinne). 

Bei  zwei  Kreisen  mit  reellen  Schnittpunkten  tritt  der  Fall  II.  h) 
(reelle  Berührung)  zweimal  auf;  bei  zwei  Kreisen  mit  imaginären 
Schnittpunkten  ist  der  Fall  IL  h)  (ideelle  Berührung)  mit  dem  letzten 
Sonderfall  von  I.  verbunden;  zwei  Kreisen  endlich,  wovon  der  eine 
ein  Nullkreis,  entspricht  der  Sonderfall  von  III.  b). 
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VlI. 
Dichte  der  Seimen  von  Flächen  und  ebenen  Curven. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.    Dichte  der  Sehnen  einer  Fläche  in  einem  Punkte. 

Nimmt  man  an,  das8  von  allen  gleich  grossen  Stücken  einer 
Fläche  gleichviel  Gerade  nach  irgend  einem  Punkte  gehen ,  so  wird 
die  Menge  der  Sehnen,  welche  zwei  Flächenstücke  verbinden,  durch 
das  Product  der  Flächenstücke  gemessen  und  sei  demselben  überall 
gleich  gesetzt 

Sei  F  eine  geschlossene  convexe  Fläche,  (F)  und  (F)o  zwei 
unendlich  kleine  Stücke  derselben,  O  ein  Punkt  im  Innern  von  F 
und  Mittelpunkt  einer  Kugel  K  vom  unendlich  kleinen  Radius  e. 
Mögen  femer  (F)  und  {F)q  in  der  gegenseitigen  Beziehung  stehen, 
dass  alle  Sehnen  zwischen  beiden  durch  K  gehen.  Dann  ist  die 
Menge  der  durch  K  gehenden  Sehnen  =  (F)(F)q.  Dieses  Product 
hat  die  Aequatorfläche  von  JT,  das  ist  2IU*,  zum  Factor.  Dividirt 
man  es  durch  denselben,  so  drückt  der  Grenzwert  des  Quotienten 
bei  verschwindendem  s  die  Grösse  aus,  welche  wir  Dichte  der 
Sehnen  im  Punkte  O  nennen,  unter  Beschränkung  der  Fläche  auf 
die  zwei  Stücke. 

Ist  nun  (F)  —  d*F  ein  Flächenelemeut,  und  man  integrirt  den 
Ausdruck  über  die  ganze  Fläche,  so  erhält  man  die  doppelte  Dichte 
in  O  ohne  Beschränkung 

2D-//a«Flim^  (1) 

doppelt,  sofern  jede  Sehne  zweimal  mit  vertauschten  Enden  auftritt. 
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Sei  O  Anfang  der  xyz  und  für  positive  p 

«  —  pcos^cos^;    y  — pcoB^sin^;    s»8in^  (2) 

dann  hat  die  Polargleichung  von  F  die  Form 

p  =  p(^,  (p) 
Gegenpnnkte  auf  F mögen  die  Endpunkte  einer  Sehne  heissen, 
die  durch  O  geht.    Man  erhält  den  Gegenpunkt  Pq  des  Punktes  P, 
dessen  Goordinaten  (2)  sind,  durch  Substitution  von   —^  ffir  ^  und 
^-|-2R  für  (p.    Setzt  man  also 

Qo-Qi-^.  9>  +  2R) 
so  werden  die  Goordinaten  von  Pq 

xq  —  — pocos^cosgj;    yo  =  ~  Pocos^sin^;    sq  —  — Po"**^ 

Beschreibt  man  einen  Kegel,  dessen  Spitze  in  P,  und  der  K 
berührt,  so  begrenzt  dieser  auf  F  das  Stück  (F)q  entsprechend  dem 
Punkte  P.  Lässt  man  den  Kegel  von  zwei  zu  PPq  in  O  und  Fq 
normalen  Ebenen  schneiden,  so  ist  erstere  Schnittfläche  (mit  Ver- 
nachlässigung Unendlichkleiner  höherer  Ordnung)  =  2IU*,  daher 
letzterer 

(9  +  Qo\ 

Dieser  ist  als  Projection  von  (P)o 

—  (P)ocos»o 
wo  (»0  den  Winkel  zwischen  der  Sehne  und  der  Flachennormale  be- 
zeichnet.   Führt  man  den  hieraus  fliessenden  Wert  von  (F)q  in  61.  (1) 
ein,  so  kommt: 


» 2R.«  [^y 


d*F 


S»    dy 

8«      dn 

dx      dx 

M    ^ 

B»     dq> 

B»    ^ 

d»    dz 

;     9<- 

CX       CX 

;      rt- 

S»    8y 

d&    Sq> 

d&  ä^ 

d»   d«> 

cos  (Dq 

Bezeichnen  p^  q^  r  die  Richtnngscosinns  der  Flächennormale  in 
P,  so  ist 


p<- 


Die  Quadratsumme  gibt: 
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Ferner  ist  in  P 


cos»  » 


167 


8x 

& 
^ 

9            "ot 

8« 

Bz 
d<p 

C08^C0S9>  — sin^cos^  — cos^sin^? 
cos  ^  sin  ^  —  sin  ^  sin  <p  cos ^cos  tp 
sin  &  cos  ^  0 


=  --  tCOS^ 


(4) 


Macht  man  von  beiden  Resultaten  Anwendung  auf  Pq»  so  ist  nur  ^ 
für  t  und  qq  fta  Q  za  schreiben.    Bekanntlich  ist 

d^F  -«  tdd-dq^ 
and  zwar  müssen  hier,  wo  O  ein  innerer  Punkt  ist,  &  und  g>  alle 
Richtungen  durchlaufen,  d.  h.  q>  Ton  0  bis  4R,  &  von  —  R  bis  R 
varüren.    Nach  Einsetzung  der  erhaltenen  Werte  findet  man: 


cos^ 


oder 


(5) 


(6) 


§.  2.  Dichte  der  Sehnen  einer  ebenen  Gurye 
in  einem  Punkte. 

Die  vorstehende  Untersuchung  ändert  sich  nur  wenig,  wenn  an 
die  Stelle  der  Flftche  F  die  geschlossene  convexe  ebene  Curve  S  tritt, 
welche  den  Punkt  O,  Mittelpunkt  des  Kreises  K  vom  Radius  b  und 
Anfang  der  xy^  umschliesst    Sei  für  den  Curvenpunkt  P 

X  ^  QCOBtp]     y^  QBixup 

nnd  die  Polargleichung  der  Curve 

mithin  die  Coordinaten  des  Oegenpunkts  Po 
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«0  ""  —  P0CO89);     yo  —  —  Po8M^9 

Die  zM'ei  Tangenten  von  P  aus  an  E  begrenzen  anf  S  das  Stt&ck 
(5)o,  d.  i.  den  Bezirk  aller  in  F  beginnenden  durch  E  gehenden 
Sehnen.  Zwei  Normalen  zu  FF^  dnrch  O  und  Pq  von  einer  Tangente 
bis  znr  andern  gezogen  haben  die  Werte 

9 

Letztere  ist  als  Projection  von  (S)q 

=  (/S)oCOB(»o 

wo  »0  d^^  Winkel  zwischen  der  Sehne  FFq  and  der  Normale  von 
/S  in  Po  bezeichnet 

Die  Sehnenmenge  ist  durch  den  Durchmesser  2e  von  E  zu  divi- 
diren;  dann  wird  die  doppelte  Dichte  in  O 


^°-/»-f=/^; 


_  COSOo 

Im  Punkte  P  ist 

xdy       yhx       gdtp 

also 

_^ 


(7) 


cos  Wo  = 


Dies  in  Gl.  (7)  eingeführt  gibt: 

0 

§.  3.    Anwendung  auf  die  Kugel. 

Sei  Feine  Kugel  vom  Radius  1.  Die  sAxe  können  wir  durch 
ihren  Mittelpunkt  legen,  so  dass  dessen  Coordinaten  0,  0,  —h  sind. 
Dann  ist  die  Gleichung  der  Kugel: 

a?»+y«+(Ä+Ä)»-  1    oder 
P«+2Ä^sin^+Ä«  =  l 


woraus: 


ß+Äsin^  =  ±  Vi —  Ä«  cos«^ 
(p + *  sin  ^)  g|;  =  —  A^cos  ^ 
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*+Po-±2yi  — A»C08»* 
Dies  in  GL  (6)  eingeffthrt  gibt: 

2^/  /  PPO  Vi  —  Ä»COB»^  y  1  —  Ä«  cos*  * 

B  4R 

(9) 


=  2  y  co8^8^  y  89)  =  16R 


Die  Dichte  der  Sehnen  einer  Engel  ist  also  in  allen  Innern  Pnnkten 
dieselbe. 

§.  4.    Anwendung  anf  den  Kreis. 

Die  Polargleichnng  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die  Coordi- 
naten  «  =  0,  y  —  —  A  hat,  ist 

Hieraus  folgen,  wie  bei  der  Kugel,  die  Werte: 
and  man  erhalt  nach  deren  Einsetzung  in  61.  (8): 


"-*/ 


4E       , 

2yi— A»co8»g)  p Qodq> 


9Qü  Vi  —  Ä»  cos*  9>  y  1 — Ä*  cos«  9» 


4B 


-  /*  /       ^     =  =  4gW  (10) 

^J    Vi  — Ä«C08»9)  ^  ^ 

d.  i.  gleich  der  ganzen  Periodenlänge  der  elliptischen  Functionen  für 
den  Modul  h. 

Liegt  O  anf  dem  Kreise  selbst,  so  ist  A  -»  1  und  D  logarithmisch 
unendlich.  Liegt  O  im  Mittelpunkte,  ist  also  A  «  0,  so  ist  Z>  gleich 
dem  ganzen  Kreise. 

Zwischen  der  Kugel  und  dem  Kreise  findet  demnach  der  bemerkens- 
werte Unterschied  statt,  dass  die  Sehnendichte  innerhalb  ersterer 
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constant  ist,  innerhalb  des  letztern  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Kreise 
hin  beständig  und  ins  unendliche  wächst. 

§.  5.    Secantendichte  in  einem  äussern  Punkte. 

Ist  O  ein  äusserer  Punkt,  so  hat  nur  po  die  umgekehrte  Lage, 
in  den  Formeln  (6)  (8)  tritt  also  q  -  q^  ^n  die  Stelle  von  ^+Poj 
doch  ist  in  beiden  Fällen  die  Länge  der  Sehne  dafflr  zu  setzen. 
Allein  dies  hat  die  weitere  Folge,  dass  der  Radiusvector  dieselben 
Richtungen  (^,  tp)  zweimal  durchläuft,  erst  fflr  p>>Po9  <lft<u^  ^^ 
P  <C  Po9  <l^s  sich  demgemäss  die  Fläche  F  durch  eine  Linie  q  »  Qq^ 
oder  die  Curve  S  durch  2  Punkte  ^  »  Po  i^  ^  ^^i^®  ^^^^^  deren 
jeder  für  sich  die  den  Secanten  entsprechenden  d-  und  q>  vollständig 
ergibt.  Hiernach  bestimmt  die  Gleichung  p  -»  po  ^^^^  Grenze  der 
Integrale  nach  ^  und  g),  und  zwar  genügt  es  dieselbe  nur  von  der 
einen  Seite  {q  >  Po)  ^^^  ^^  erreichen,  damit  die  Integrale  (6)  (8)  das 
einfache  D  darstellen. 

Um  eine  einheitliche  Form  der  Integrale  zu  gewinnen ,  braucht 
man  nur  eine  Secante  zur  sAxe  in  §.  1.,  resp.  zur  ^Axe  in  §.  2.  zu 
nehmen,  erst  nach  ^  von  — R  bis  ^,  (bestimmt  durch  q  "»  ^q),  dann 
nach  (p  von  0  bis  4R  in  §.  1 ,  resp.  nach  q>  von  einem  Werte  p  =  ^o 
bis  zum  andern  im  §.  2.  zu  integriren. 

Für  eine  Kugel  wird  p  =  Po»  wenn  VF— ä*cos*0  «  0  ist,  da- 
her hat  man: 


cos^i 


^;    sinl^j -— J/l-^-2 


h 

4R 


-B  0 

Dies  geht  stetig  in  den  Wert  16  R  für  innem  Punkt  über,  wenn  h 
bis  1  abnimmt,  nimmt  aber  beständig  ab  und  verschwindet,  wenn  h 
ins  unendliche  wächst. 

Für  einen  Kreis  wird  ^  =  p05  wenn  Vi —  ä* cos*  9=  0  ist 
Setzt  man  den  einen  genügenden  Wert  97  =  R — 9>i,  so  wird  der 
andre  q>  =  R-^  q>i ,  und  man  hat : 

sin^i  =  ^ 

J    Vi  — Ä^cosV        ^   Vi  — Ä*Bin*<p 

l/\         gy 
J    Vi  — Ä«Bin«qp 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Hoppe:  Diehle  der  Stknm  von  Flächen  ttnd  tbtnen  Curven,         171 
oder,  wenn  htintp  =  sintf;: 

_       4   p    3gin»  4^/l\ 

0 

D  geht  also  bei  AnnftheruDg  von  A  an  1  in  log  od  Aber  und  ver- 
schwindet, wenn  h  unendlich  wird. 

Ueberdies  ist  bei  Yergleichnng  mit  61.  (10)  die  Aelation  be- 
merkenswert: 

J>Q)-hD{h)  (12) 

gflltig  für  jedes  A,  oder  in  Worten : 

^^tehen  die  Entfernungen  zweier  Pankte  vom  Mittelpunkte  eines 
f^reises  in  reciprokem  Yerhältniss  zu  dessen  Badius,  so  verh&lt  sich 
„die  Sehnen-(Secanten-)Dichte  im  einen  zur  Secanten-(Sehnen-)Dichte 
„im  andern  wie  der  Radius  zu  der  erstem  Entfernung." 

Oder  noch  kürzer: 

„Das  Product  der  Sehnendichte  und  der  Quadratwurzel  aus  dem 
f^bstande  vom  Mittelpunkte  ist  zwei  reciprok  liegenden  Punkten 
,^emeinsam." 

§.  6.    Sehnendurchgangsraum  in  ellipsoidaler  Gestalt. 

Zur  Ermittelung  der  Sehnendichte  in  einem  Punkte  haben  wir 
statt  desselben  eine  Kugel  betrachtet  und  diese  in  den  Punkt  zu- 
sammenschwinden lassen.  Man  kann  nun  fragen,  ob  das  Resultat 
dadurch  verändert  wird,  wenn  man  einen  andern  Körper  in  jenen 
Punkt  zusamenschwinden  l&sst. 

Wir  woUen  uns  auf  Untersuchung  des  Falles  beschränken,  wo 
statt  der  Kugel  K  das  EUipsoid 

den  Raum  begrenzt,  durch  welchen  alle  Sehnen  gehen  müssen. 

Sei  O  Mittelpunkt  jenes  EUipsoids  E  und  Anfang  der  Coordi- 

naten  xys^  i^it  nnd  '^tfittiy  die  Azen  von  E  zugleich  Azen  der  xyz 

und  '§tVitu  di^  Sehne  POPq  Axe  der  (  bei  der  Beziehung  der  Sy- 
steme, dass 

Vi  -  *iS+M+*t     J  (14) 
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ist,  und  zwar  liege  der  Pankt  P  mit  den  Coordinaten  xyz  auf  der 
Fläche  F^  w&hrend  C^i^J)  und  (liijid)  denselben  variabeln  Punkt 
nahe  bei  O  bezeichnen. 

Die  nächste  nnd  bis  znm  Ziele  fahrende  Angabe  ist  es  nnn, 
den  Flächeninhalt  des  Schnittes  einer  normal  zu  OP  durch  O 
gehenden  Ebene  mit  dem  Kegel  zu  berechnen,  der  seine  Spitze  in 
P  hat  und  E  längs  einer  geschlossenen  Linie  berabrt  Statt  des 
Eegds  kann  man  ohne  Einflnss  abenden  Fehler  auch  einen  berüh- 
renden Gylinder  von  der  Axenrichtnng  OP  setzen. 

Eine  Parallele  mit  OP 

i  —  const,    fj  —  const 
schneidet  E  in  2  Punkten  bestimmt  durch  die  Gleichung 

i4+22?t+Cp  — 0  (15) 

in  welche  Gl.  (13)  übergeht,  wenn  man  sie  nach  Substitution  der 
Werte  (14)  nach  Potenzen  von  t  ordnet,  und  zwar  ist 

Die  Gterade  berührt  Ej  wenn  die  2  Wurzeln  der  Gl.  (15)  zusammen- 
fiillen,  wenn  also 

B^  —  AC^O 
ist    Dies  gibt: 

(^«) +  ■■•  =  "  (16, 

Der  Abstand  der  so  bestimmten  Parallele  von  O,  d.  i.  Vl'+V) 
ist  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  zugleich 

und  nach  Gl.  (16) 

ßr  ßy      +•••-« 

ist,  woraus  durch  Elimination  von  dg,  dti: 

ßy  ßy        +    .-0  (17) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  lautet  Gl.  (17)  entwickelt: 
woraus ; 

g-     2if  ^^^^ 
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EBtqirecliem  dem  grOssten  $'-|-«)'  die  Werte  l'ij',    dem  kleinsten 
l'f",  ao  iat  der  Flftcheninhalt  der  Basis  des  Cylinders 


Q  =  2R  Vi'+V-'  VS"+V"' 
dM  ist  BMli  Gl.  (19) 


(») 


2jf»    r —         3^ 

Die  §  werden  durch  GL  (16)  bestimmt,  welche  entwickelt  lautet: 

iSTi«— 2ArSi|+Xiy«  «  Ca«/JV 

Qirainirt  man  17  mittelst  61.  (18),  so  erhält  man  Dach  einigen  Trans- 
formationen: 

5«((?TyÄ)(VÄ±//)^,-  Ca»/JV 

Moltiplidrt  man  diese  2  Gleichnngen,  welche  dem  obigen  Maximum 
md  Minimum  entsprechen,  so  kommt: 


Hiemach  und  nach  (20)  wird 


Q  « 


Kau  findet  man: 


4RCa«/?V 


(21) 


-4/JV 


*i<^ 

*»<?! 


+  ...  -  4/JVa«+  .. .  -  4eV/l«y« 

90  dasB  GL  (21)  sich  reducirt  auf 

Q  =  2R  aßyVC  —  iE  VC 

Die  geometrische  Bedeutung  von  C  findet  man  ans  OL  (15)  für 
';' »  1^ «.  0,  wo  sie  entsprechend  der  Geraden  PPq  lautet: 

CJ*  =  1 

Hier  ist  ^  der  Durchmesser  Ton  E^  welcher  in  die  Sehne  FPq  fällt 
Bewidmet  man  ihn  mit  *.  so  wird 


Digitized  by 


Google 


174         Hoppe;  Dichte  der  Sehnen  von  Flächen  und  ehenen  Curven. 

Dieses  Q  tritt  an  die  Stelle  des  Engeläquators  2Re';  von  da 
an  ist  die  ganze  Rechnung  wie  bei  der  Kugel,  die  übrigen  Factoren 
unter  dem  Integralzeichen  in  (5)  sind  unabhängig  von  der  Gestalt 
des  Sehnendurchgangsraums.  Man  hat  also  die  ans  P  ausgehende 
Sohnenmenge  durch  Q  zu  dividiren ,  oder  das  Element  des  Integrals 
mit  der  centralen  Durchgangslänge  zu  multipiiciren,  am  Schlüsse  das 
Integral  durch  f  des  Durchgangsraumos  zu  dividiren,  um  bei  An- 
wendung des  Ellipsoids  die  gleiche  Sehnendichte  zu  finden  wie  bei 
der  Kugel. 

Es  hat  sich  ergeben,  dass  ein  andrer  Wert  der  Sehnendichte 
beim  Eilipsoid  nicht  resultirt,  dass  vielmehr  nur  ein  allgemeineres 
und  complicirtes  Messungsgesetz  zugrunde  gelegt  werden  muss. 

$.  7.    Sehnendichte  der  Tetraederfläche. 

Um  von  der  Formel  (1)  auf  das  Tetraeder  Anwendung  zu 
machen,  müssen  zuerst  die  Seiten  in  solche  Stücke  geteilt  werden, 
dass  jeder  Teil  der  einen  Seite  alle  Punkte  enthalt,  deren  Gegen- 
punkte einen  Teil  einer  andern  Seite  ausfüllen.  Diese  Abgrenzung 
erhält  man  leicht  auf  folgende  Weise. 

Seien  AiA^A^A^  die  Eckpunkte  eines  Tetraeders,  innerhalb  dessen 
O  liegt,  ferner  B^B^B^B^  die  Gegenpunkte  der  Ecken  A.  Eine  leichte 
Betrachtung  zeigt,  dass  auf  jedem  Pare  von  Gegenkanten  ein  ein- 
ziges Par  Gegenpuukte  liegt.  So  liegt  auf  der  Kante  A^A^  der 
Punkt  Cs8,  auf  der  Gegenkaute  A^^A^  der  Gegenpunkt  C14.  Analog 
seien  die  4  übrigen  Gegenpunkte  bezeichnet. 

Jetzt  hat  man  im  Dreieck  A^A^A^  die  4  Punkte 

A^  Cs8  ^1  C24    mit  den  bezüglichen  Gegenpunkten 
Bi  6^4  A^  Ci3 

im  Dreieck  Aj^A^A^.  Wie  leicht  eihellt,  sind  dann  die  Vierecke 
^2^8^!  ^M  ^^^  -^2^14^1^18  einander  derart  zugeordnete  Bezirke, 
dass  jeder  Punkt  des  einen  seinen  Gegeupunkt  im  andern  hat.  Sie 
sind  nämlich  Schnitte  zweier  Scheitelpyramiden,  deren  Spitze  0  ist. 
Zieht  man  die  Geraden  i^iC»«,  BxC^\^  -^i^ssi  ^^  teilen  diese  das 
Dreieck  A^A^A^  in  3  Vierecke,  welche  ihre  zugeordneten  Vierecke 
einzeln  auf  den  3  übrigen  Tetraederseiten  haben. 
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Es  genügt  nun  ein  solches  zugeordnetes  Par  von  Bezirken  zu 
betrachten,  nnd  zwar  wollen  wir  die  Vierecke  noch  dnrch  die  Dia- 
gonalen B^A^  und  B^A^  in  Dreiecke  teilen,  nnd  nnr  das  Dreieckspar 
B^A^C^,  ^2^1^14  untersuchen. 

Sei  O  Anfang  der  xyz  und  die  Goordinaten  der  ^,  i^,  C  mit 
den  gleichen  Indices,  die  der  B  ausserdem  mit  einem  Strich  x'^  y', 
«',  die  der  C  mit  2  Strichen  x\  y",  z"  bezeichnet  Ferner  sei  in 
Determinanten,  deren  3  Reiben  sich  auf  o; ,  y,  0  gleicherweise  be- 
zieben, nur  die  erste  Reihe  ausgeschrieben,  und  zur  Abkürzung  ge- 
setzt: 

0,  =  I  irjacgx^  I  ;     Og  =  |  x^x^pc^  |  ;     03  «  |  x^x^x^  |  ;     a^  —  |  x^c^i  \ 
80  dass  identisch 


ß|^*i  +  fl2^2+«8 1^^3  +  04^4=- 


a-i  «-2   3-3  Ä"* 


(22) 


ist    Ans  den  gegebenen  A  sind  nun  zuerst  die  B  und  C  zu  bestim- 
meu.    Man  hat: 

^i         3fi         «1 
daher,  sofern  B^  in  der  Ebene  A^A^A^  liegt: 

I  x^—Xi  «4— ac,  fiÄ,  — -a:,  |  «  0 
oder 

f*(««+«s+«4)-^i  =0 

—     - ;     etc. 


« 

0 

;    'T.' 

-- 

!»f.i. 

^ 

a  — 



-a, 

Femer  ist 

'T,;' 

yu" 

«14" 

_ 

tc 

«w" 

y«' 

«ss" 

und  sofern  6^3  auf  ^3^39  C^u  auf  ^1^44  liegt, 

^ts"-^2+(^8-^«)^  (23) 

woraus: 

ar, +(x^  — a?i)v  =  M»df2-}-M7(ar3— a?,)» 

Eliminirt  man  v  und  1«  zwischen  den  3  Analogen,  so  kommt: 

I  ^1  a^4  »•2  +  (a'3  -a^a)"^  I  ■=-  0 
oder 
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daher  nach  Ol.  (23) 
and  nach  Analogie 

Beides  darch  einander  dividlrt  gibt,  mit  Beachtang,  dass  nach  GL 
(22)  die  Summe  der  Z&hler  —  0  ist: 


»1  +  ^4 


Sei  jetzt  P  mit  den  Coordinaten  xyz  ein  innerer  Punkt  des  Drei- 
ecics  B^A^Cfi^  ^0  ^^^  den  Coordinaten  atq^o^  der  Gegenpunkt,  wel- 
cher innerhalb  B^A^C^^  liegen  muss.  Wir  ziehen  die  Transversale 
B^PQ^  wo  Q  mit  den  Coordinaten  x'y*z*  auf  A^A^  liegt    Dann  ist : 

05  =  SC^'  -|-  («'  —  X^')v 

woraus: 

«  =  l»«i + («a  —  f*«i )»  +  (*$  —  ««)«*«^  (^^) 

Damit  das  so  bestimmte  P  das  Dreieck  /^li^^C^  =  j  erzeugt,   hat 
u  Ton  0  bis  n  und  v  von  0  bis  1  zu  variiren. 

Zur  Berechnung  des  Flächenelementes  tduhv  hat  man: 

und  findet:  

«  — y^n-w«»  (26) 

wo 

'  — (fl^i— f««i)*+...;       «-=•  (irs— «■«)'+••. 

gesetzt  ist. 

Der  Gegenpnnkt  Po  wird  bestimmt  durch 

^  —  ^  — ?i—  — ^  — -^A 

I  «$— oTi  x^—x^  Ä«+«,  I  -=  0  (27) 

Dies  gibt: 

I  «»  «4  *i  I  "-  —  a,  — 
— ^I*s  — *j  *4  — af|   |»fl!|(l— •w)+«r2(l-i»)t7+flJ8tt»  I 
—  A{a,|Ä(l  — »)  — (a— a,)(l  -i*)ü+a,ttr} 
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1 


l  ^ 


-(1— i»)ü— f*(l— r)  — r 


lieiiBich  ist  die  Sehnendichte 

1 


Bie  RiefatiiBg820sinns  von  PP^  sind: 

X  y  z 

Q  Q  Q 

<iie  iet  Normale  der  £bene  A^A^A^  sind  constant  and  verhalten  sich 
vie  die  Coelficienten  von  a-Q,  j^oi  'o  ^^  ^^^  Gleichung 

^sren  Qaadratsamme 

ist.  Daher  hat  man: 

COSiCo  «   -j^  I  a:«  — iTi   »4  — »1   «  I 
ii»s  ist  nach  GL  (27) 

costro-  ^^i 

ud  die  Dichte  der  Sehnen  der  ganzen  Tetraederfläcbe  in  O  ist 

1  n 

D  «  ü^yin-^m*    Cvilv    /\x{l+X)^du  (28) 

0  0 

^Sarame  erstreckt  sich  über  die  l2Pare  zugeordneter  Kleracntar- 
f^iecke  der  Oberfläche. 

Hier  ist 

oetzt  man 

0k  —  xk^-{-  . . .  ;         «**  =  ari[a-A+  . . . 

A  =  «if**  +  2(*i2  — «if*)f*«+(«2  — 2Ä„fi+*i^»)r« 

-Mi  --  «IS  -  «18  +  («83  —  «2  -  «13  +  «1«)  « 
^1=  «8~2«„+«8 
^L  1  Ibth.  m.  Pliys.    2.  Reihe,  T.  VII.  IS 
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80  wird 

Sei  nun 
woraas 

ferner 

dann  wird 

2a^  a 


A» 


a    ö»  —  (0  —  H)* 
und  Gl.  (28)  laatet  nnn: 

1 


0  0 

(•+f)' 


Fahrt  man  die  Integration  nach  a  ans,  so  erhält  man: 


D=  7. 


-^-^ZNkVln^m^fdv  [t7+Vloga+F,log  g_^^t^| 
wo  ü  die  rationale  Function  von  a 

TT  g'  +  X  r,+  F-80  F4+F-50 

und  die  V  folgende  6  rationale  Functionen  von  v  sind: 
Die  Grenzen  von 
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sind: 

Beide  irrationale  Quadratwurzeln  aus  Functionen  2.  Grades  von  v 
lassen  sich  einzeln  rational  machen,  da  sie  in  gesonderten  Termcn 
Torkommen.  Daher  besteht  das  unbestimmte  Integral  aus  rationalen 
Functionen  von  v  und  je  einer  joner  Qnadratvrurzeln,  aus  Logarith- 
men solcher  und  aus  Functionen  von  der  Form 


/ 


^10g(l±T) 


für  welche  Legcndre  Tafeln  berechnet  hat. 
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XI. 
Die  Polaren  der  algebraischen  Curven. 

Von 

Rudolf  Gaertner. 


I.    Die   geraden    Polaren. 

§  1.  Legt  man  dnrch  einen  Pol  eine  Gerade  und  betrachtet 
den  Pol  als  Nullpunkt  derselben,  so  wird  jeder  Pankt  der  Polgeraücn 
durch  seine  Polferne  und  deren  positive  oder  negative  Richtung  be- 
stimmt. 

A.  Ist  ein  Punkt  der  Polgeraden  durch  seine  Polferne  r,  ge- 
geben, während  in  Bezug  auf  denselben  die  Lage  eines  anderen 
Punktes  bestimmt  werden  soll,  so  muss  dessen  Polferne  g  durch  die 
gegebene  Polferne  vi  ausgedrückt  werden.  Dies  geschieht  durch  die 
Gleichung 

n 

worin  k  jede  numerische  Grösse  zwischen  0  und  +  od  bedeutet.  Wir 
sind  gewohn  die  Gleichung 

so  zu  deuten,  dass  k  diejenige  Zahl  ist,  welche  angiebt  wie  oft  r,  in 
ß  enthalten  ist  und  nennen  diese  Operation  dividiren,  d.  h.  teilen. 
Diese  Teilung  wird  sich  auf  der  Polgeraden  durch  die  Abstände  der 
Punkte  sichtbar  kennzeichnen. 


Wir  nennen 
eine  Teilung  nach  erster  Ordnung. 
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Fflr  die  Betrachtang  der  Polaren  ist  die  Bedingung 

von  grosser  Bedeutung.    Wir  nennen  sie  die  Polarbedingung  und 
geben  ihr  in  Folgendem  Je  nach  Bedarf  die  Form 

flf  —  r j    oder    -  ««=»  1    oder =  0 


r, 


Die  Polarbedingung  lässt  sich  auf  harmonische  Teilung  zurück- 
fahren. Nehmen  wir  an,  der  durch  die  Polferue  r,  gegebene  Punkt 
sei  aus  zwei  Punkten  entstanden,  welche  von  gleicher  oder  entgegen- 
gesetzter Richtung  kommend  aufeinander  gefallen  sind,  so  zeigte  sich 
stets  ein  dem  Pol  conjugirter  Punkt,  so  lange  die  beiden  Punkte  eine 
sichtbare  Entfernung  hatten.  Im  Moment  des  Zusammenfallens  ver- 
schwindet auch  der  conjugirte  Punkt  in  dem  durch  die  Polferne  r^ 
gegebenen  Punkte. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichung 


den  Pol  bezeichnet 


-  =  0    oder    g^O 


B.  Sind  zwei  Punkte  der  Polgcraden  durch  ihre  Polfomen  r^ 
und  Tg  gegeben,  so  kann  die  Lago  eines  dritten  Punktes  durch  die 
Polfemcn  der  beiden  gegebenen  Punkte  bestimmt  werden. 

In  Bezug  auf  den  einen  gegebenen  Punkt  besteht  die  Gleichung 
in  Bezug  auf  den  anderen 


durch  Addition  beider  Gleichungen  entsteht  die  Beziehung 

Es  hindert  nichts  daran  Jb,  +^j  *"  ^  zu  setzen,  da  wir  ^•l+Ä?,  alge- 
braisch addiren  können.    Es  entsteht  die  Gleichung 


Dieselbe  bestimmt  bei  gegebenem  k  die  Lage  eines  Punktes  in  Be- 
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zug  auf  zwei  gegebene.    Sie  zeigt  dtlier  aach  die  Teilang  einer  Pol- 
geraden an. 


Wir  nennen 


1      »•« 


^1       r, 

eine  Teilung  nach  zweiter  Ordnung. 
Die  Polarbedingung  ergiobt: 

^-  =  1 
Durch  Addition  entsteht  die  Gleichung 

Dieselbe  bezeichnet  die  harmonische  Teilung  einer  Polgeradcn.    Man 
kann  dafür  schreiben 

^_1  +  ?.^1==0      oder      ^i:>-^^ 
d.  i.  die  harmonische  Teilung  einer  Polgeraden. 

C.  Die  Lage  eines  Punktes  in  Bezug  auf  drei  gegebene  Punkte 
wird  durch  die  Gleichung  bedingt 

Sie  ist  entstanden  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen 

?-  +  ^^k    und     ^-^k. 
Wir  nennen 

»•i       »•«      ^s 
eine  Teilung  nach  dritter  Ordnung. 

Die  Polarbedingung  ergiebt: 

D.  Allgemein   wird  die  Lage   eines  Punktes  in  Bezug  auf  n 
gegebene  Punkte  durch  die  Gleichung 


»•l  '•j         »"3  »"h 


bestimmt.    Dieselbe  giebt  auch  die  Teilung  nach  »ter  Ordnung  an. 
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Die  Polarbediogaog  ergiebt: 

?-  +  ?.  +  ...?:  =  „ 

§  2.  AUe  bisher  genannten  Teilungen  sind  eindeutig  oder  er- 
sten Grades,  weil  sie  nur  einen  Punkt  bestimmen. 

Fällt  der  gesuchte  Punkt  mit  einem  der  gegebenen  Punkte  zu- 
sammen, so  tritt  eine  Teilung  nach  n&chst  niederer  Ordnung  ein. 

Diese  Betrachtung  fahrt  auf  den  allgemeinen  Satz: 

1.  Fallen  von  n  gegebenen  Punkten  m  Punkte  mit  dem  ge- 
suchten Punkt  zusammen,  so  wird  die  Polgerade  nach 
(n  —  m)  ter  Ordnung  geteilt. 

Legen  wir  die  speciellen  Teilungen,  welche  die  Polarbedingnng 
ergab,  zu  tirunde  und  setzen  m  «  n— 2,  so  lautet  der  Satz: 

la.  Fallen  von  »  gegebenen  Punkten  n  — 2  Punkte  mit  dem 
gesuchten  Punkt  zusammen,  so  wird  die  Polgerade  harmo- 
nisch geteilt 

Der  Beweis  beider  Sätze  erhellt  daraas,  dass  far  Satz  1.  m  Pol- 
feruen,  für  Satz  la.  »— 2  Polfernen  gleich  g  gesetzt  werden,  z.  B. 

^--|-?.^-(n-2)^-n     d.h.     ?-+?-+n  — 2-n     oder 

d.  i.  die  harmomische  Teilung  einer  Polgeraden. 

§  3.  Die  auf  einer  Polgeraden  gegebenen  n  Punkte  sollen  einer 
Gurve  nter  Ordnung  angehören.  Drehen  wir  die  Polgerade  im  Pol, 
welcher  Coordinatenanfangspunkt  ist,  so  gleiten  die  n  gegebenen 
Punkte  auf  der  Corvo  nter  Ordnung,  während  der  gesuchte  Punkt 
bei  gegebenem  numerischen  Factor  ha  eine  Gurve  beschreibt,  deren 
Polargleichung 

1L+1  +  ...  £.„*. 

ist,  vorausgesetzt,  dass  alle  Polgeraden  derselben  durch  hm  gegebenen 
Teilung  unterweisen  sind. 

Im  Folgenden  soll  abgeleitet  werden,  dass  die  Gleichling 
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in  Bezog  auf  jede  algebraische  Cnrve  einen  BOschel  paralleler 
Strahlen  bedeutet. 

§  4.  Zwischen  den  Polfernen  einer  Curve  nter  Ordnung  be- 
stehen Bezichangen,  gleich  denen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  nten 
Grades.    Einige  Beispiele  sollen  dies  anschaulich  machen. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Gurre  zweiter  Ordnung  ist 

Es  sei  erwähnt,  dass  in  jedem  Gliede  der  durch  /*^xy  bezeichneten 
Summe  nten  Grades  die  Summe  der  Exponenten  der  veränderlichen 
Grössen  gleich  n  ist.  Bringen  wir  eine  derartige  Summe  auf  Polar- 
coordinatensystem,  so  besteht  die  Gleichung 

f*xy  =  r«/'*g) 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Curve  zweiter  Ordnung  lautet  daher 
im  Polarcoordinatensystem: 

Worzcln  dieser  Gleichung  sind  die  Polfernen  der  Cnrve  zweiter 
Ordnung  r,  and  r,.    Es  bestehen  zwei  Beziehungen  der  Polfernen: 

Durch  Division  beider  Beziehungen  entsteht 
^  ^i^i ? 

d.  i.  eine  gerade  Linie.  Da  der  numerische  Factor  k  weder  den 
Grad  noch  die  Richtung  verändern  kann,  so  bedeutet 

einen  Parallelstrahleubüschel,  dessen  Gleichung  im  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  lautet: 

f'xy  +  kc^O 
die  Gleichung 

lässt  sich  auch  schreiben: 
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Dio  allgemeioe  Gleichang  der  Carve  dritter  Ordoong  ist: 

Die  Beziehangen  der  PolferDon  r^,  r^  und  r,  sind: 

c 


»•i»'«-**8  — 


7»9 


/"V 

Nur  die  Division  der  ersten  beiden  Polfernenbeziehnngen  ergiebt 
den  ersten  Grad.    Die  Gleichung 

bezeichnet  also  eine  gerade  Linie. 

V«  +  n'-8  +  V8 

bedeutet  also  einen  ParallelstrahlenbOschel.     Diese  Gleichung  lässt 
sich  schreiben: 

»•l         *•«         »"8 

Die  Beziehungen  der  Polfemen  einer  Curve  vierter  Ordnung  sind: 

c 

Kor  die  Division  der  ersten  beiden  Polfernenbeziehungen  ergiebt  den 
ersten  Grad. 


c 


/Google 
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bedentet  ein   Parallelstrahlenbüschol.     Dfoso    Gleichung   lässt   sicli 
schreiben : 

^1         ^9         ^S         ^^ 

§  5.    Ich  stelle  den  allgemeinen  Grundsatz  der  Polaren  auf: 

Die  Polare  ist  der  Ort  desjenigen  Punktes  einer  im  Pol  rotiren- 
den  Geraden,  welcher  in  Bezug  auf  sämtliche  Polfernen  einer  ge- 
gebenen Curve  in  jedem  Moment  die  Polarbodingung  erfüllt. 

Die  Gleichungen  der  geraden  Polaren  erhalten  wir  demnach, 
wenn  wir  in  die  Gleichungen  der  Parallelstrahlenbüschel  an  Stelle 
von  k  die  durch  Polarbedingung  gewonnenen  charakteristischen 
Zahlen  der  Zahlenreihe  1,  2,  3,  ...  n  setzen.  Die  Gleichungs- 
formen  der  geraden  Polare  einer  Gurve  sind  demnach: 


1)    '-+'-+...  '--n 


rirf  ...  rn 


2)  g-^n .   '^''""" 0 

r^r^  ...  rji-i-f-rirg  ...  r„-J-  ...  r^r^  ...  r» 

3)  ff  +  n~^0 

>)    /'xy  +  nc  =  0^0 

Die  Curve  nter  Ordnung,  ftLr  welche  diese  Polare  gilt,  hat  die  Glei- 
diung: 

§  6.  Setzen  wir  in  der  Gleichung  2)  der  Polare  einer  Curve 
nter  Ordnung  eine  beliebige  Polferno  gleich  null,  so  wird  der  Zähler 
zu  null ,  während  im  Nenner  derjenige  Summand  stehen  bleibt,  wel- 
cher diese  Polferne  nicht  enthält.  Es  wird  also  ^  »  0  d.  i.  der- 
jenige Strahl  des  ParallelstrahlenbOschels  welcher  durch  den  Pol 
(Coordinatenanfang)  geht    Wir  schliessen  daraus: 

Ist  der  Pol  ein  Punkt  der  Curve,  so  geht  die  Polare  durch 
den  Pol. 

Fttr  die  geraden  Polaren  gelten  alle  Sätze,  welche  im  §  2.  genannt 
sind.    Sie  lauten: 

1.  Geht  eine  gerade  Polar^  durch  beliebig  viele  m  fache  Punkte 
einer  Curve  nter  Ordnung,  so  werden  die  Polgeraden,  welche  durch 
diese  m  fachen  Punkte  gehen  nach  (n  —  m)  ter  Ordnung  geteilt 

Ft)r  m  —  n— 3  ist  die  Teilung  eine  harmonische: 
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la.  Oebt  eine  gerade  Polare  doreb  beliebig  viele  n— -2fiudio 
Paukte  einer  Cnrye  nterOrdnang,  so  werden  die  Polgeraden,  welche 
darcb  diese  (n  — 2)  fachen  Punkte  gehen,  harmonlBch  geteilt 

Betrachten  wir  die  Tangente  einer  Cnrye  nter  Ordnung  als 
Pohire  und  ihren  BerQhmngspnnkt  als  zweifachen  Pnnkt  der  Gurvo, 
so  moss  diejenige  Polgerade,  welche  durch  den  Berttbrungspunkt 
gebt,  nacb(n— 2)ter  Ordnung  geteilt  sein.  Dies  ist  nur  möglich, 
wenn  der  Pol  auf  der  Tangente  selbst  liegt,  da  diese  allein  ausser 
dem  Berflbrungspunkte  n — 2  Schnittpunkte  mit  der  Curve  zeigt. 
Die  Polare  geht  aber  nur  durch  den  Pol,  wenn  der  Pol  ein  Punkt 
der  Curve  ist,  d.  b.: 

2.  Ist  der  Pol  ein  Punkt  der  Curve,  so  ist  die  Tangente  im 
Pol  seine  Polare. 


II.    Die  Polaren  im   allgemeinen. 

Die  Gleichung  jeder  Polare  drftckt  eine  Teilung  aus,  nämlich 
diejenige  Teilung,  welcher  sämtliche  Polgeraden  durch  Curve  und 
Polare  unterworfen  sind.  Die  Ordnung  der  Polare  —  die  mte  Ord- 
nung ist  zu  unterscheiden  von  der  mten  Polare  —  giebt  den  Grad 
der  Teilung  an.  Der  Teilung  mten  Grades  genflgen  m  Punkte,  sie 
ist  0»  deutig. 

Es  wäre  zu  weitläufig  jede  neue  Teilung,  d.  h.  die  Polaren  jeder 
Ordnung  aus  Punktbestimmnngen  abzuleiten.  Daher  schlagen  wir 
jetzt  einen  allgemeinen  Weg  ein. 

Wir  bestimmen  in  Folgendem  den  Ort  desjenigen  Punktes, 
der  allen  Polarbedingungen  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Curve  genügt 

A.    Die  geraden  Polaren. 

Sie  mttssen  den  Charakter  einer  Geraden  zeigen,  d.  h.  es  ist 

9  +  k-^^-O 

Die  Beziehungen   der  Polfernen  jeder  algebraischen  Curve  führen 
stets  auf  diese  Gleichung. 

Den  Wert  für  >r-  erhalten  wir  dnrob  Division  zweier  Polfemen- 
beziehungen deijenigen  Curve,  in  Be^ug  auf  welche  die  Polare  b€« 
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Btimmt  werden  soll.  Der  nmnerischc  Factor  k  crgicbt  sich  nach  dem 
Polarcn-Prindp  dadurch,  dass  wir  sämtliche  Polfernen  der  Gnrve 
gleich  g  setzen  z.  B. 


Die  Polare  einer  Carve  yiertcr  Ordnung  hat  die  Gleichung 

Polarbedingung  ist 

r4  «  r3  =  r,  =  r,  —  ^ 
Eis  wird 

daher  ist  die  Gleichung  der  Polare: 

g+^jr  =0    oder    /'ary4-4c«0 

B.    Die  Polaren  zweiter  Ordnung. 
Ihre  allgemeine  Gleichung  lautet: 

Wir  wollen  diese  Gleichung  aus  der  allgemeinen  Gurre  dritter 
Ordnung  ableiten. 

Die  drei  Bedingungen  der  Polferuen  einer  Curve  dritter  Ordnung 
lassen  nur  in  zwei  Fällen  die  Entstehung  von  Gur?en  zweiter  Ord- 
nung zu,  diese  sind: 

Die  Gleichung 

in  welcher  k  einen  beliebigen  endlichen  Factor  bedeutet,  bezeichnet 
alle  Gurven  zweiter  Ordnung,  welche  in  dem  Falle,  wo  k^  und  k^ 
bestimmte  Grössen  sind,  durch  die  gemeinsamen  Schnittpunkte  der 
beiden  Gurven  1.  und  2.  gehen,  daher  auch  die  Coefficienten  der 
veränderlichen  Grössen  beider  Gurven  zweiter  Ordnung  —  d.  h.  nu- 
merische Grössen  und  Constanten,  welche  wir  bisher  nie  betrachtet 
haben  —  in  irgend  einer  Weise  vereinen  werden.  Die  Gleichung 
lässt  sich  schreiben: 
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Es  ist  klar,  dass  nur  zwei  namerische  Factoren  zu  bestimmen 
Die  Yorzeichen  derselben  haben  znnächst  keine  Bedeutang. 
Se  ergeben  sich  durch  die  Bestimmungen  von  selbst  In  gleicher 
Weise  l&sst  sich  die  Polare  zweiter  Ordnung  aus  jeder  Cur?e  belie- 
Kger  Ordnung  ableiten.  Die  Polare  zweiter  Ordnung  hi^t  daher  die 
al^emeine  Form: 

f  9  C 

Die  Werte  für  ^^  und  j^   ergeben  die  Beziehungen  der  Pol- 

kxnea  derjenigen  Curve,  für  welche  die  Polare  bestimmt  werden  soll. 

Die  numerischen  Factoren  werden  durch  die  Polarbedingung 
bestinimt. 

a)  z.  B.  die  erste  Polare  der  Curve  dritter  Ordnung 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Polare,   so 
wird 

Legen  wir  den  Pol  auf  die  Curve ,  so  wird  z.  B.  r,  «  0.  Es 
entsteht  die  Grleichnng 

Die  Polarbediugung  r^^  r^^  g  ergiebt  ätj  =  2.  Wir  können  in 
Folgendem  bei  schon  bokaunten  Gleichungen  die  in  denselben  enthalte- 
nen numerischen  Factoren  wählen,  da  eine  neue  Bestimmung  derselbeu 
stets  die  alten  Resultate  erzielen  wird.  Es  bleibt  für  die  gesuchte 
Polare: 

Polarbedingung  ist  T^^=:ir^^  r^.    Es  wird  k^  =  3 

Die  Gleichungen    der  ersten  Polare    einer  Curve  dritter  Ordnung 
siod  also: 

^^    ^'^^-r,+r,  +  r,      +K,  +  r,+  ;r     oder 
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2)     i^*+2^7^  +  S^4^-0    oder 

Setzen  wir  zwei  beliebige  Polfernen  gleich  g^  so  genagt  diese  Be- 
dingnng  ebenfalls  der  Oleichnng  1).  Die  Polaro  geht  daher  durch 
den  Doppelpunkt  nnd  den  dreifachen  Punkt  der  Gurve,  wenn  solche 
vorhanden  sind. 

b)  Die  zweite  Polare  der  Curve  vierter  Ordnung. 

Ihre  Gleichung  ist: 

Man  setze  r^  —  0.    Es  wird 

ist  schon  bekannt  Es  ist  k^^Z,  Die  Gleichung  der  Polare  be- 
kommt die  Form: 

Polarbedingnng  ist  r ^  —  r,  —  r,  «  r4  =  y.    Dieselbe  ergiebt 

Die  zweite  Polare  einer  Curve  vierter  Ordnung  hat  also  die  Glei- 
chungen : 

^      ^    »•|^«+...V4    "^    VS+...V4 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  drei  beliebige  Polfernen  gleich  y,  so  ge- 
nügt diese  Bedingung  ebenfalls  der  Gleichung  der  Polare  d.  h. 

Die  zweite  Polare  einer  Curve  vierter  Ordnung  geht  durch 
alle  dreifachen  Punkte  der  Curve  und  den  vierfachen,  wenn 
die  Gurve  in  einen  Baschel  von  vier  Strahlen  zerftllt 

G.    Die  Polaren  dritter  Ordnung 
Ihre  allgemeine  Form  ist 
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Die  Werte  von  y^,  -^  and  ^  ergeben    die  Beziehongen  der 

Polfemen  der  zn  Grande  gelegten  Garve.  Die  namerischen  Factoreo 
^,  kg  und  k^  werden  darch  Polarbedingongen  bestimmt. 

2.  B.    Die  erste  Polare  einer  Cnr?e  vierter  Ordnang  lantet: 

Wir  mfissten  jetzt  r«  »  r,  =  0  setzen,  d.  b.  der  Pol  läge  aaf  einem 
Doppelpunkt  der  Carve.  Schneller  fabrt  es  jedoch  zum  Ziel,  wenn  wir 
lar  r^  «.  0  setzen.    Es  wird 

^       ^^     '•i+^  +  '-s      ^  ^'•i  +  '-.+'-s 

Diese  Gleichang  ist  bekannt.  Man  wähle  die  bekannten  namerischen 
Fsdoren.    Es  wird 

Die  Polarbedingnng  »j  Mz^r^mmr^^r^  ergiebt  ifcs  -•  4.    Es  ent- 
steht die  Gleichang  der  Polare: 

Setzt  man  je  drei  oder  je  zwei  Polfemen  gleich  y,   so  genttgt 
jede  dieser  Bedingnngen  der  Gleichang  der  Polare  d.  h.: 

Die  Polare  geht  darch  alle  zwei-,   drei-  und  vierfachen 
Pnnkte  der  Carve. 
D.    Die  Carve  fünfter  Ordnang  and  ihre  Polaren. 

Die  allgemeine  Gleichang  der  Carve  ist: 
Its  Pokre:  f^-^^'^^^  ^'^^^f^:  "  ^/^X+^/" 
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Setzt  man  sämtliche  5  Polfernen  oder  je  4,  oder  je  3,   oder  je 

2  Polfernen  gleich  g,  so  entsteht  die  Gleichung  0  »  0.    Jede  dieser 
Bedingungen  genügt  also  der  Gleichung  der  ersten  Polare. 

2te  Pola«:  .»-v'^^'  +6,^-'™j±--- 

r*  r^r^r^Tr,  ^ 

Dieser  Gleichung  genügt  jede  der  Bedingungen,  welche  entsteht, 
wenn  man  alle  5,  oder  je  4,  oder  je  3  Polfernen  gleich  g  setzt. 

3 te  Polare:  g^-^ig''''^'''*+ '"  +  lo     -'^^^'^^^ 0 

Setzt  man  alle  5  Polfernen  oder  je  4  gleich  y^  so  genügt  jede 
dieser  Bedingungen  der  Polarengleichung. 

4te  Polare:  g  =  5 ^™^^ .-=  0 

Dieser  Gleichung  genügt  nur  die  Polarbediuguug  für  alle  fünf 
Polferueu.    \\ir  erhalten  den  allgemeinen  Satz: 

1.  Die  ^•te  Polare  geht  durch  alle  vielfacheu  Punkte  einer  Curve, 
deren  Anzahl  gleich  uud  grösser  ist  als  b-\-l. 

Aus  diesem  Satze  folgt: 

2.  Die  erste  Polare  jeder  Curve  geht  durch  alle  Punkte,  in 
welchen  die  Polgeradcn  Tangenten  an  die  Curve  werden.  (P^s  sind 
nämlich  je  zwei  Polfernen  gleich  g), 

E.  Die  Gleichungen  der  Curve  fünfter  Oiduung  und  ihrer  Po- 
laren auf  rechtwinkliges  Coordinatcnsystem  bezogen  lauten : 

Curve :  1/ Vy  + 1  f*xg  + 1  f^xi/+  Ipxy  + 1  /  »xy  +  Ic  =  0 

Ite  Polare:  lf^xy'\-2pry  +  ^Pxy^if^xy'\-be  «  0 

2te  Polare:  lf^xy+'6pxy+^f'xy  +  \0c  -  0 

3  te  Polare :  1  f*xy + 4/"»  a-y + 10c  —  0 
4te  Polare  :  \f^xy-\-bc  -=  0 

Jede  Gleichung  ist  aus  der  vorhergehenden  durch  dieselbe  Ope- 
ration entstanden.  Die  erste  Polare  zeigt  diese  Operation  an.  Wir 
nennen  diese  Operation  Polarisation  oder  polarisiren.  Eine  Gleichung 
polarisiren  heisst: 

Die  gegebene  Gleichung  mit  Ausnahme  des  höchsten  Grades  der 
veränderlichen  Grössen  abschreiben  und  den  fallenden  Potenzen  der 
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verftnderlichen  OrGssen  die  ftteigenden  Factoren  der  Zahlenreihe  1, 
2,  8  lt.  8.  w.  geben.  Jede  homogene  Summe  beb&lt  ein-  nnd  den- 
selben Factor.  Den  höchsten  Factor  bekommen  die  von  veränder- 
lichen Grössen  freien  Summanden. 

Die  l;te  Polare  einer  Curve  zn  bestimmen  heisst  die  Gleichung 
der  Car?e  l:mal  zn  polarisiren. 

Beispiel:  Die  gerade  Polare  einer  Gorve  6ter  Ordnung  zu  be- 
stimmen. 

Curre:         f^X9+f^ity+f^xy+/^xy+f^xy+/Uy  +  €  -  0 

Ite  Polare:        l/h^+2f*xy+S/^ry+4cf^+brxy+^z=zO 

2te  Polare:  f*xy+3f^xy  +  ^f^a^+10f^xy+lbc  -  0 
3te  Polare:  f^scy+4tf*xp+10fh€p+20e  -  0 

4te  Polare:  f^xy+bf^x^+lbe  =  0 

5te  Polare:  f^xy+^c  —  0 

F.  Es  giebt  noch  eine  zweite  Art  die  Gleichungen  der  Polaren 
zu  bestimmen.  Aus  den  angefahrten  Beispielen  ersehen  wir,  dass 
die  l;te  Polare  eine  ganz  bestimmte  Zahlenreihe  für  sich  als  Fac« 
torenreihe  in  Anspruch  nimmt. 

a)  Die  erste  Polare  hat  zur  Factorenreihe  die  arithmetische 
Reihe  erster  Ordnung,  deren  mtes  Glied  j-.  ist 

b)  Die  zweite  Polare  hat  zur  Factorenreihe  die  arithmetische 
Beihe  zweiter  Ordnung,   deren  mtes  Glied         ^T     ist. 

c)  Die  dritte  Polare  hat  zur  Factorenreihe  die  arithmetische 
Beihe  dritter  Ordnung,  deren  wtes  Glied  "*'  *^     ot*  ^  ist. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  das  mte  Glied  der  ikten  Polare 
einer  Curve  nter  Ordnung  lautet: 

«..(m+l)(n.+2)  ...  (,n+k-l)^^_^_^^ 

Jedenfalls  ist  die  Methode  der  Polarisation  für  die  Bestimmung 
einer  Polarengleichung  vorzuziehen. 

G.  Die  Betrachtung  der  Polarengleichungen,  in  welchen  die 
Polfemen  der  Curven  enthalten  sind,  zeigt  an,  dass  die  m  letzten 
Glieder  einer  Polarengleichung  zn  null  werden,   wenn  der  Pol  ein 

Anh.  dtt  lUtk.  «.  Phyt.   8.  KeUie,  T.  VIL  IS 
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mfaoher  Pnnkt  einer  Garve  ist.  Es  bleibt  eine  Polarengleichang 
übrig,  in  der  ebenfalls  m  RadienTeotoren  der  Polare  gleich  null  ge- 
setzt werden  können.    Daraus  folgt: 

1.  Ist  der  Pol  ein  mfacher  Pnnkt  einer  Cnrve,  so  ist  er  auch 
ein  m&cher  Pnnkt  jeder  Polare. 

2.  Ist  der  Pol  ein  mfacher  Pnnkt  einer  Cnrve  nterOrdnang^  so 
werden  sämtliche  Polgeraden  dnrch  die  Carre  nnd  ihre  kte  Polare 
(in  diesem  Falle  jede  Polare)  nach  (n—i»)  ter  Ordnung  geteilt.  — 
Es  entsteht  also  die  Gleichung  der  ikten  Polare  einer  Cnrve  (n — m)- 
ter  Ordnung.  — 

Der  Grad  der  Teilung  ver&ndert  sich  in  gleicher  Weise.  Er 
wird  durch  die  Ordnung  der  Polare  angegeben.  In  dem  Falle,  wo 
Ic^  n  —  m  —  1  ist,  wird  die  Teilung  jeder  Polgeraden  eindeutig,  weil 
alsdann  nur  die  ersten  beiden  Glieder  jeder  Polarengleichnng  be- 
stehen bleiben,  nnd  die  numerischen  Factoren  derselben  in  den 
Gleichungen  der  geraden  Polaren  mit  denselben  Functionen  der  Pol- 
femen verbunden  auftreten. 

Setzt  man  k  >-  n—- m— 1  (d.h.  die  Teilung  wird  eindeutig)  and 
ffi»  •■>  n  -  2,  so  heisst  das  Gesetz  2.: 

2a.  Ist  der  Pol  ein  n— 2facher  Punkt  der  Cnrve  nter  Ord- 
nung, so  wird  jede  Polgerade  in  ihren  Schnittpunkten  mit  Corvo  und 
erster  Polare  harmonisch  geteilt 

Die  (a  — m)te  Polare  ist  mter  Ordnung.  Ein  mfacher  Punkt 
einer  Cnrve  m  ter  Ordnung  ist  nur  möglich,  wenn  die  Cnrve  in  einen 
Büschel  von  m  Strahlen  zerfällt    Es  folgt  also  nach  Satz  1.: 

Ist  der  Pol  ein  mfacher  Pnnkt  einer  Curve  nter  Ordnnng,  so 
zer&Ut  die  (n  —  m)  te  Pohire  in  einen  Büschel  von  m  Strahlen,  deren 
Mittelpunkt  der  Pol  ist.  Wenn  der  Pol  ein  Punkt  der  Curve  ist, 
so  wird  seine  gerade  Polare  Taugente  im  Pol  (früher  abgeleitet). 
Also  hat  ein  mfacher  Punkt  m  Tangenten  zu  Polaren.  Es  folgt 
daraus  : 

3.  Ist  der  Pol  ein  mfacher  Punkt  einer  Curve  nter  Ordnung, 
so  ist  seine  (n— m)te  Polare  der  Tangentenbüschel  des  m  fachen 
Punktes. 
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üeber  die  Lage  der  Mondsichel  gegen  den 
Horizont  des  Beobachters. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Wenn  man  in  einer  mondhellen  Nacht  den  Mond  in  einer  seiner 
Lichtphasen  etwa  znr  Zeit  des  ersten  oder  letzten  Viertels  beobachtet» 
indem  man  sich  die  Lage  merkt,  welche  die  die  Spitzen  der  Sichel 
verbindende  Linie  gegen  den  Horizont  des  Beobachters  einnimmt,  so 
erkennt  man,  dass  die  Neigung  dieser  Linie  nicht  constant  bleibt, 
sondern  im  Laufe  der  Nacht  sich  langsam  ändert  Während  zu  be- 
atimmter  Stunde  die  Mondsichel  fast  senkrecht  am  hohen  Himmel  zu 
stehen  scheint,  neigt  sie  sich  untergehend  mehr  und  mehr  nach  einer 
fast  wagerechten  Richtung  hin,  einem  goldenen  Kahn  vergleichbar, 
der  durch  blaue  Wellen  schwimmt 

Wir  wollen  im  Nachfolgenden  versuchen,  der  veränderlichen 
Neigung  der  Mondsichel  gegen  den  Horizont  einen  mathematischen 
Ausdruck  zu  geben. 

Zunächst  bemerkt  man,  dass  dieser  Winkel  von  der  Stellung 
des  Mondes  gegen  die  Erde  und  die  Sonne  abhängt. 

Man  hat  also  den  Lichtkegel  oder  auch  wegen  der  Parallelität 
der  Sonnenstrahlen  den  Lichtcylinder  einzufahren,  womit  die  Sonne 
den  Mond  einhüllt  und  die  Gleichung  der  Ebene  aufzustellen,  welche 
durch  den  Mondmittelpunkt  geht  und  den  Cylinder  senkrecht  schneidet. 
Dasselbe  gilt  hinsichtüoh  der  Ebene,  welche  die  Achse  des  Kegels 
vom  Auge  zum  Monde  in  dessen  Mittelpunkt  senkrecht  schneidet. 
Der  Durchschnitt  beider  Ebenen  ist  die  Linie,  welche  die  Sichel- 
spitzen des  Mondes  verbindet,  und  deren  Projection  auf  die  Himmels- 
kugel  das  Auge  wahrnimmt 

IS* 
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Ferner  hat  man  die  Gleichnng  der  Ebene  aofzasteUen,  welche 
durch  den  Standort  des  Beobachters  geht  und  die  Oberfläche  der 
Erde  in  diesem  Punkte  berührt,  also  die  Tangentialebene  oder  den 
Horizont.  Der  Winkel,  den  der  Durchschnitt  der  beiden  ersten 
Ebenen  mit  dem  Horizont  einschliesst,  ist  zunächst  die  gesuchte 
Grösse,  welche  in  Folge  der  Rotation  der  Erde  eine  Function  der 
Zeit  ist 

Endlich  sind  noch  die  variabelen  Coordinaten  auf  ein  gemein- 
sames Goordinatensystem  zu  beziehen,  die  Transformationen  derselben 
von  Ekliptik  und  Horizont  auf  den  Aequator  als  Fundamentalebciie 
einzufbhren,  wobei  man  die  Länge  der  Sonne,  die  Rectascension  und 
Declination  des  Mondes  nebst  der  Sternzeit  im  mittleren  Mittag  den 
Ephemeriden  des  Normalmeridians  zu  entnehmen  hat 

S  1. 

Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegen  wir  zunächst  in  die 
Sonne  und  nehmen  die  Ekliptik  zur  a^-Ebene.    Fig.  1. 

Die  JE*- Achse  gehe  durch  den  Frühlings-  oder  Widderpnnkt  T, 
in  welchem  die  Sonne  am  21.  März  steht  Die  Entfernung  des 
Mondes  von  der  Sonne  sei  p,  die  Richtungswinkel  von  q  seien  aßy^ 
alsdann  ist  die  Gleichung  der  Ebene  EF^  welche  von  der  Sonne  aus 
gesehen  die  Lichtgrenze  auf  dem  Monde  bestimmt 

XieoBa-{'fffCOBß"\-»^coBy  =  q 

Wir  verlegen  jetzt  das  Goordinatensystem  in  den  Mittelpunkt 
der  Erde.  Bezeichnen  wir  noch  die  Entfernung  desselben  von  der 
Sonne  mit  R  und  die  Länge  der  letzteren  mit  6,  so  hat  man  für 
die  neuen  Coordinaten 

«1  -•  0?!  —  Äcos  B 

Vt  =  yi — ÄsinO 

«1  — «1 
Es  ist  aber 

costt  — ->      co8Ö  =  ~.      cosy  — - 
9  9  Q 

ferner 

jB|  —  —  Äcos6+rcos/JcosA 

jft  —  — ^8in9+*'C08^sinX 

9t  •»  rsin/S 

Demnach  wird  die  Gleichung  für  die  Lichtgrenze 

(«1 — Äcos  8)(  —  Äcos  8+ r  cos  /l  cos  k) 

+(yi— Äsinex— Äsin©+rcos/»8inX)+iiif  sin/J  -  ^« 
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Diese  flOr  die  Ekliptik  geltenden  Coordinaten  haben  wir  noch  auf 
den  Aeqnator  zn  transformiren.  Die  Schiefe  der  Ekliptik  nm  c,  die 
bekannten  TranBformationen  sind  dann 

jft  —  jfcost+'ttoy 
»1  —  «cosf— ysine 

demnach  wird  die  obige  Gleichung  dnrch  Einsetzung  dieser  Ansdrftcke  zu 

(ä— Äco8  6)(— ÄcosS+rcos/JcosA) 

-{-(ycos«+«^i^<  -Ä8in6)(— Äsinö+rcos/fsinA) 
+  l«C08«— yBin«)r8in/J  —  q^ 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Rednction  der  ekliptischen  Coordi- 
naten aß  auf  äquatoriale  ad^  welche  die  Rectascension  und  Declination 
des  Mondes  bezeichnen,  durch 

cos/)  cos  A  —  cosJcosa 
cos/lsinil  — >  cosdsinacost+sindsin« 
waß  =5  —  C08d8in«8in<-{-sin<C0B< 

bestimmt  ist,  und  dass  die  Entfernung  von  Sonne  und  Mond  durch 

^«  —  Ä«+r«— 2JBrcosiJcOB(A— 8) 

dargestellt  werden  kann,  so  folgt  nach  Einführung  dieser  Formeln 
in  die  obige  Gleichung  der  Lichtgrenze 

x(— Jlcos84*^co86cosa)4-y(~'Rcosfsin6-f-^8inacos^ 

-f-«(— i?  sine  sin  O-fr  sind)  =  Ä*  — JBrco8/Jcos(il  — 6) 

Die  variabelen  Coordinaten  ay»  beziehen  sich  also  jetzt  auf  das 
durch  die  Erde  gelegte  AequatorialqrBtem ,  dessen  JT-Achse  durch 
den  Widderpunkt  geht. 

S2. 

Wir  haben  jetzt  die  Gleichung  der  Ebene  OH  zu  bestimmen, 
wdche  durch  den  Hondmittelpunkt  geht,  und  die  Grenze  der  Sichtbar- 
keit des  beleuchteten  Teils  des  Mondes ,  von  der  Erde  aus  gesehen, 
bestimmt  Wir  nehmen  der  Einfitchheit  wegen  auch  hier  eine  cylinder- 
f5rmige  Umhüllung  an,  da  die  Grösse  und  Entfernung  der  betrachteten 
Weltkörper  solche  Annahme  gestatten.  Das  zuletzt  benutzte  Coordi- 
natensystem  gilt  auch  hier,  die  Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  sei  r,  die  Stellungswinkel  a'ß'y',  und  die  Gleichung  der  Ebene 
der  Schtbarkeit  ist 
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ÄC08a'+yC08/f'  +  «COß/  =r 

Da  aber 

coso'  —  cos a cos ^,    cos/}'  —  cos 4 cos«,    cos/  —  siuJ 
so  ist  die  Oieichang 

xcosacos4+ysinacos4-|-ssin^  =  r 

Der  Durchschnitt  beider  Ebenen  ist  demnach  nach  bekannten  Me- 
thoden bestimmt,  and  es  bedarf  nur  noch  der  Gleichung  der  Horizontal- 
ebene des  Beobachtnngsortes ,  am  alsdann  die  Neigung  des  Durch- 
schnitts, welcher  die  Sichelspitzen  des  Mondes  enthält,  gegen  diese 
Tangentialebene  zu  berechnen.  Die  Gleichung  der  letztem,  die  Erde 
als  Kugel  vom  Radius  a  genommen  ist 

Darin  bedeuten  x'y'z'  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  C, 
dcys  die  variabelen  in  Bezug  auf  den  Aequator  als  Fnndamentalebene. 

Um  diese  Gleichung  für  unsere  Zwecke  einzurichten,  haben  wir 
den  astronomischen  Begriff  der  Stemzeit  einzuführen. 

Aus  der  Fig.  1.  ist  nun  folgendes  leicht  zu  erkennen: 

Die  Erde  rotirt  in  der  Richtung  des  Pfeiles  von  Westen  nach 

Osten  um  ihre  Achse.    Die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  der  Meridian 

PQ,  dessen  Ebene  durch  den  Widderpunkt  geht,  bei  seiner  Drehung 

wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  gelangt,  heisst  Stemtag  und  ist 

derselbe  kürzer,  als  der  mittlere  Sonnentag. 

nt 
Hat  ein  Stern  die  Rectascension  a,  so  wird  derselbe  um  r^ 

Stunden  Stemzeit  für  den  Ort  B  auf  dem  genannten  Meridian  cul- 
minlren.  Für  das  Studium  dieser  Verhältnisse  ist  es  gut,  die  wirk- 
liche und  scheinbare  Bewegung  mit  einander  zu  combiniren.  Denken 
wir  uns  die  Erde  in  O  am  21.  März,  so  geht  die  Sonne  um  0*  Stem- 
zeit durch  den  Meridian,  infolge  der  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne  cnlminirt  sie  den  nächstfolgenden  später  und  am  23.  Septem- 
ber, an  welchem  Tage  ihre  Rectascension  180^  beträgt,  cnlminirt  sie 
um  12*  Stemzeit 

Wir  wollen  nun  den  Ort  By  für  welchen  nach  der  Figur  der 
Frühlingspunkt  cnlminirt  und  0*  Sternzeit  hat,  auf  seiner  Bewegung 
bis  C  begleiten  Die  bis  dahin  verflossene  Stemzeit  sei  r,  die  geo- 
graphische Breite  des  Ortes  oder  die  Polhöhe  sei  <p,  alsdann  werden 
die  Coordinaten  x'y^»'  des  jetzt  fixirten  Ortes  in  C  gleich 

jt'«B  acosqpcosT,    /»  acoBfpßiut^    a'ssasimp 
sein. 
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Die  dnrch  C  gelegte  Tangentialebene  hat  demnach  die  Gleichnng 

Qfld  damit  haben  wir  alle  erforderlichen  Oleichnngen  zur  Rechnung  fertig. 

Ba  indessen  r  Sternzeit  bedeutet,  so  haben  wir  znr  Verwandlnng 
dieser  Zeit  in  mittlere  Sonnenzeit  noch  folgendes  einzuschalten. 

Ist  der  Meridian  FQ,  dessen  Ebene  den  Frühlings-Tag-  und 
Xachtgleichenpunkt  enthält,  soweit  fortgerückt,  dass  die  mittlere 
Sonne  in  ihm  erscheint,  so  nennt  man  die  verflossene  Zeit  die 
Sternzeit  L  im  mittleren  Mittag  nnd  ist  dieselbe  gleich  der  mittleren 
linge  der  Sonne.  Yon  diesem  Zeitpunkt  an  zählt  man  die  Stunden 
bis  zom  nächsten  Mittag  und  zwar  von  0*  bis  24*.  Rückt  von  diesem 
Punkte  der  Meridian  bis  C  und  ist  hierzu  die  Sternzeit  t'  erforderlich, 
10  ist  T  —  jL-|-<'  und  da  die  Sternzeit  noch  in  mittlere  Zeit  t  ver- 
vandelt  werden  muss,  so  ist,  da  366,242  Sterntage  =  365,212  mitt- 
lere Tage  sind, 

24*+3«56»,566 

worin  t  die  mittlere  Sonnenzeit  am  Beobachtungsorte  C  ist 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  C  ist  also  jetzt 

ajCOsyc08(i+ife0  +  yCO8y8in(j&+**)+*«iny  —  a 

§3. 

um  nun  die  Neigung  m  des  Durchschnitts  der  beiden  ersten 
Ebenen  gegen  die  letztere  zu  finden,  haben  wir  aus  ihren  Oleichnngen 

x(— ÄCOS©  +  rC08ÄC08a)-j-y(— Äcü8«sin©+rsinacü8Ä) 

-}-»(— jBsincsinÖ+rsin*)  =  r«  — ÄrcosiJco8(A— ©) 
xcoBacoB9+yBmacoBd-{-zBind  =:  r 

die  Gleichungen  ihrer  Projectionen  auf  die  Ebenen  der  ssy  and  a» 
snfzostellen,  welche  durch  Elimination  der  »y  bez.  y  aus  ihnen  hervor- 
gehen.   Sie  sind 

xB  ( — cos  6  sin  d-|-  sin  68in  b  cos  acos  S) 
-j-y-RC—  sin  6  cos  €  sind -f- sin  Bsin  tsinacos^) 

—  i2r(— cos /J  sin  «cos  (6  — A)-f  sin  «sin  6)  X 
xJ?co8<(— cosOsina+sinOcosacosf) 

—  «i2(8in9sinf8iaacos6 — sinOcoscsin«) 

—  A- (— cosjJcosdsinacos  (&-*il)-|-coBff  8in9) 
oder  kurz 
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, ^     coB^ginJ— singsinfiCoagcQgJ 

BinAcosesind— sinAsinesinacosi 
,      cos  O  sing  cos  J—  sinOcosttCOflJcosg 
""  sinOcosesind  — sinOsinesinacosd 

Nach  den   Methoden   der  analytischen  Geometrie  des  Baumes 
ist  der  Winkel  o,  den  die  Gerade 

mit  der  Ehene 

einschliesst,  gegeben  dnrch  die  Formel 

8in  09  = *-* * 


yU»+5«+C«)(l+^,«+C,«) 
Snbstitoiren  wir  hierin  die  eben  angestellten  Ansdrttcke,  so  folgt 

sino  «i»  {sing^coB^C— coB9sina-{-sin6cosaco8e) 

—  cos  98inOcosT(co8f  sind— sin  csinacos^ 
+C089sinT(c08  9sind— ^sinAsinecosacosd)}: 

y  {sin  9'(co8f  sind— sin  f  sin  or  cos  d)'4-(8in  ^  sin  e  cos  «  cos  d— cos6  sin  d)* 

+(gos6  sinacosd  —  sin  6cosacos€  cosd)*} 

Benutzt  man  nun,  um  die  Formel  zu  vereinfachen,  die  Formeln 

cosdcosa  —  cos /9  cos  A 
cosdsina-^  cos/9sinilco8f  — sin /? sine 
sind  =  co8/9sinilsine-|-sin/?sint 

so  verwandelt  sich  die  Wurzel  in 

Vi  — co8/J»cos(e  — A)» 

wie  man  finden  wird,  wenn  man  den  Wnrzelausdruck    durch   den 

identischen 

1  — 2cos/}cos(9  — X)(cos9cosacosd+sin0cosesinacosd 

+sin©sin€sind)+cos/J*cos(Ö--X)* 
ersetzt 

Daher  ist  auch 

—  cosOCsin^cosdsina  — cos^sindsinr) 

-|-sin6co8f  (sin^cosdcoso -- cos  ^sindcosr) 

+  sin  #cosy  cos  d  sing  sin  (g — t) 


sm  (D  — 


Vi— cos/J«cos(e-A)» 
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Ist  die  Rectascension  des  Mondes  gleich  der  Sternzeit  des  Ortes, 
also  a  =  T,  so  wird  fftr  die  Cnlmiiiatioii 

sin  (^  —  4)(sin  a  cos  O  —  cos  a  sin  O  cos  0 

sin  »  — /^  . 

Vi  -  cos  /J«cos(e— X)« 

Ist  noch  ^  —  d,  so  wird  m  =0,  die  Sichelgerade  des  Mondes 
erscheint  parallel  dem  Horizont,  was  unmittelbar  klar  ist,  da  alsdann 
der  Mond  im  Zenith  des  Ortes  steht 

Im  allgemeinen  Fall  hat  man  fOr  o  =  0  die  Bedingung 

^      sinycos^sing— cos<psinJsinT 

^    ""  sin^  GOsA  cos  a  cos  e-cos  9  sin  ^  cos  e  cos  t-I-C0S9>  ^^^  ^  ^  8in(a-^ 

Setzt  man  in  der  Hanptformel  9  —  90^,  also  f&r  den  Pol,  so  ver- 
schwindet die  Zeit  ans  derselben  nnd  es  ist 

cosd(sinacosO— costtsin  9cosf) 

sm  tt  — .  ^        ^  ~=i 

yi-cosiJ«co8(e— 1)« 


§4. 

Der  Winkel  o  stellt  die  wirkliche  Neigung  der  die  Sichelspitzen 
des  Mondes  verbindenden  Geraden  gegen  die  Horizontalebene  dar. 
Wir  beobachten  indessen  diesen  Winkel  nicht  direct,  sondern  viel- 
mehr seine  Projection  an  der  Himmelskugel  oder  dem  Fixstemhimmel 
Daher  haben  wir  noch  den  Neigungswinkel  der  Projection  der  Sichel- 
geraden gegen  den  Horizont  zu  berechnen.  Es  ist  der  Winkel,  den 
die  durch  die  Erde  und  die  Gerade  gelegte  Ebene  mit  dem  Ho- 
rizont einschliesst 

Da  die  Gleichung  dieser  Geraden,  d.  i.  der  Sichelsehne,  nach 
dem  vorigen  bekannt  ist,  so  lässt  sich  auch  die  durch  sie  und  den 
Anfiuigspunkt  der  Coordinaten  gelegte  Ebene  nach  bekannten  Me- 
thoden leicht  ermitteln. 

Sind  n&mlich  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punktes  fgh  und 
die  Projecüonen  einer  Geraden 

80  ist  die  Gleichung  der  durch  sie  gelegten  Ebene 
and  weil  in  unserm  Falle /=  ^  -»  A  —  0  ist 
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Die  Werte  B^  C^  h^  e^  sind  aas  §  3  bekannt,  führen  wir  sie  hier 
ein,  so  zeigt  sich  nach  einigen  Transformationen,  dass  sich  ein  Factor 
sin  d cos €  — cos d sin  sein  a  ganz  forthebt,  und  die  Gleichung  der  durch 
die  Erde  und  die  Mondsichelspitzen  geführten  Ebene  ist 

a5(cos6— co8acosÄcos/3cos(©— X)) 
-f-y(cos«sinO — 8inacosdco8|9co8(9 — X)) 
-|-0(8ine8in6 — sin  d  cos  j?  cos  (6— A))  =  0 

Nach  den  vorhergegangenen  Erklärungen  ist  noch  die  Neigung 
dieser  Ebene  gegen  die  Horizontalebene  des  Beobachters 

a?cos^cosT-|-ycos9>sinr-{-ssin9>  «  a 
aufzustellen. 

Nun  ist  aber  der  Neigungswinkel  ^  der  beiden  Ebenen 

Ax+By+Cz^  D 

durch  die  Formel 


COS^ 


bekannt 

Führen  wir  hierin  die  obigen  Ausdrücke  ein,  so  resultirt  zunächst 

co8t/;  = 
{co8  0co8  9C08T-j-8in6co8eco8^8inr-f-8in68in£sin9> 
—  cos/3  cos(6—A)(sin(psinÄ+^sdco8gpcos(a  —  T))j: 
y  |1  — 2cos/?cos(0  —  A)(cos^cosacosd-{-sin6»cos€sinacosd 

+ sin  ö  sin  €  sin  d) + cos /J*  cos  {e  — -  A)^ 

Das  Radical  ist  nach  früheren  «  Vi— cos/J*cos(6— X)». 

Daher  ist 

costj;  — 

cosOcos9)C08r-f-8inOcos€COS9)8inT-f-8in9sin€sin9 

—  cos/3c08(6  — A)(singpsinJ-f"COsdco8ycos(g-~T)) 

Vi— cos /8*  cos  (6- Jl)» 

Dies  ist  aber  noch  nicht  die  definitive  Endformel.  Es  ist  ^  zwar 
der  Winkel  zwischen  dem  Horizont  und  dem  durch  die  Sichelspitzen 
gelegten  grössten  Kreise  auf  der  Himmelskugel,  aber  es  kommt 
weniger  auf  diesen  als  auf  deigenigen  an,  welchen  die  Projection  der 
Sichelspitzengeraden  auf  die  Himmelskugel  mit  dem  durch  den  Mond 
gelegten  Parallelkreis  macht,  wie  ihn  das  Auge  bildet  Wir  ziehen 
demnach  von  der  obern  Spitze  der  Mondsichel  nach  der  untern  eine 
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Linie  und  von  der  untern  Spitze  einen  Parallelkreifl  nnd  fragen  nach 
dem  Winkel  »'  zwischen  dieser  Linie  und  dem  Höhenparallel. 

Die  Höhe  des  Mondes  sei  A,  der  Winkel  zwischen  h  nnd  der 
Mondsehne  sei  A,  alsdann  folgt  ans  dem  sphärischen  Dreieck 

cos^  —  cos  A  sin  X  Fig.  2) 

Da  aber  in  dem  kleinen  Dreieck  am  Monde  A  —  90^  — »'  ist,  so 
wird  die  Relation  zn 

cos^  ==cosAcos»' 
«onns 

cosifi 

Q&d  die  definitive  Formel  wird  nunmehr 

cos  o'  — 
cos  9cos9COST-|-8in  Ocose  cos  ^sinr  -|-sin  6sin  tsin^ 

±cosÄ  Vi  — cos /5»  cos  (6— X)« 

Dod  es  drückt  also  o'  nicht  die  wirkliche  Neigung  »  der  Mondsehne 
gegoi  den  Horizont,  welche  wir  vorhin  berechnet  haben,  sondern 
die  scheinbare  Neigung  derselben  und  zwar  gegen  den  Höhenparallel 
iB8|  wie  ihn  das  projicirende  Auge  wahrnimmt. 

§5. 

Die  soeben  gefundene  Formel  für  coso'  ist  nun  einer  sehr  in- 
teressanten Transformation  filhig,  welche  den  Ausdruck  zur  Rechten 
ausserordentlich  vereinfacht. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  einzelnen  Glieder  desselben  einer 
geometrischen  Deutung  fähig  sind. 

Wir  haben,  um  dies  deutlich  zu  zeigen,  in  der  Figur  3.  die 
3  Hanptebenen  der  Ekliptik,  des  Aequators  und  des  Horizontes  ge- 
zeichnet; die  beiden  ersten  schneiden  sich  in  der  X-Achse,  welche 
den  Widderpunkt  T  enthftlt.  Die  Sonne  befindet  sich  im  Punkte 
8  der  Ekliptik  und  hat,  von  der  Erde  aus  gesehen,  welche  wir  im 
Coordinatenan&Dgspunkt  denken,  die  Länge  9  und  die  Höhe  H. 
Der  Bogen  grössten  Kreises  zwischen  ihr  und  dem  Monde  sei  (T, 
denen  iJkage  und  Breite  A,  /S,  Rectascension  und  Dedination  ad  ist. 

Dnrdi  den  Pol  des  Aequators  nnd  den  Mond  legen  wir  einen 
grössten  Kreis,  ebenso  durch  den  Pol  und  das  Zenith  Z  des  Beob- 
achtongsortes  einen  zweiten,  diese  schliessen,  wie  man  sofort  erkennt, 
den  Winkel  t  -  a  mit  einander  ein,  welches  der  Stnndenwinkel  des 
Mondes  in  Stemzeit  ist 


Digitized  by 


Google 


204  OekinghauM:  üeber  du  Lage  der  Mondsichel 

Der  Warzelausdnick  ±  Vi  —  co8/i*co8(ö— il)*i8t  nanmehr  leicht 
zu  deaten.  Ans  dem  rechtwinkligeu  sphärischen  Dreiedc  zwischea 
SoikBe,  Mond,  der  Ekliptik  and  der  Mondbreite  ß  folgt  unmittelbar 

COSa  —  C08/JC08(A   -9) 

daher  ist 

Vi  - C08/J«C08(e—  A)«  =  sintf 

Wir  betrachten  jetzt  das  Dreieck  zwischen  Mond,  Pol  und  Zenith. 
Die  3  Seiten  sind  W^-i,  90<>  -9»,  9(y>— A,  der  letzten  Seite  liegt  der 
Winkel  t— a  gegenüber.    Demnach  hat  man 

sin  A  =  sin  9  sin  d-{-  cos  fp  cos  ^  cos  (v — a) 

Derselbe  Ansdmck  kommt  in  der  Formel  fftr  coso'  vor,  letztere 
wird  demnach  durch  Einsetzen  der  beiden  obigen  Relationen  zu 

^eosDo'cosAsintf  —  cos^cos^^cosr-l-sinOcosccos^sinT 

-f  sin^sincsin^  -cos^8inAco8(9 — I) 
woraus 

cos/Icob(9 — il)8in  A— cos  o'cos  Asin  <r 

—  cos  9»  (cos  e  cos  T -|- sin  d  sin  T  cos  e}-)- sin  9  sin  9  sine 

In  dieser  Formel  können  wir  cos /9 cos (9— A)  durch  cos«  eFsetzeii 

und  haben  demnach 

coscrsinA— sinocosAcosoD'  —  cos^(cos9co8T-|-sinesinTC08f) 

-I-Bin^sin^sine 
Beide  Seiten  der  Gleichung  haben  wir  nun  auf  eine  Form  ge- 
bracht, welche  eine  Verwandtschaft  ihrer  Glieder  xfiit  den  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  erkennen  lässt.  Wir  erinnern  deshalb 
daran,  dass  in  jedem  sphärischen  Dreieck,  dessen  Seiten  ahe  und 
Winkel  ABC  sind,  folgende  Formeln  gelten: 

sinasinB  »  sin&sin^ 

cosa  »  cos&costf-f-sin&sinecosil 

sinacos^  =  cosdsinc— sinftcosccos^ 

Um  den  eingeklammerten  Ausdruck  in  der  Hauptformel  geome- 
trisch zu  deuten,  ziehen  wir  vom  Pol  des  Aequators  durch's  Zenith 
einen  Meridian  bis  zum  Durchschnitt  H  des  Aequators,  verbinden 
diesen  Punkt  durch  den  Bogen  q  mit  der  Sonne  S  und  wenden  auf 
das  Dreieck  zwischen  EST  die  2.  sphärische  Relation  an,  wodurch 
man  erhält 

cos^  —  cosOcosT-fsin^sinrcosf 

Die.  Hanptformel  wird  nun  zur  folgenden 

cos0sin;^^sin(rco8/^cos»'—  cos^cosp+sin^sinOsint 
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um  die  rechte  Seite  mit  der  entspreöhenden  sphärischen  Formel 
hornigen  zu  machen,  benatzen  wir  die  obige  1.  Belation  oder  den 
Sinnssatz,  führen  aber  statt  des  Winkels  bei  H  in  dem  Dreiecke 
HST  seinen  Gomplementärwinkel,  also  den  Winkel  zwischen  p  und 
dem  Meridian  PH  ein,  welcher  v  heissen  mOge.    Alsdann  ist 

sin^sins  =  sin^cosv 
Die  Formel  wird  non 

costfsinA  -  sintfcosAcos  »' —  cos9COsp-|-sin9>sinpco8v 

Der  Ausdruck  zur  Rechten  ist  leicht  zu  interpretiren;  er  ist  der 
Cosinus  des  Bogens  zwischen  Sonne  und  Zenith,  wie  aus  der  Be- 
trachtung des  Dreiecks  zwischen  SZH  hervorgeht.  Fahren  wir  also 
die  Zenithdistanz  Z  der  Sonne  in  die  Formel  ein,  so  resultirt 

cosJZ^—  coscrsinA  —  sin (f cos A cos  od' 

Endlich  betrachten  wir  noch  zur  Gharakterisirung  dieses  Aus- 
dmcks  das  Dreieck  zwischen  Sonne,  Mond  und  Zenith  und  erhalten 
ans  der  sphärischen  Relation 

cos  Z  »  cos  a  sin  h  -  sin  0  cos  h  cos  (aA) 
in  Verbindung  der  vorhergehenden  den  interessanten  Nachweis,  dass 
der  gesuchte  Winkel  o)'  der  Grosse  nach  gleich  ist  dem  Winkel 
zwischen  dem  Bogen  (T  des  grössten  Kreises  zwischen  Sonne  und 
Mond  und  der  Höhe  h  des  letztern.  Der  Winkel  (o  bezeichnet  aber 
die  Lage  der  Mondsichel  gegen  den  Höhenparallel.  Demnach  hat 
man  nur  durch  den  Mond  eine  Linie  senkrecht  zu  diesem  Bogen  c 
zwischen  Sonne  und  Mond  zu  legen  und  erhält  damit  die  Lage  und 
Richtung  der  Mondsichel. 

Sind  beide  Gestirne  zugleich  sichtbar  über  dem  Horizont,  so 
bestätigt  die  Uebereinstimmung  dieses  theoretischen  einfachen  Re- 
sultats mit  dem  blossen  Augenschein  die  Richtigkeit  der  Rechnung. 
Um  den  Bogen  9  des  grössten  Kreises  zu  erhalten,  mnss  man  sich 
durch  seinen  Standpunkt  und  Sonne  und  Mond  eine  Ebene  und 
ihren  Durchschnitt  an  der  Himmehskugel  denken;  dieser  Bogen  wird 
stets  auf  der  Sichel  oder  Sichelsehne  senkrecht  sein,  wo  auch  der 
Mond  am  Himmel  stehen  mag. 

Will  man  den  Winkel  0»'  durdi  Rechnung  finden,  so  ergibt  er 
dch  aus  der  Formel 

cos/9cos  (X  —  6)  sinÄ  —  sinir 

cos»'  —  —     ,—  

cos  h  yi  —  cos  /J*  cos  (l — 0)* 

in  welcher  H  die  Höhe  der  Sonne  ist.  Der  Winkel  ist  also  wesent- 
lich von  der  Höhe  der  Sonne  und  des  Mondes  abhängig,  welche  be- 
kanntlich durch  die  Formeln 


Digitized  by 


Google 


206  OekinghauMi  ütber  Sm  Lage  der  Mond$iehel  eie, 

BinA  =  siii9)8ind-|-C0B9C084c08(T— a) 
sin  F  —  Bin  9)  sin  2>-{- cos  9)  cos  2>  cos  < 

berechnet  werden  können. 

Ans  dem  Gang  der  Auflösung  der  jetzt  gelösten  Aufgabe  geht 
hervor,  dass  dieselbe  als  ein  gntes  Mittel  zur  Anwendung  der  ele- 
mentaren S&tze  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  betrachtet 
werden  kann,  da  die  yorzttglichsten  der  in  dieser  Disciplin  enthaltenen 
Lehrsätze  darin  zur  Anwendung  kommen.  So  die  Transformationen 
der  Goordinaten  von  der  Ekliptik  auf  den  Aequator,  die  Aufstellung 
der  Gleichungen  verschiedener  Ebenen  in  heliocentrischer  und  geo- 
centrischer  Lage,  die  Berechnung  des  Durchschnitts  derselben  und 
ihre  Neigung  gegen  eine  Tangentialebene  einer  rotirenden  Kugel, 
das  Legen  einer  Ebene  durch  eine  Gerade  und  die  Darstellung  ihres 
Neigungswinkels  gegen  eine  Horizontalebene,  die  an  der  Drehung 
der  Kugel  teilnimmt,  die  Projection  eines  Winkels  auf  die  Himmels* 
kugel,  die  geometrische  Interpretation  analytischer  Ausdrücke  etc. 

Obgleich  die  Bedeutung  der  Aufgabe  eine  untergeordnete  ist, 
so  gewinnt  sie  durch  die  Einführung  und  Anwendung  astronomischer 
Begriffe,  die  erst  dann  zur  Klarheit  kommen,  wenn  man  es  unter- 
nimmt, ein  schwieriges  oder  leichteres  Problem  selbständig  durch- 
zuführen. Da  die  mathematischen  Principien  in  ihrer  Anwendung 
auf  astronomische  Aufgaben  eine  so  interessante  und  anschauliche 
Seite  gewinnen,  so  dürfte  die  vorliegende  Arbeit  auch  als  eine  gute 
und  ansprechende  Studie  zur  Einführung  in  diese  schöne  Wissenschaft 
dienen,  die  jeden,  der  sich  ernstlich  mit  ihr  beschäftigt,  in  so  hohem 
Grade  zu  fesseln  versteht. 

Gräfrath,  April  1887. 
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XIU. 


Die  ebenen  und  die  sphärischen  cykloidalen 
Curven. 


Von 

H.  Ekama. 


Die  sphärischen  cykloidalen  Curven  sind,  so  weit  mir  bekannt 
ist,  bis  jetzt  nicht  analytisch  betrachtet.  Hauptsächlich  habe  ich 
gesacht  die  Punkte  von  Uebereinstimmung  und  von  Unterschied 
zwischen  den  ebenen  und  den  sphärischen  cykloidalen  Curven  zu 
finden,  und  darum  werde  ich  mit  der  Betrachtung  der  ebenen  Curven 
beginnen.  Dieses  ist  auch  nötig,  weil  die  folgende  Ableitung  in 
vielen  Hinsichten  sich  von  jener,  welche  gewöhnlich  gegeben  wird, 
unterscheidüt. 

I. 

Die  cykloidale  Curve  ist  die  Bahn,  welche  ein  Punkt,  der  fest 
mit  einem  Kreise  verbunden  ist,  durchläuft,  wenn  dieser  Kreis  ohne 
za  gleiten  einen:  anderen  Kreis  entlang  sich  wälzt.  Berühren  die  beiden 
Kreise  einander  auswendig,  so  entsteht  e^ne  Epicykloide;  berflhren 
sie  einander  inwendig,  so  ist  die  Bahn  eine  Hypocykloide.  Der 
Punkt  kann  ausserhalb  oder  innerhalb  des  sich  wälzenden  Kreises 
gelegen  sein. 

Sei  (Fig.  1.)  der  Radius  OC»  h  und  der  Radius  MC'^a^  während 
BD -3  0  ist.    Der  Winkel  BMO  sei  9,  also  ist  in  A  ^OB 

r«  «  (a-^by+(a+c)^-2(a+b)(a+e)cose  (1) 

arciC  —  arcDC  .-.  Winkel  ÄOC  «  ^  ö 
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a-f-c  :  sina;=a-|-6  :  8in{ö5-|-ö) 

••y  =  ä^-*"«gra+ft)T(a+.)cOBe  <2> 

Ffir  a  negativ  findet  man  die  Hypocykloide;  auch  e  kann  negativ 
sein,  wenn  der  Pnnkt  innerhalb  des  sich  wftlzenden  Kreises  liegt. 

Wenn  ein  Punkt  sich  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit 
einen  Kreis  entlang  bewegt  und  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  längs 
einem  anderen  Kreise,  so  entsteht  auch  eine  cykloidale  Curve. 

Sei  der  Radius  des  feststehenden  Kreises  B  und  der  des  sich 
bewegenden  Kreises  Ä.  Das  Yerh&ltniss  der  Winkelgeschwindigkeiten 
sei  mm,  so  ist  Wkl.  A^OH—mi;  und  Wkl.  (7Jffl  — 1117  (Fig.2. u. 3.)- 

Sind  die  Bewegungen  gleich  gerichtet  (Fig.  2.),  so  ist  Wkl.  0MB  = 
(n  — m)i};  sind  sie  einander  entgegengesetzt  (Fig.  3.),  so  ist  er 
«-  (n-f  m)ij.     OB  sei  r  und  Wkl.  BGH  ^  y,  so  ist  in  Cs  OBM 

r«  -  A« +Ä«  -  2AB  COS  (fi  T  m)fi 

und 

♦^^  —      ^  sin (nT^)iy  _ 

^*"~^-^cos(nq:f»h 
aber 


Sei 
so  wird 
und 


r««^«+i/t-2i4BC0SÖ 
ilsin^ 


^   /    f»        -^    \  ilsin© 

m  ,      +ABm9 

Diese  Ourve  ist  also  eine  Gykloide,  bei  welcher  ist: 

«+^—±^1       a+h=:B    und    ^  — -^ 

SoU  der  Punkt  auf  dem  rollenden  Kreise  liegen,   so  ist  e  »  0, 

dann  findet  man 

A:  B  »^m  :n 

das  heisst,  die  Badii  der  Kreise  mflssen  den  Oeschwindigkdten  um- 
gekehrt proportional  sein. 
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Sind  a  nnd  h  unter  einander  messbare  Linien,  so  sei  ihr  Yer- 
hflltaiBS  p/g,  wo  p  nnd  q  zwei  Zahlen,  welche  keinen  gemeinBchaft- 
lichen  Factor  haben,  sind.  Die  Cnrve  ist  dann  geschlossen.  Ans 
den  Formeln  sieht  man,  dass  r  dieselbe  bleibt,  wenn  S  nm  einige 
mal  2»  znnimmt.  Die  Anomalie  wächst  jedesmal  nm  plq2n  nnd 
folglich  wird  der  eine  Kreis  p  mal  nm  den  anderen  wftlzen  mflssen, 
um  in  den  Anfangspunkt  znrttckznkommen.  Die  Corre  besteht  aus 
q  congmenten  Teilen. 

Diese  verschiedene  Teile  werden  einander  schneiden,  nnd  wir 
worden  jetzt  den  Ort  der  Doppelpunkte  bestimmen. 

Sollen  für  zwei  Punkte  die  Badicnvectoren  einander  gleich 
sein,  so  muss  cos  6»  ^  cos«^'  sein 

mid  sollen  die  Anomalien  gleich  sein,  so  muss  sein 

tg(|ö-9)-tg(?€r'-y)-tgg(2/«-<»-9} 

folgHch 

p/g(2Z»  — ö)  — 9>  «Ä;»— p/g^  +  9 

E  kann  alle  Werte  haben  von  0  bis  2$,  und  die  Doppelpunkte  sollen 
liegen  auf  den  Linien,  welche  den  feststehenden  Kreis  in  2q  gleiche 
Sectoren  teilen.  Die  Zahl  der  Doppelpunkte,  welche  auf  jeder  Linie 
gelegen  sind,  hängt  ausgenommen  von  p  auch  von  o,  b  und  e  ab. 

Diese  Linien  sind  auch  Linien  von  Symmetrie.  Fttr  9  und  —  9> 
finden  wir  dieselben  Werte  von  9,  welche  aber  ein  verschiedenes 
Zeichen  haben,  jedoch  bleiben  die  Badienvectoren  dann  dieselben. 

Bringen  wir  den  Anfangspunkt  der  Anomalie  auf  die  nächste 
Linie  der  Doppelpunkte  über,  und  setzen  wir  6  fOr  a-f  6  nnf  /  fOr 

Nun  ist 

/sin  9 


Sei 

Ank.  der  lUtib  «.  nyi.   2,  Reüi«,  TeU  VIL  1« 
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,tg{€,_^j _ 


also 

and 

r«  =  €«+/«+ 2a/-C08 17 

Für  9  and  —9  genügen  dieselben  Werte  von  ij  mit  verschiedenem 
Zeichen,  jedoch  die  Radienvectoren  bleiben  dieselben. 

Die  Carve  kann  bloss  durch  den  Goordinatenanfangspnnkt  gehen 
für  e=f  >) 

also  ist 

and 

folglich 

and 

Ans  (1)  folgt 

nnd  ans  (2) 

also 


r  —  2/'cobVs«7 

^ g/'sin  0 

^ a      efcoBd—f* 


In  A  OCß  ist: 

0(7 :  r  —  sin  0J5C :  sin (0^(74* «) 
0(7 :  r  =  1 :  cosof+sinajcotg  0-B6 


0(7« 


und 
also  ist 


L   ,  ae+/^»~(2a+&)/^cose^ 
rcOS« 

rcos»  —  c  — /cosö; 
00  — Ä 


1)  Durtge,  Schlöm,  Zeitschr.  für  Mathem.  und  Phys.    Teil  IX.  Seite  209. 
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was  uns  lehrt,  dass  die  Normale  der  cykloidalen  Cnnre  immer  durch 
den  Berflhrangspankt  der  beiden  Kreise  geht. 

Liegt  der  Punkt  anf  dem  sich  bewegenden  Kreise,  so  ist  die 
Cnnre  die  gemeine  Epi-  oder  Hypocykloide.  Die  Formeln  (1)  nnd  (2) 
werden 

r«  -  a«+(a+i)«  — 2a(a+6)co8©  (4) 

nnd 

y  =  F^"^"^(a+ft)-acos^  (5) 

Der  Winkel  ODB  {Fig.  4.)  wird  Vt^- 

Die  Tangente  an  die  Gurve  gezogen  geht  immer  durch  den  Punkt 
des  sich  wälzenden  Kreises,  der  diametral  dem  Berflhrnngspnnkt  gegen- 
über gelegen  ist. 

Bestimmen  wir  die  Fusspnnktlinie  ^)  der  Epicfkloide 

Wkl.  OPD  -  Vi« 
Sd 

In  A  OPD  ist 

OP''  Q^  (2ö+i)sinV«^  —  (2a-|-i)cos  Vin 

folglich 


Wkl.P02>-x-V,i?+^-^i? 


p  -»(2a+^)cos: 


±L 


Also  ist  die  Fnsspnnktlinie  die  Curye,  welche  die  Formel  (3)  giebt. 

Diese  Gurve  ist  auch  der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  der 
Normalen ,  welche  ans  dem  Goordinatenanfangspunkt  auf  die  Nor- 
malen der  Epicykloide  nieder  gelassen  sind. 

Wir  haben  in  A  OCK 

OK'^  6=^  5cos  Vt^ 

Wkl.  AOK^%  =  V^+le=  ^O 
folglich 

Der  Teil  der  Normale,  welcher  innerhalb  des  sich  bewegenden 
Kreises  liegt,  ist 


1}  Bcksrdt,  Sehltai.  Zeitsch«  fDor  Math,  nnd  Fbys.  Teil  XV.    Seite  ISS. 


Digitized  by 


Google 


212        Ekamat  DU  Aenm  und  die  sphäriseken  eykloiddUn  CbrvM. 

iy  =  2a8inVjd  (6) 

Dieser  Wert  ist  unabhängig  vom  Badins  des  feststehenden  Kreises. 
In  A  COE  ist 

« :  i  =  sin  (90«  —  Vs^)  :  si»  OEC 

Wkl.  OEC'^  1800-90<>4.Vtö— ^ÖJ5:+2ö=:90ö-i|;+?^e 

{n  welcher  Formel  Wkl.  AOC=\if  ist,  und  t  nnd  yf  die  Polarcoor- 
dinaten  der  Normale  sind.    Die  Gleichung  wird  also 

«cos  (    2^"  ^  —  ^y  —  *  cos  Vt^ 
In  einem  anderen  Punkte  der  Epicykloide  ist 

fcos  {-^^^'-  '^)  —  ÄCOS^Ii»' 

Den  Schnittpunkt  der  beiden  Normalen  findet  man,  indem  man  i  und 
^  bestimmt. 

RcosVa^ ftco8V,e' 

»•(^'•-♦)"-C-^'«-') 

oder 

2a +6  .        2a+^ 

sec  VjÖcos    2^     e — sec  Va^  cos    ^     B' 

sec  V»®  am    J     ® — sec  V»®  sm       '      0 

Um   den  Erttmmungsmittelpunkt  zu   finden,  lassen  wir   die  beiden 
Punkte  sich  n&hern  die  Epicykloide  entlang,  so  wird 

**  — z>(«c./.».i.?^%)"  ^'+«V.»*^'e 

also 

«« -  »«co8"/,e8oc«  (^  e_,j,)  =i»co8«  V.Ö  (l + (2^«*8V«e) 

oder 
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Ferner  ist 


.   ♦./'^ft     ,/A  ^^tgV^e        _  «Bin« 

•  •  ^  V^        V  "  "■  2a+Ä8ec«Vtö  "■  "  *  +  2aco8«Vtö 
und 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  (4)  und  (5)  flberein. 

Die  Eyolnte  der  Epicykloide  ist  also  auch  eine  Epicykloide,  jedoch 

war  der  beschreibende  Punkt  beim  Anfang  der  Bewegung   so    weit 

möglich  vom  Goordinatenanfangspunkt  entfernt.    Der  Radius  des  sich 

ab 
wälzenden  Kreises  der  Evolute  ist  g    ,  ,  und  jener  des  feststehen- 

b^ 
den  Kreises  2a-i-b' 

umgekehrt  wird  die  Evolvente  einer  Epicykloide  auch  eine  Epi- 
cykloide sein,  bei  welcher   der  Badius  des  feststehenden  Kreises 

54*2«»  joi^^i'  d^B  bewegenden  Kreises  ^  (2a+b)  ist. 

Wir  finden  aut  diese  Weise  fortschreitend  eine  unendlich  grosse 

Anzahl  von  Epicykloiden,  von  welchen  jede  folgende  die  Evolvente 

der  vorhergehenden  ist,  während  die  Radii  der  bewegenden  und  der 

feststehenden  Kreise  zwei  geometrische  Reihen  bilden,  deren  Pro- 

b     , 
gression  i^^  ist. 

Der  Krümmungsradius  wird  für  einen  Punkt  der  Epicykloide  sein 

2a8inV,e+2^jCosV,e' 

e— e'rriso« 

4a(a  A'b) 
folglich  ist  der  Krümmungsradius    T   .'^    sinVf^. 

Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  Evolvente  wird 
-  "f*  8in"/a^  sein,  und  dieses  ist  die  halbe  Länge  eines  Epi- 
qrUoidenbogens,  wenn  B  =  180<^  ist 
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Also  ist  die  Lftnge 

Sa(a+b) 

Fflr  die  Hypocykloide  werden  wir  die  ttbereinktlnftigen  Formelii 
finden,  wenn  wir  — a  für  a  Babstitturen. 

BeBÜmmen  wir  die  Oberfläche,  welche  von  dem  feststehenden 
Kreise  und  von  dem  Epicykloidenbogen  eingeschlossen  ist. 

arcCC  —  BTcB'D'  =  srcBD 
folglich  ist 

Wkl.  COC  —  Wkl.  BOB' 
also 

und  die  Oberfläche  AC'B'D'B  wird  sein 

n 

Aber  aas  der  Formel  (4)  folgt 

rdr  —  a(a-{- &)sin6 
also  ist  die  Oberfläche 


o-2^^/(l-e)8mede 


0 

Sei 
so  wird 


O  =  f!<2.+*)  J.rined.  - 


b 


0 


und 

O-«^^  (8) 

Die  ganze  Oberfläche  ist: 

Für  die  Oberfläche,  durch  den  feststehenden  Kreis  und  durch 

a*(3^— 2a) 
einen  Hypocykloidenbogen  eingeschlossen,  finden  wir  n ^ • 

Die  Summe  der  beiden  Oberflächen  ist  6m>  (10),  was  im  lehrt, 
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dass  die  Oberflftche  umgeben  von  einem  Hypo-  und  einem  £pi- 
cykloidenbogen,  welche  anf  demselben  feststehenden  Kreis  be- 
schrieben sind,  w&hrend  die  Badii  der  sich  wälzenden  Kreise  gleich 
gross  sind,  immer  6  Mal  der  Oberfläche  des  bewegten  Kreises  gleich 
ist 

n. 

Wenn  zwei  Kogei  einen  gemeinschaftlichen  Gipfel  haben  und  der 
eine  wälzt  sich  ohne  zn  gleiten  nm  den  anderen,  so  wird  jeder  Pnnkt, 
der  fest  mit  dem  bewegten  Kegel  verbanden  ist,  eine  Cnrve  be- 
schreiben, welche  anf  der  Oberfläche  einer  Kugel  gelegen  ist,  deren 
Radins  der  Abstand  des  Punktes  von  dem  gemeinschaftlichen  Gipfel 
ist  Dieselbe  Curve  ist  auch  die  Bahn  eines  Punktes  einer  Kegelober- 
fläche, wenn  der  Kegel  sich  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  um 
seine  Achse  dreht,  und  diese  Achse  sich  auch  mit  einer  constanten 
Geschwindigkeit  über  die  Oberfläche  eines  anderen  Kegels  bewegt, 
während  die  beiden  Gipfel  zusammen  fallen. 

Um  die  Gleichungen  der  Curve  zu  finden,  lassen  wir  sie  auf  die 
erstgenannte  Weise  entstehen. 

Sei  der  Winkel  des  feststehenden  Kegels  h  und  jener  des  sich  wälzen- 
den a  (Fig.  5.),  so  ist  OM  =  a+*  —  «,  und  nennen  wir  den  Winkel, 
welchen  die  Linie  vom  Gipfel  nach  dem  Punkte  hin  mit  der  Achse 
des  bewegten  Kegels  macht,  f. 

Weiter  sei  Wkl.  AOB  —  9  und  OÄ  =  J 

Wkl.  BMC  ^  e  /.  Wkl.  AOM  -  e  ^  -  i? 
Ans  Z^  BOM  folgt 

cos{  =  co8ecoB/-|-sin«sin/'cosB  (1)  *) 

and 

cot /'sin«  =  sinBcotg^-f-costfCOsB 

also 

^e^^— arctff sin/sin  6 

^        sinft     *'^cos/'sin«  — cos«sin/cos6  ^  ' 

Wälzt  sich  der  eine  Kegel  innerhalb  des  anderen,  so  findet  man  die 
übereinstimmenden  Formeln,  indem  man  —a  fttr  a  substituirt. 

Sind  sina  und  sind  zwei  unter  einander  messbare  Grössen,  deren 
Verhältniss  pjq  ist,  so  kann  man  auf  dieselbe  Weise,  wie  dieses  fttr 
die  ebenen  cykloidalen  Curven  getan  ist,  zeigen,  dass  die  Curve  aus 

1)  Die  Formeln,  welche  bei  den  ebenen  und  bei  den  sphäriBchen  Cy- 
Uoiden,  durch  dieselben  arabischen  Ziffern  angegeben  sind,  stimmen  mit  einander 
flberdD. 
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q  coDgraenten  Teilen  besteht.  Bestimmt  man  den  geometrischen  Ort 
der  Doppelpunkte,  so  findet  man  auf  analoge  Weise,  dass  die  Doppel- 
punkte gelegen  sind  auf  den  grossen  Kreisen,  welche  durch  den 
Goordinatenanfangspunkt  gehend  die  EugeloberflAche  in  2q  gleiche 
Sectoren  teilen.  Auch  können  wir  beweisen,  dass  diese  Kreise  Sym- 
metrielinien  sind. 

Die  Gurve  kann  bloss  durch  den  Goordinatenanfangspunkt  gehen, 
wenn  «  —  /  ist;  rechnen  wir  die  Anomalie  von  der  nächsten  Sym- 
metrielinie,  so  ist  9=  fp'+plq^t 


^{pla^-v—pk^}  -tg  |/>/g(e— »)  — q)J-. 


sinO 


cos/  ^"^^ 


cos/(l— cosB) 
^  6  —  9^  —  17,  so  wird: 

Und  cos£  •=  cosV—  sinVcosiy 

folgUch  sin  Vjl  =  sin/cos  V217  (3) 

Aus  diesen  beiden  Formeln  kann  17  nicht  eliminirt  werden,  wie 
bei  den  ebenen  Gykloiden. 

Die  Formel  eines  grossen  Kreises  auf  der  Kugel  wird  in  sphä- 
rischen Polarcoordinaten  sein: 

cotgl  — sin(p  +  g))tgil  (I) 

Hierin  sind  |  und  ^  die  Coordinaten ,  während  A  der  Winkel  ist, 
welchen  der  Kreis  macht  mit  einem  anderen,  dessen  Pol  der  Goor- 
dinatenanfangspunkt ist,  und  p  der  Bogen  des  letztgenannten  Kreises 
ist  zwischen  dem  Schnittpunkte  und  dem  Punkte,  wo  ^  —  0  ist 

Wir  müssen  den  Normalkreis  bestimmen,  d.  h.  den  Kreis,  wel- 
cher senkrecht  auf  einem  Elemente  der  Gurve  steht,  oder  den  Kreis, 
nach  welchem  die  Normalebene  die  Kugel  schneidet 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

(%—»)da5-|-(yi—-y)%-|- (»!—»)€&  —  0 
Für  Punkte  des  Kreises  muss  sein: 
a>  —  iSsinlcos^        y  :=  Rsm^  Bmqf        und       »  —  licosl 
xi  -»  i2sin£'cos9>'       pi  =  iZsin^'^sin^'       und       14  =  Acos|' 
während  V  und  9'  die  Goordinaten  des  Elementes  sind.    Nun  ist 

dw  di 

1  =  — Äsingsiny  ^-|-Äcosgcosg»  ^ 

daf        „  ,    .dfp   ,   „        V  .       <iS  dtt  „  .    -  €Jg 

^-ÄcosvsinJ^+iZcosIsinyg        ^-^Äsinig 
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Durch  Snbslitstioii  in  die  Fonneln  der  Nonnalebene  finden  wir: 
Ä*  jsinl'oos^'— sinScos^l  IcosScos^^— sinlsing)^! 

+Ä*  Isinfriny'— singginyl  Icos^BinS  ^+C08gBiny ~| 

-irtdnl^'  {co8§'^co8{}  -  0 
also 

^  8in(9'  — ^p)  =  —  cotggcosCv'— ^)+co1ä?' 

Sei  nun  der  Kreis  cotgl  —  Bxa(p+ip)tgA 

80  ist  auch  cotg|'  —  än(p'\-(p')tgA 

dnrch  Substitution: 

^Bin(g)'  — 9)  —  — cos(sp'— g>)sin(p+9)tgi4+sin(p+»>')te-4 

oder  ^  =  _t«^coB(y +p)  (U) 

Die  Elimination  von  (p-h^)  &^  (J)  ^d  (II)  giebt 

cotg»5+(^y-tÄM  (lU) 

Jetzt  kann  auch  p  gefunden  werden. 
Gebrauchen  wir  dieses  Ar  die  sphärische  Cykloide. 
di       sinfsinesinB 
dB ""         sing 
d^      sing  .   eone — cos /cos  S 
dB  ""  sinft  '  sin^ 

sin*gsina+8in^cosg--cos/cosS) 
sin  ftsingsinasin/'sinB 

Diesen  Wert  snbstitniren  wir  in  die  Formel  (III),  und  nach  Reduction 
finden  wir: 

tg>ilsin>&.rin>gsin>«sinVsin>B  =  co8Sgsin«sin>«8inVsin>B 

+  ^in*gBina-)-sin^{cos«— cos/'coBg)* 
Nim  ist     sin*«  sin Vsin^  —  8in*§  +  2  cos  5  cos  «  cosf — cos*«  —  cos*/* 
Also  dnrch  Substitution 

tg*-4sin*J8iny8in*B  =J8in**— Bin*a}coB*g--28in5co8/*co8g  X 

(sina+ sin&cos«) -|-(sin  a+ sin6  cos«)' 
Und  da  gos|  —  cos(«— /)— asindsin/'sin"/«® 

finden  wir 


Ans  (1)  1 

Folgt 

nnd  MS  (2) 

«Im 
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tg*^  <»(Bm*a  — 8m'6)-f*sinaco8aco8ec/co8/8ec*Vs^ 

+  V4  8ec*c  cosec'/sec*  V«  ®  cosec*  Vi  ^ 

Für  den  Nonnalkreis  haben  wir  gefunden 

cos{  -»  sm(p'\'fp)tgA 
für  I  —  6  ist 

•/IX        ^ö"*         j     4  «/      I      ^  cog»ft 

8in(p+9)-i^    UDd     tg»(y  +  y)-^g.^_cos»5 

folglich 

sin^esin'/cos'^ 

g  lP  +  9)  ■"  8inVc08*a8in*6-|-48in*V2Ö8>'iöCO8«wn/co8/'-f-8in*c 

Aber  c  — /— a;  also 

*  /    I     N  sin  6  sin /cos  & 

^^  '  ''^  ""  cos/sina — sin /cos  a  cos  B 
oder 

s!nacotg/=:  BinBcos&cotg(p-|-9)-f-coBacos6 
Sei 

cos&cotg(p4-v)  ■=  cotge 

so  ist  e  der  Winkel  in  einem  Dreieck,  von  welchem  a  und  /  die 
Seiten  sind,  und  B  der  durch  diese  Seiten  eingeschlossene  Winkel  ist 
$  muss  der  Seite  /  gegenüber  liegen.  Dieses  ist  der  Fall  in  £s  ^CM 
(Fig.  6.),  während  in  A-DOCtg(|)+9)  ——tg(18(y>  — 1)008  &  ist 

Hieraus  folgt,  dass  bei  den  sphärischen  Cykloiden  der  Normal- 
kreis immer  durch  den  Berührungspunkt  der  beiden  kleinen  Kreise 
auf  der  Kugel  geht 

Liogt  der  Punkt  in  der  Oberfläche  des  sich  wälzenden  Kegels,  so 
ist  /  —  a  und  die  Formeln  (1)  und  (2)  werden : 

CO«!  —  cO8acos(a-)-&)+sinasin(a-f-&)C08B  (4) 

und 

A  ^^°^  _       f    siPgsinB 

^ ""     sind    V^^^ooflasinCa+ft)— co8(a+.*)ßinaco8B     ^^^ 

Der  Teil  des  Normalkreises,  der  innerhalb  des  sich  wälzenden  Kegels 
liegt,  ist  bestimmt  durch  die  Formel 

sinV,iV=sinaBinV2B  (6) 

unabhängig  von  dem  Winkel  des  feststehenden  Kegels. 

Der  Tangentkreis,  d.  h.  der  grosse  Kreis  auf  der  Kugel,  welcher 
ein  Element  mit  der  Curve  gemein  hat,  wird  senkrecht  zur  Normal- 
ebene stehen,  folglich  wird  er  nicht,  wie  bei  den  ebenen  cykloidalen 
Curven  durch  den  Punkt  des  bewegten  Kreises  gehen,  der  so  weit 
möglich  von  dem  Coordinatenanfangspunkt  liegt 
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Man  sieht  hierona,  daas  bei  den  ebenen  Cykloiden  die  Eigenschaft 
der  Normale  wichtiger  ist,  als  jene  der  Tangente.  Dieses  folgt  auch 
daraus,  dass,  wenn  der  Punkt  nicht  auf  dem  bewegten  Kreise  ge- 
legen ist,  die  Eigenschaft  der  Normale  bestehen  bleibt,  doch  die  der 
Tangente  wegfUit. 

Die  Frage,  ob  bei  den  sphärischen  cyUoidalen  Cnrven  eine 
Eigenschaft  besteht,  welche  übereinstimmt  mit  der  der  Tangente  der 
ebenen  i^kloidalen  Curven,  würde  nicht  ohne  Omnd  sein. 

Bringen  wir  durch  M  (Fig.  7.)  einen  grossen  Kreis  senkrecht  zur 
Normalebene  PC,  so  ist  BC^^j^N  und  sinV«^— sinasinVi^. 
Nun  ziehen  wir  durch  den  Punkt  B  der  Cykloide  einen  kleinen 
Kreis,  dessen  Ebene  parallel  ist  mit  jener  des  grossen  Kreises,  wel- 
cher durch  M  gezogen  ist,  so  schneidet  dieser  den  sich  wälzenden 
Kreis  noch  in  einem  Punkte  E. 

Bringt  man  nun  durch  E  und  M  grosse  Kreise  senkrecht  zu 
dem  grossen  Kreise  CD^  so  schneiden  diese  einander  und  den  Normal- 
kreis in  P,  dem  Pole  des  Kreises  CD.   Es  ist 

BC=FAf^  ED  —  Vs^ 

EM-^BM^a 
also 

A  BCM  Qö  DME 

weil  beide  Dreiecke  rechtwinklig  sind,  folglich 

Wkl.  BMC  «  Wkl.  EMD  —  Vi® 
also 

Wkl.  53£E  =  1800—6 

dieses  lehrt  uns,  dass  E  der  PuiM  des  sich  wälzenden  Kreises  ist,  der 
80  weit  möglich  von  dem  feststehenden  Kreise  entfernt  liegt.  Ziehen 
wir  also  durch  den  Punkt  der  cykloidalen  Linie  einen  kleinen  Kreis, 
dessen  Ebene  senkrecht  zur  Normalebene  steht,  so  wird  dieser  durch 
den  Punkt  des  sich  wälzenden  Kreises  gehen,  der  so  weit  möglich 
von  dem  andern  Kreise  entfernt  ist. 

Wild  der  Radius  der  Kugel  unendlich  gross,  so  gehen  der  kleine 
Kreis  BE  und  der  Tangentkreis  in  dieselbe  gerade  Linie  über, 
namentlich  in  die  TaDgente,\in  dem  Punkte  B  an  die  ebenen  Cykloide 
gezogen. 

Weil  der  Tangentkreis  nicht  der  genannten  Eigenschaft  genügt, 
wird  die  Evolute  der  sphärischen  Cykloide  nicht  wieder  eine  sphä- 
rische Cykloide  sein. 

Ist  &  —  a,  so  muss  der  eine  Kegel  sich  ausserhalb  des  anderen 
wälzen,  und  so  ist 
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cob|  -»  C08ac082a-^8inasin2ac086 
und 

.Q_^ sin  o  sine 

Die8e  Cnire  wird  mit  der  Eardioide  flbereiDstimmen;  aber  w&hrend 
alle  ebenen  Kardioiden  gleichförmig  8ind9  i8t  die8  bei  den  sphäri- 
schen Kardioiden  nicht  der  Fall;  diese  hangen  doch  von  zwei 
Grössen  ab,  namentlich  von  dem  Radios  der  Engel  nnd  von  dem 
Winkel  der  Kegel. 

Ein  anderer  einfacher  Fall,  den  wir  betrachten  wollen,  ist,  dass 
der  feststehende  Kegel  eine  Ebene  wird.  Dieser  Fall  stimmt  mit 
der  gemeinen  ebenen  Cykloide  überein. 

Nnn  ist 

J-900 
also 

co8{  =  —  sin  2a  sin*  V«® 
nnd 

A  •  X  sinasinB 

q>  -  e8ma^arc<g^^^^,^3.^,,^^e  ^IV) 

Die  Formel  fQr  den  Normalkreis  wird  sein 

cotg5  =•  8in(p  +  9)tgVf  ^cosa 

Bestimmen  wir  jetzt  p.    Dazn  haben  wir: 

.   /     ,     ,       cotggcotgVae 

ouxyyTVf  COSa 

«/     I      X  cos*a8in*i  ^  ,      ^  •.     ,     V 

C08ec«(p  +  g>)«  ---,--^^._-^.  =  i+cotg«(;>+9) 

^  ,     ,     ,        ,  1— 2sin«a8in«Vfö 
cotg(p+g>)-± 3i^,3i^e 

folglich  nach  (lY) 

p-}-9  =s  — (Osina—* ^)    oder    p  =  — Bsina 

Dieses  war  zn  erwarten,  weil  der  Normalkreis  durch  den  Pankt 
gehen  mnss,  worin  der  sich  w&lzende  Kreis  die  Ebene  berührt.  Der 
Normalkrei8  ist  in  diesem  Falle  also 

cotgl  =»  sin(^— e8ina)tgV«Bcoso 

Setzen  wir  endlich  den  Fall,  dass  a  «  90<^  ist;  nnn  bewegt  sich 
ein  Kreis  anf  solche  Weise,  dass  sein  Mittelpunkt  in  dem  Gipfel 
eines  Kegels  liegt  nnd  seine  Ebene  die  Kegeloberfläche  berührt. 

Nnn  ist 

cosi «  cos^cosB 
nnd 
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tge 

sinb 
Weiter  finden  wir 

tgil  =  C0tg6 


and  der  Winkel  x,  den  der  Normalkreis  mit  dem  sphärischen  Radins 
des  feststehenden  Kreises  macht,  gleich  90^  Der  sich  bewegende 
Kreis  ist  also  zugleich  Normalkreis  ftkr  die  jetzt  entstandene  sphä- 
rische Qykloide. 

Die  Gleichung  des  Normalkreises  ist  also 
cotgg  «  cotg6sin(/)  +  9>) 
Hierin  mnss  p  noch  bestimmt  werden.    Man  hat: 

tffB  /   6  \ 

folglich 

'^  smb 

Also  ist  die  Formel  des  Normalkreises 

cotgg  -  cotgftcos  (v-^^j 
Ffir  ein  anderes  Element  soll  sein 

cotg§  -  cotgftcos  yP—^j^) 
Der  Schnittpunkt  der  Normale  wird  gegeben  durch 

e 


^«^^('^-S^)-"^^«!^-^) 


oder 

t«  V  —  —        e  e^ 

sin  -: — 7  —  sin  -: — ; 
sin*  sin  4 

Nthern  sich  die  Punkte  die  Cnrve  entlang,  so  wird 

e 
tgv  —  — — r-*«si6 

^»"sTi» 


folglich 

und  also  auch 


^  ""  sinJ 


1-6 
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Dieses  lehrt  nns,  dass  in  diesem  Falle  der  feststehende  kleine  Kreis 
die  Evolute  dieser  sphärischen  Gykloide  ist,  oder  umgekehrt  diese 
Cykloide  die  sph&rische  EvolTente  eines  kleinen  Kreises  der  Kn^el 
ist  Diese  Corve  stimmt  mit  der  ehenen  Evolvente  eines  Kreises 
flberein,  denn  diese  können  wir  doch  auch  wie  eine  Cykloide  be- 
trachten, weil  sie  der  Weg  eines  Punktes  ist,  der  auf  einer  geraden 
Linie,  welche  nm  einen  Kreis  wälzt,  liegt. 

Jetzt  wollen  wir  die  Lange  eines  sphärischen  Cykloidenbogens 
bestimmen.  Bei  dem  gebrauchten  Sjrsteme  von  sphärischen  Polar- 
coordinaten  ist: 

cfo-ÄVIdS^+sin'gd^»*} 

cC  d(p 

Snbstituiren  wir  hierin  die  gefundenen  Werte  für  ^  und  3^,  so  ist : 

ds^Rd»y  ^  ^^ +8in«58in«g 

|8in»5-8in«&+2cosasin(a+ft)siir6sin«  V,e  }«1 

ds  -  g-^^^g^g  cie V[8in«ft{sin«a-cos«(a+Ä)-cos«g 
+2cos5cosaco8(a+&)}+{sinaco8'6- sinacos'g-Ccosg-cosÄ)  cosasin^}  •] 

.'.dt  —  ^-r  yj  — cos^gsin'a— 2cosgsin&cosaBina-|-8in'acos'& 

4-28inaco8asin5co8  &] 

-^rfey[-{cos5sina+8inftcoBa}«+sin«(a+6)] 

=  ^deyr— {8in(a+?^)— 2sin«a8in(a+&)Bin«V«ö}*+sin*(«+*)J 
also 

Die  Länge  eines  sphärischen  Cykloidenbogens  ist  also 

0 

Sei 

cosVj«  — y    .-.    -8inV,ö^-2rfy 
und 

1 


Nun  ist 


_  4Rsin«asin(a+ft)    P^     .———— 
=  sin^  J  ''y  Vcotg«a  +  y« 
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1 


f  äy  Vcotg'a  +  y»  —  V«COSeca+  Vt^otf  «^    ^.   ^ 

Für  a  =  90«  wird 

Dai  Teil  der  Engeloberfläche,  der  eingeschlossen  ist  dnrch  den  fest- 
stehenden Kreis  und  dnrch  den  Gjkloidenbogen,  finden  wir  anf  die 
folgeade  Weise.    (Fig.  8.) 

txtAC^vtBC  und    arcilC— arcCZ> 

arcCC— aaPCjBP 

folglich  ist 

arcC?C"=  (sv— 0)ii8ina 

Der  Winke!  COC'  ist  nnn  («---ö)^,  aber 


folgtichist 


sinft' 
WkL  COC  -  Wkl.ÄOiB' 


arcÄÄ'«  ^(«-"®>^8in5 


£e  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  Streifens  BB'  wird  dann  sein 
und  die  Oberfläche  O'  der  Figur  AB^B'C 

n 
0 

Wir  haben  gefonden 

8in§<i§  —  sin(a+^)sina8inB^ 

also  ist 

90  ist 
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sin  6 
die  Integration  giebt 


O'—  ^^*-^^8in(a^"J)  /  t^utdi 


n 
>)    /   €8il] 


Die  gesuchte  Oberfläche  O  ist  gleich  an  zweimal  die  Oberfl&che  der 
Figur  AD'B'O'  vermehrt  um  die  Oberfl&che  des  Kugelsegmentes 
C'B'D\    Polgtich 

==  2«Ä«  ^^^—^  {  (1 +C08  a)sin  (a+6)+flin  ft| 

=  2»Ä«(1— cosa)  {^(l+C08a)+(cos«a+cOBa4.1)j  (9) 

W&lzt  sich  der  eine  Kegel  innerhalb  des  anderen,  so  wird  (V) 

^    „«sin*aBin(6— a)  ,  «    „,,^ 

^"^^  SSft ^  +  2«Ä»(l-C0Sa) 

Und  also  ist  die  Oberfläche  der  Kugel,  die  durch  die  beiden  Gykloiden- 
bogen  eingeschlossen  ist 

2nR^  |^^(2sinftcosa)+2(l  — cosa)|=4«i2«(l— C08»tf)    (10) 

Ist  h  =  90^,  so  ist  die  Oberfläche,  durch  die  Gykloidenbogen  und  den 
Kreis  eingeschlossen,  nach  (9) 

2»Ä*(1— cosa){cos*a4-cosa+l}  =  2»Ä*(1  — cos'a) 

Ist  a  =  90^,  so  ist  die  eingeschlossene  Kugeloberfl&che  gleich 

2»Ä«{cotg6+l} 
Bei  der  sphärischen  Kardioide,  wo  a  »  5,  wird  die  Oberfläche 

2«Ä*(1  —  cosa)  {2cos»a+2cosa+l} 
Fflgen  wir  hierzu  die  Oberfläche,  welche  der  feststehende  Kegel  aas 
der  Kugel  schneidet,  so  finden  wir   fttr   die  ganze  Oberfläche  der 

sphärischen  Kardioide 

4»Ä«(1— cos»a) 

Amersfoort,  November  1887« 
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XIV. 
Potential  einer  elliptischen  Walze. 

Von 

Ulrich  Bigler. 

Forteatnug  you  T.  Tl.  Nr.  XIII. 


Dritter   Teil. 

TL    Potential  der  elliptisehen  Walze  tod  der  Dlebtigkeit  1, 
«mscblossen  toh 

-y*  .    >^*  ^  .      ^  ^  ^  ^ 

^  +  ^<1,    0<Z<o, 

in  Bezar  ^^af  den  Punkt  (x^  y^  z). 

§  16.    Ableitung   des  Potentials. 
Das  Potential  der  unendlich   dünnen  Scheibe  h  <  Z^^h-^-dh 
sei  Rdh,    Wenn   H^«  «  i  —  -r^—  -    -^-  -  ^^ ^  und 

r»=  (il+tt)(J^4-u)tt    (17,  F'  pos.  für  f«  >  0,    80  ist 

00 


R  «  ^AbC  W.  ~ 


'/ 


und  es  gilt  /  Bdh  zu  berechnen.    Die  Umkehrung  der  Folge  der 


Integration  bereitet  einige  Schwierigkeit.  Die  Werte  von  i  und  TK, 
die  zu  A  —  0  geboren,  seien  mit  t^^  W^  and  diejenigen,  die  zu  A  — c 
gehören,  mit  ij,  Wy  bezeichnet  Die  Differentiation  der  Gleichung 
W\i)  -  0  gibt 

Ai«.  «er  lUth.  n.  PhT«.    2.  Baike,  T.  YII.  I& 
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(ciW.+ (Ä?+ ^>+ '"-^'- ■»  =  " 

und  zeigt,   da  — r-  pos.  ist,  dass  *  sinkt,  während  h  steigt;  also 
t 

Ich  betrachte  nun  h  als  Function  Ton  t  und  erhalte 

--A-^)*-W(/l-)(-^)* 

Man  denke  sich  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  Fig.  21. 
Auf  der  Abscissenaxe  werden  die  u  nnd  auf  der  Ordinatenaxe  die  t 
abgetragen.  Die  dritte  ränmliche  Coordinate  im  Punkte  (t,  ti)  stelle 
den  Wert  des  Integranden  dar;  die  Integration  nach  u  erstreckt  sich 
über  einen  anendlich  schmalen  Streifen  FG,  der  im  Punkte  F  auf 
der  Halbiruagslinie  des  rechten  Winkels  beginnt  nnd  sich  bis  in  den 
Horizont  erstreckt.  Die  Integration  nach  t  snmmirt  alle  diese  Streifen 
von  <  »-  tj  bis  <  —  ^09  ^^^  ^on  A  bis  B,  Das  Doppelintegral  dehnt 
sich  also  über  das  Trapez  ADEB  ans.  Zum  Zwecke  der  Umkehmng 
der  Folge  der  Integration  teile  ich  dieses  Trapez  in  zwei  Teile  ein. 
Der  erste  Teil  umfasst  das  Dreieck  ABC  und  der  zweite  das  Recht- 
eck BCDE,  Integriren  wir  zuerst  nach  <,  so  läuft  diese  Variable  im 
ersten  Teile  von  t^  bis  u  und  im  zweiten  von  t^  bis  <09  während  die 
Variable  u  im  ersten  Teile  von  ti  bis  t^  und  im  zweiten  von  t^  bis 
-f-oD  läuft.    Es  ist  demnach 

r=,Vi5[^(^V.(-g).).t 

e 

Das  erste  innere  Integral  ist  /  ^<fA,  wenn  als  untere  Grenze 

\  deijenige  Wert  von  h  genommen  wird,  für  welchen  fF  verschwindet, 
der  also  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird.    Man  setze  nun 
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80  dass  __ 

ulK«-P(ti)-"(»-Ä)« 
wird.    Das  Integral 

fahrt  also  za  Kreisbogen.  Es  ist 

P(i)  »  («— Ä)*  nnd  weil  «— ä  positiv,  so  ist 

(Die  Function  P(«)   nimmt   femer   mit  wachsendem  u  zu).    Wenn 
daher 

^(0  .        VW) 

-ZJ7-.  «  COSV»       "7^=:^  —  COS  9 

folglich  

PKyu«yi>(tt)sin9 
gesetzt  wird,  so  ist 

dh  =  VF{u)  sin  9>dqp 
QDd 

p(u)    P  P(u) 

^^  ^yzj sin V9>=  2yZ  ^^  ^ "° '^ ^^' '^^ 

Wenn   A  »  ^,   so  ist    IT  =  0,  folglich  auch  g)  -»  0.    Wenn  A  -»  <;, 
80  sei  9  »  ^1 ,  und  wenn  A  =>  0,  sei  9  <—  ^o*    '^Iso  ist 


/^{-R)—f^<«.-«^-V»'.+i»'. 


ebenso 


Man  hat  also 


H-y:ö[/(^>,,-,.-.,T,)^ 


16* 
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Man  yerauche,  die  auf  die  untere  GrandflAche  (h  -»  0)  and  auf 
die  obere  (h  »  c)  bezQglichen  Ansdrftcke  von  einander  zn  trennen. 

Wenn  u  sehr  gross  wird,  so  nähert  sich  cos  9  dem  Werte  r7~~9  'aIso 

also  7  dem  Werte  ^  —  ^^r^-    ^^  Integral  /  —r^ .  ^     verhält 

/du 
— ,  kann  also  nicht  bis  zn  t»  =  od 

geführt  werden.  Wegen  dieser  Divergenz  der  einzelnen  Integrale 
mnss  die  Zerlegung  des  Pot.  V  in  Einzelintegrale  mit  Vorsicht  ge- 
schehen.   Das  Integral 

convergirt  an  der  untern  Grenze  wie 


Man  kann  also  schreiben: 


3n: 


t 

Das  Integral  des  ersten  Termes,  unbestimmt  gefasst,  ist 
Pf  aj*  y*    \  du 

J  V'-2^-:5+i.JyM+.)(i,-|..)-"-''''  "" 
«.)  -  >..  (yT+-.+y5+;)-  a^,V^.+  j^V^ 

Der  erste  Term  ist  also  %^AB{L(t^) -  L{t^)).  Das  Potential  der 
elliptischen  Walze  ist  nun  fUr  «  >  c  durch  den  Ueberschuss  einer 
Function  von  »  über  dieselbe  Function  von  »  -  c  (wenn  a;,  y  fest 
bleiben)  dargestellt: 

v  =  yH[.«g  +  /(^)(| -..)+...)*] 
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Man  kann  diesen.  Ansdnick  durch  F(»)—F{%  —  e)  wieder 
geben,  wenn  man  die  Function  F{»),  zonftchat  fltr  ein  pos.  «.,  auf 
ii^enle  W^ae  d^nirt 

Es  sei 

>-A. 

U'  =  (A+u)(B+uyu, 

Wenn    u    pos.    nnd    grösser    als   t,    so  seien  17,    W^   yp  pos., 
0  <  if  <  |-.    Endlich  sei 

dsBnist 

(Die  Function  F{z)  ist  non  diejenige  Function,  von  weicher 
Herr  Hattendorff  in  seinem  Buche  über  Schwere,  Elektricität  und 
Magnetismus  bemerkt,  dass  sie  sich  durch  ein  einfaches  Integral 
Bidit  darstellen  lasse).  Auf  dem  u  Felde  nehmen  wir  zwei  Ueber- 
gSDgslinien  an.  Die  erste  verbinde  den  Yerzweigungspunkt  t  mit 
dem  Ostpunkte  und  die  zweite  die  Yerzweigungspunkte  t"  und  t*, 
Aof  dem  sttdlichen  Rande  der  ersten  Uebergangsl.  seien  Vp(u)^  TT, 
ö,  V  pos.  Um  die  Differentiation  bedeutend  zu  erleichtem,  ver- 
wandle ich  die  Function  F{z)  in  ein  Schiingenintegral,  das  den  Term 
MO  in  sich  aufgenommen  hat.    Weil 


P'Mz 


'P(u)WVu 
fo  ist 

fw-u  "*♦  -I2,£(u)}  +/z(u)  ^^äu 
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z 


In  ti "»  <  iBt  1/  —  f ,  und  in  w  =*=  oo  ist  ij  =  —r— ,  L{u)  —  ilogu, 

folglich 

i(tt).iy-:0 
Daher  ist 

folglich 

FW  -  V51^/(i  («)  j^,  +  '-1^)  «iu 

Ein  ganzer  Umlauf,  der  weder  0  noch  s  einslbliesst,  um  t  fahrt  TK, 
folglich  auch  den  Integrand  in  sein  entgegengesetztes  über. 

Man  kann  also  ans  dem  Ostpunkte  um  t  eine  rechtl&ufige  Schlinge 
legen,  die  0  und  «  dranssen  lässt  und  auf  der  Realit&tslinie  östlich 
von  t  auf  dem  Südrande  der  Uebeigangslinie  W  zugleich  mit  du 
pos.  annehmen.    Für  einen  solchen  Weg  ist 


§  17.     Nähere  Betrachtung  der  Function  F(«). 

Dieser  Abschnitt  beschäftigt  sich  A)  mit  der  Function  F(«)  selbst, 
B)  mit  ihren  ersten  Abgeleiteten  und  C)  mit  ihrem  Differential- 
parameter zweiter  Ordnung. 

A)     Die  Function  F(«). 

a)  Fortsetzung  der  Function  F(«)  aus  der  Gegend,  wo  z  pos. 
ist,  in  die  Gegend  hinüber,  wo  z  n^.  ist,  während  x^  y 
ungeändert  bleiben. 

8C)  «  >  0,  d.  h.  der  Punkt  (a;,  y^  0)  liegt  ausserhalb  der  Ellipse. 
Die  aus  der  Gleichung  TT*  •»  0  herrorgehende  Differentialgl. 

zeigt,  dass,  wenn  z  pos.,  dz  neg.  ist,  dann  dt  neg.  und  dt\  d£'  pos. 
sind.  Wenn  also  z  auf  0  sinkt,  so  sinkt  t  auf  8  herab  und  i*  und 
r  steigen  resp.  zu  0  und  s"  auf.  Der  Schiingenweg,  der  im  letzten 
Ausdrucke  für  F(z)  die  Realitätslinfe  zwischen  «  und  t  durchschnei- 
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den  8oU,  kann  zuletzt  nicht  mehr  zwischen   durch.    Da  nämlich 

P*  1 

^  den  Term   enthält  und 

1     _        V(Ä+u)(B+u)_ 

wyu  ""  y(t»— «)  (»—/')  (u— o 

istjsowird/  I^u) -p=r^r-T- du  unstetig  wie  ConstX  /  1  d.  h 

wie    .  und  ein  Teil  des  Ausdruckes  fttr  F{z)  nimmt  die  Form 

0  X  OD  an.  Um  diesen  Uebelstand  schon,  wenn  »  noch  pos.  ist,  ab- 
zuwehren, verbinde  man  die  rechtläufige  Schlinge  um  t  mit  einem 
kleinen  rechtläufigen  Kreise  um  «  zu  einer  vom  Ostpunkte  aus  um 
8  und  t  gelegten  Schlinge,  welche  die  Bealitätsl.  zwischen  0  und  « 
durchschneidet,  und  addire  das  auf  einen  rückläufigen  Kreis  um  8 
bezQgliche  Integral.  Zunächst  soll  dieses  letzte  Integral  berechnet 
werden.  Weil  W  auf  dem  Wege  nach  dem  Ostpunkte  hin  pos.  ist, 
HO  ist  es  zwischen  0  und  t^  also  auch  in  «,  südlich  lateral. 


also 

in  u  —  «  ist 


WVu  i 


P'                                             1 
Von   -=-  kommt  nur  der  Term  in  Betracht    Also  ist  hier 


folglich 


f^-)'j^^-  =  ^-^^) 


F(z)  -  VABnL(s)-\-iVABf(^  L{u)  jj^  +  ,^)  du 

(Weg  eine  rückläufige  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  s  und  /;  die 
Realitätsl.  wird  nur  einmal  zwischen  Ound  »  durchschnitten;  östlich 
von  t  können  Hinweg  und  Rückweg  in  die  Realitätsl.  fallen  und  W 
ist  dann  auf  dem  Rückwege  pos.) 

Dieser  Ausdruck  gestattet  nun  den  Durchgang  von  »  durch  0. 

Wenn  x  und  y  fest  bleiben  und  nur  z  fortwährend  abnimmt,  so  bleibt 

<,  daher  auch  der  Integrationsweg,   unverändert.    In  jeder  Stelle 

P* 
dieses  Weges  bleiben  p-  und  ü  und  L  unverändert-,  nur  W  variirt. 
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geht  aber  nie  durch  0  and  kehrt  daher,  wenn  «  in  seinem  entgegen- 
gesetzten Werte  angelangt  ist,  auf  denselben  Wert  zorttck.  Mao 
bat  also 

Fi^zi^VÄB^m-^iVÄBj^l^  ^u)p^  +  »^J  du 

(Weg  wie  oben) 

folglich  .  

F(z)  +  F(—  «)  -  2  VäB  nL(8) 

also  

F(0)- V^B^iW 

93)  «  <  0,  d.  h.  der  Punkt  (a;,  y,  0)  liegt  innerhalb  der  Ellipse. 

Wenn  z  von  einem  pos.  Werte  auf  null  herabsinkt,  so  sinkt  t 
auf  0  und  t\  i'  steigen  resp.  zu  «,  J'  auf.  Der  Integrationsweg  der 
Gleichung 

(Weg  eine  rechtl.  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  t  allein)  ist  zuletzt 
nicht  mehr  im  Stande  zwischen  0  und  t  hindurchzugehen.  Man  er- 
weitere ihn  daher  zu  einer  Schlinge,  welche  die  Realitätsl.  nur  ein- 
mal, nämlich  zwischen  s  und  0,  durchschreitet  und  während  der 
ganzen  Zeit,  wo  z  abnehmend  durch  0  hindurch  geht,  fest  bleibt,  nnd 
addire  zum  neuen  Integrale  dasjenige  längs  eines  kleinen  rttcklänfigen 
Kreises  um  0  allein.  Dieses  Integral  um  0  soll  berechnet  werden. 
fV    ist    zwischen    0    und    t    südlich    lateral,    kann    also    darch 

^y(^     u){u'-n{u'-n  dargestellt  werden.    Von 
.    y{A  +  u)(B+u)u 

P'^ll.       1  1  1 


kommt  nur  der  Term  -  in  Betracht    sjptt-  wird 

oder  einfacher 

zL(u)         tzL(u) 


VM4 


:+ 


A+u^  ß+u       J 

du 
Wird  iL(0)  and  gibt  mit  —  mnltipl.  and  integrirt  Zn-i^O); 
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W         _  .  V(«*  -  P)  1 

MiB  bekommt  so  ftr  ein  pos.  «: 

(SeUiDge  aas  dem  Ostpnnkte  am  noll  and  <,  welche  die  Realitäts- 
fiiie  im  Endlichen  nnr  einmal ,  n&mlich  zwischen  s  and  0  passirt 
Vcin  östlich  von  t  ein  Teil  des  Weges  in  die  Realitätslinie  ver- 
idioben  wird,  so  sei  W  gleichartig  mit  dt»;  es  ist  dann  gleichgflltig, 
ob  die  Schlinge  rechtlänfig  oder  rückl&afig  sei).  Weil  der  Weg  fest- 
liegt, wahrend  s  sich  bewegt  and  in  seinen  entgegengesetzten  Wert 
Sbeigeht,  and  weil  dann  W  zn  seinem  früheren  Werte  zarflckkehrt, 
so  geht  jedes  Element  des  Integrals  in  seinen  entgegengesetzten  Wert 
Aber,  wenn  m  in  seinem  entgegengesetzten  Werte  angelangt  ist. 

(Weg  wie  bei  F(m)) 
folglich 

F(«)  +  F(— «)  —  2«(yZBjL(0)-»«) 
F(0)'^nVABLiO) 


iho 


b)  Die  Fnnction  F{z)  ist  im  Raame  nicht  eindentig;  denn  sie 
kehrt  nach  einem  Umlaufe  am  die  Orandcnrve,  der  ihre 
Ebene  das  eine  Mal  innerhalb,  das  andere  Mal  ausserhalb 
schneidet,  nicht  mehr  auf  ihren  früheren  Wert  zurück. 
Die  Grundcunre  ist  eine  Unstetigkeitscurve  der  Fnnction. 

Man  w&hle  4  Punkte  (bei  denen  die  zwei  ersten  Coord.  pos. 
^  (*i,  y„  H)f  C'i»  yi»  -h)  mit  pos.  «,  und  (a^,  y„  h\  ('t^^fy  -«i) 
Bit  neg.  «s.  Es  wird  hinreichen,  sie  nur  mit  den  dritten  Coordinaten 
a  bezeichcn.  Man  führe  die  Fnnction  oberhalb  der  Ebene  «  =  0 
vom  ersten  Punkte  zum  dritten,  durch  die  Ebene  hindurch  zum 
vierten,  anterhalb  zum  zweiten  und  endlich  durch  die  Ebene  hindurch 
zun  ersten  Punkte  zurück.    Wenn  die  Function  F(z)  geradezu  durch 

dashtegral  }yZöy'(LCu)jp^j^  +  «|')df*    (Schlinge   um    «, 

väche  die  Realitätslinie  zwischen  t   und  s   schneidet)  dargestellt 
Verden  kann,  so  soll  sie  ihr  Zeichen  F(z)  behalten.    Wenn  aber  ihre 
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FortsetzuDg  nar  mittelbar  aasgedrttckt  werden  kann,  so  soll  Bie  mi 
F{z)  bezeichnet  sein.  Auf  dem  Wege  vom  Punkte  (9^)  znm  Pankt< 
(ss)  bleibt  derselbe  Integralansdmck;  die  Function  F{m^)  geht  ii 
F(3s)  über.  Hat  der  bewegte  Punkt  von  oben  nach  unten  die  Grund 
ebene  durchschnitten  und  ist  in  (— %)  angelangt,  so  ist 

F(— a,)  =  2«VZÖi(0)j  — 2«V  --P*(«ä) 

Auf  dem  Wege  unterhalb  der  Ebene  nach  (—«1)  geht  dieser  Aasdracli 
fort,  ohne  eine  A»nderung  zu  bedQrfen, 

^(— «,)  =  2;ryZfifL(0)i  — 2««,«— inf»i) 

Auf  dem  letzten  Wege  von  unten  nach  oben  zu  (isj)  zurftck  bleibt 
Zr(0)  während  der  ganzen  senkrecht  aufsteigenden  Bewegung  sich 
gleich,  «]'  sinkt  auf  0  und  steigt  zu  «j^  auf-,  Fiz^)  endlich  wird  zu 
2»VZBii(«i)  — F(«i)-,  also  ist 

>W  -  FW  +  2«VIÄ(£(0)~X(#,))~2»V 
oder         _ 

F(z)  =F(«)-f  2»y]i]S(L(0)  — i^W)— 2»«« 

P(u) 
wo  8  die  grössere  Wurzel  der  Gleichung  -»  0  ist,  mag  diese 

positiv  oder  negativ  sein.  Die  Function  F{z)  ist  also  im  Baume 
mehrdeutig;  denn  man  kann  die  Grundcurve  mehrmals  umlaufen, 
wodurch  immer  das  Hinzutreten  desTermes  29f  V^/^CIrCO)— X(«))  —2nz^ 
bedingt  wird.    In  allen  Punkten  des  Raumes,  welche  der  Gleichung 

2+^—1  genügen,  ist 

F(«)«F(»)-2;r»« 

d.  h.  ein  Umlauf  von  einem  solchen  Punkte  aus  in  der  angegebenen 
Richtung  um  die  Grundcurve  bewirkt  das  Hinzutreten  des  Termes 
—  2m*  zu  der  ursprünglichen  Function. 

c)  üeber  den  Wert  von  F(«)  in  sehr  grosser  Ferne. 

%)    s  und  t  sind  beide  sehr  gross. 
{t — «  endlich  oder  auch  sehr  gross.) 

Aus  diesen  Voraussetzungen  folgt,  dass  o^'+y^  ^^  9*^^  ^^^ 
und  dass  z  endlich  oder  sehr  gross  sein  kann.  Man  lege  der  Rech- 
nung die  Integralform 

Fiz)  -  iV^f(L(u)^^^  +  z^du 
(Schlinge  um  t  allein)  zu  Grunde,  lasse  einstweilen  den  Factor  iV^ 
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leg  und  denke  sich  den  Weg  mit  AnBnahme  eines  .kleinen  Kreises 
m  t  dsdich   davon   bis  zum   Ostpunkte  in  die  Realitätslinie    ver- 

«^-.-^(.+f)'(.+.T'+3^4'+^)'(>+f)"* 

+>«.[v.(0+^AO+f)')] 


folglich 

l+i-^-iM-Ä).-^  + 
Der  algebndsehe  Teil  von  £(u)  wird 


K-/(i+S"*-^-^^— -^^±^ 


A  — Ä  ■"     2«  8t»» 

1»  log.  Tdle  ist 

(Ott  bnncht  nicht  höher  tu  steigen).    Der  log.  Teil  ist  also 

Um 

?:.1._L._L-      ^_      _1 i-J.^^^ ^\ 

.    1      ,»"+A+B     »"»-A'-B» 
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Weil  u  bei  t  beginnt,  and  beide  «  and  t  von  gleicher  Ordnung  mit 
x^+y^  Bind,  so  sind  im  Anfange  wenigstens  u  und  s  Ton  derBelben 

Ordnong;  man  kann  daher  -^^  nicht  entwickeln. 
y(A+u)(B+u) 


Man  kann  anch  —, nicht  entwickeln,  weil  u  bei  t  beginnt.    Da- 


i  ancl 
gegen  ist 

(•+.-)'('+!)*- ('+>.^ -*ä*+-)  ('■h|-»^+-. ) 

"*■•■     2u  8u«      "<"••• 

('-;r(-.9"*-('+^^+l&'+-M'+l^+l&'--) 

~^+    2t.    +  8u»  ■*"•■• 

+i(3«'«+2«V'4.8«"»+2(^+BX«'+0-(^— B)«).^,} 

Innerhalb  der  Klammer  {  }  bezeichne  man  den  Coeffidenten  von  -^ 
mit  i  T,  dann  ist 

P1KV«  ~  („_,). y(u—«) "^ '  «(u—*) y(»—o«.*y(t.—o 

+  *  -i7 ^;r=^  +i(."(2."+<'+e"+^+i») 

tt*(tt — #)y(tt— 0 

tt'y(M — t) 

Weil  die  yorkommenden  Integranden  westlich  von  t  nnr  in  s  and 
nall  anstetig  and  zwar. rational  anstetig  werden,  so  kann  man  den 
Weg  westlich  von  nall  schliessen.  Wenn  die  Schlinge  am  t  recht- 
l&afig  war,  so  ist  "/«—«  westlich  von  t  in  der  Bealitätslinie  südlich 
lateral  «  -  iVit  —  u)  and  die  geschlossene  Garve  am  0  and  «wird 
rechtlftafig.  Sie  zerfällt  in  einen  kleinen  Kreis  am  nall  allein  und 
in  einen  am  «  allein,  wenn  beide  Pole  vorkommen.    Die  Yerwand- 
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long  Yon  I,  «,  t\  «',  r,  *"  in  die  Coordiaaten  geschieht  so.    Mnlti- 
plicirt  man  die  Oleichnng 

^^  A+t^B+t^t 
mit  t  und  entwickelt  dann,  so  erhält  man 

'  —  '■--  t        ■+"  «»  "f"  •" 

nnd  wenn  man  bei  der  zweiten  Ordnung  stehen  bleibt    • 

(d«  folgende  Glied  ^tHgt  (^V±BV^(,!,!+W)) 
Setzt  man  hierin  s  =  0,  so  ergibt  sich 

_J!__i      ,  vt«*+gy«  , 

Ad8  der  Gleichung 

(i*+il)(tt+B)u— ««(t*«4--ßti)— yV+^«)-«*(^+t»Ki'+t*) 

-(«-0(t*-O(t»-O, 
ergab  sich 

<+<'+«"+^+^  -  «*+y*+«*  -  r« 
slso 

Wenn  s  =  0  wird,  so  wird  (im  Torliegenden  Falle   «>-0)  i'— 0 
<"-<",  aUo 

/•+^+i,=^5±^+... 

Mit  Yemachlässigung  der  Ordnung  -^  ist  daher 
Zugleich  sind 
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also 


/»du  «     ,    «     , 

+  i     a?«  +  y«     •rV  +  - 
»  23t  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung  -4 

, ««  — JT« 

Dieses  Integral  ist  mit  \y  AB     _^^  zu  multipliciren.   Bei  den  noch 

übrigen  Termen  des  Ausdruckes  für  F{%)  kann  man   sich  mit  der 
niedrigsten  Ordnung  begnOgen.    Weil 

Vu  —  t 
für  ein  sehr  grosses  t  zu  — -5 1- ...   wird,  so  ist 

(Weg  ein  kleiner  rechtläufiger  Kreis  um  0) 

=  ar.j'  +  ... 

Der  Term  i)og(4c«)  in   der   Entwicklung  von   XrCu),  der  mit 
ciu  ZU  multipliciren  ist,  verlangt  noch  die  Kenntniss  des  In- 


FWVu 


tograls  i  J   /^^.   !*il^  (Weg  eine  rechtlÄufige  Schlinge  aus  dem 

Ostpuukte  um  den  Pol  0-  Indem  Vu  —  t  westlich  von  t  in  der 
Bealitätslinie  den  südlich  lateralen  Wert  —  »Vt— u  bekommt,  kann 
man  den  Weg  in  einen  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  «  und  eine  aus 
dem  Westpunkte  um  nnll  geworfene  rückläufige  Schlinge  verwandeln. 
Mit  Ausnahme  eines  kleinen  negativen  Kreises  um  null  schiebe  man 
hinweg  und  herweg  dieser  Schlinge  in  die  Realitätslinie.  Das  In- 
tegral wird 
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1    PmIqs(4luS      du 

-.^.  /    7^2^   \'u^'9    ^^^  ^  kleiner  rflckläifiger  Kreis  am  #) 

1     p      mlMl(iu) 

j-z.  I '^'— —  du  (Weg  eine  rttckL  Schlinge  a.  d.  Wettp.  am  0). 

*«/  {* — »)  y  {t—u) 

Fir  wollen  das  Integral  mit  J  beseichnen  and  setsen 

Xm  ist 

/=«l0g(4#).;;7=4=  -  irlog4(«»+y«)  +  ...  -frlog4(r«-«>)  +  ... 

VC—«) 
In  Z7  Teirhftlt  sich  das  Integral  längs  des  kleinen  Kreises  vom 
Bsdiu  ^  wie 

/l0g(4tt)dtt  »  {l»lOg4u  — tt}  =:  2iTiQ 

>Dd  Torschwindet  zugleich  mit  q.  Anf  dem  geradlinigen  Hinwege 
-^...  — ^  ist  log (4k)  am  2%x  gW^sser  als  an  den  entsprechenden 
Stellen  des  Herweges.    Ersetzt  man  u  durch  — >«,  so  hat  man  also 

N 

/*  *du  ^  ,     ^ 

U*^  n  /  } — i — V   , — -z^  •  wo  man  ö  —■  0  setzen  darf. 

Es  sei  «+u  —  («  — «)v*,   a*  —  -j^  ,  a  pos.;  dann  geht  v  von 
<  Bsch  iyr.    Das  Integral  wird 

00 

od 

/+JI-2irlog(2(r+.))  +  ... 
rener  ist 

s  ^  <2ift  zusammen  die  Snmme  «r  bildet    Es  ergibt  sich 

F(*)  =  niAB  [j^|*  +  l0g (2(r  +  i»))  +  i] 

1  • 

out  einem  Fehler  von  der  Ordnung  -^*    Diese   Schätzung  gilt   nur, 

venu  s  pos.  ist;  aber  z  darf  endlich  werden  und  bis  auf  0  herab 


% 


iDtken;  denn    ,  behält  auch  in  diesem  Falle  noch  den  Wert  1. 

¥ftr  ein  sehr  grosses  neg.  %  ist  aber  die  Gleichung 
F(— «)  —  25rVZBZ(#)— F(») 
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anzuwenden.    Wenn  man  die  Ordnung  -^  vernachlässigt,    so    kann 

man  im  Tenne  log  4«  des  Ausdruckes  fllr  X(«)  geradezu  «  durch 
x^-^-p^  ersetzen  und  hat  dann 

2X(#)  -  2  §E^  +  l0g(4(aj«+y«))+l 
Da 

^Og2\J^/  =  l0g(2(r^,)) 

ist,  so  ergibt  sich  far  ein    sehr  grosses  negatives  »    die    Gleichung 
F(-«)  -  «>a5[5E^+log(2(r-«))+i] 

welche  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  s  durch 
—  8  ersetzt  ist  Jene  Gleichung  gilt  also  sowol  fOr  neg.  als  flir  pos. 
Werte  von  s«  so  lange  als  «  sehr  gross  ist 

Vorhin  ergab  sich 

da  aber 
so  hat  man 

QO 


r     glog(4tf)dtt     „  1    /"     »log(4i*)^tt_ 


eine  streng  richtige  Gleichung,  die  nur  t  >  0,   (>«  voraussetzt 
Wenn  «  —  0  wird,  so  hat  man 


,     /*iilOg(4u)<?u        2nz.      ..^^^ 


Diese  Gleichung ,  der  mau  im  folgenden  bedarf,  ist  so  auf  leich- 
terem Wege  gefunden  worden,  als  wenn  man  sie  unmittelbar  be- 
wiesen hätte. 

)6)    Nur  t  ist  sehr  gross;  «  ist  endlich  und  kann  positiv  oder 
negativ  sein. 

z  allein  ist  also   sehr  gross,  aber  x  und  y  sind  endlich.    Der 
Punkt  (x,  y,  0)  kann  also  sowol  innerhalb  als  ausserhalb  der  Grund- 
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dlipse  liegen.     Wenn  man  alles  weglftsst,  was  im  Endergebniss  nur 
zur  Ordnung    -§  etwas  beiträgt,  so  hat  man 

i:(«)-iiog4u+5^^.    -p---l 

W      -/(tt— 0 


folglich 

Weil  jetzt 

foiglich 

log(2(r+«))  =  log(4.)  +  ^^'+  ". 

äch  Ton  log  (4s)  nur  um  ein  kleines  von  der  Ordnung  -^ 
Bnterscheidet,  so  ist  dieses  Ergebniss  schon  in  der  Gleichung 

F(z)  «  ^yZÄ(^^  +  log2(r+.)+i) 

enthalten.  Dennoch  gilt  die  Gleichung  nur  für  ein  pos.  sehr  grosses 
:,  was  schon  der  Term  log  (4^)  klar  macht.  FQr  ein  ncg.  sehr  grosses 
-z  mosB  man  die  Gleichung 

Fi—z)  =  2n  VaB  L  (s)  —  F(z) 
wenn  »  pos.,  aber  endlich  (also  gar  nicht  =  «*+y*),  oder  die  Gl. 

F{—z)  =-  2n  VÄBL(0)  —  27r2«—  Fiz) 
wenn  s  neg.  (aber  grösser  als  —  iJ)  ist,  anwenden. 

B)     Die  ertten  Abgeleiteten  der  Function  F(z). 
a)    z>0. 

(Weg  eine  rechtlftuiige  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  den  Pol  0- 

Aitk.  4.  Xfttli.  n.  Plijs.    2.  BeUie,  T.  Vn.  16 
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Es  ist 

dL(u)  2x     l/g  +  t^      dW_^       X       1 

und  Bach  Seite  229 

8i;  gg       Vu 

und  weil 

80  ist 

dx\PWVuJ 'dxdu ^du\A  +  u   PW) 

folglich  anch 
d  /.,  .      gP'      .     W\  2x    \/(B+u\      tP' 


■.(M'^j^.+.^)-:^,Vm- 


dx\^^PWVu^U/  A  —  BY  \-<1+u/   PW^u 

X»  1 


Weil 
so  ist 

Ii  (u)     V'u  loff  <t 

and  weil    .  .     •  pj^.  im  Ostpunkte  wie  i  -%-  verschwindet,  so  er- 
halt man 

8F(»)           Väb   r    y(.g+«)  P'      ,      /™       •      a  1.1-       X 

/*  ycg+^     p'    , 


Zx 

-~  a-bJ 

Ebenso  ist 


'-?^  =  B/"^-^.-   (w«-.s-.^> 


Weil 
80  ist 


2iAB    r   VcH-«)     p'     . 
ä:^b'J  ^v^I^pti'v»"- 

&~F'Vt«'     PWyu"  du 
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d»  \PW%/u/  du  \WVuJ 

-"<")|(ipk)  — 4(f^)h 

d  /zW\  _  W^ 


Wüu 


Ferner  ist 

Wüu 
somit  auch 

Weil  ijrr^  ™  Ostpunkte  wie  i  -^  verschwindet  and  weil 

ist,  80  erh&lt  man  scbliesslicb 

'£=VÄBf^äu~,VÄBf^ä. 

Der  Pankt  (tt,  y,  0)  liege  aasserhalb  der  Randellipse.    Weil  (— « 

zugleich  mit  z  verschwindet,  so  kann  der  Wog  nicht  mehr  zwischen  « 

und  t  durchgehen,  noch  auch  in  t  beginnen,  weil  da  das  Integral  nn- 

1  dF 

endlich  wird  wie  -7 .    Bei  w-  dagegen  kann  man  den   geraden 

Yu  —  *  w* 

Weg  gebraachen.    Um  nun  auch  für  die  Abgeleiteton  nach  x  und  y 

Ausdrucke  zu  erhalten,  welche    von  diesen  Schwierigkeiten  befreit 

sind,  schalte  ich  in  den  Schiingenweg  einen  recbtl&nfigen  Kreis  um 

den  Pol  «  ein  und  subtrahire  den  entsprechenden  Wert  vom  neuen 

P'                                         1 
Integral.    Von  dem  Factor  -^  kommt  nur  der  Term  in    Be- 

tracht,  und  W  ist  zwischen  t  und  0,  also  auch  in  «,  sftdlich  lateral. 
Also 

Folglich 

»ys-f-tt        F' 

—, — \ —    p^  /    •  du    (Weg  ein  kl.  rechtl.  Kreis  um  #) 
yA  +1»    FWyu  ^  ' 

»  'VA+i 
somit  auch 

16* 


f\ 
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(Weg  eine  rechtl.  Schlinge  aas  dem  Ostp.  allein  um  t  and  «) 

dy     '^    Ä-'B'^yBlfi'^^-BJ  ^WlB^füi'^WVu 

(weg  wie  bei  ^^ 

Weil  nan  diese  Integrale  ohne  den  Factor  z  auch  für  «  =  O 
oder  i  »  «  einen  endlichen  Wert  behalten,  so  folgt  aas  diesen  Aus- 
drücken, dass 

dF(0)  %tVÄB     V(B+J)      SF^      27,VÄB     V(Ä~+sj 

dx   -      a-b  *yüTö'     »y  "  ^-^  ^y{B+7) 

00  QO 


ajF(o) 


-  2VÄBf^äu^2VABf^^^äu 


dF(0)  dF(0) 

Die  letzten  Aasdrücke  fllr     ^     und  — 0 —  erhält  man    aach    aus 

der  Formel  

F(0)  -^nVABLis) 

Liegt  der  Pankt  (o;,  y,  0)  innerhalb  der  Grandellipse^  so  ist 
8  neg.;  nähert  sich  nan  z  dem  Werte  0,  so  sinkt  t  aach  aaf  O 
herab,  and  der  Integrationsweg  kann  in  diesem  Falle  nicht  mehr 
zwischen  t  and  0  hindarch.  Man  schalte  deshalb  in  die  Schlinge 
einen  kleinen  rechtl.  Kreis  um  0  ein  und  subtrahire  von  dem  neaen 
Integrale  den  Wert  längs  dieses  Kreises.     W  ist  zwischen  0  und  s 

V(t—uKu—t')(u—  *") 
südlich  lateral,  kann  also  durch  -— »  /  ^     =-  dargestellt 

y(A+u)(B  +  u)u 
werden.    Von 

P       1  .     1     .      1  1  1 


P'      u^u— «"^f*-«"      A+u     B+u 

kommt  nur  der  Term  -  in  Betracht.    Man  erhält 
u 

Yab  p  y(^-f  tt)     p' 

■"  A^^J  ^^vT^'x^'Pfyytt ^^    ^^^  ®^°  kleiner  rechtl.  Kreis 

2itBx 
um  null)      =  ^fZ."^'      folglich  ist  auch 
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8.F(«) JnBx  __  yjJB    n     VC-g+tö    P'_ 

a»    -       A-B     a-bJ  "^-^JJ^' PWVv** 

(W^  eine  rechtl.  Schlinge  aus  dem  Ostp.  nm  die  Pole  t  nnd  0) 

h  ~ a-b'^a-bJ  ^-^(B^^ypwvu'^ 

Weg  Wie  bei  ^j 
Für  «  »  0  ergeben  sieb  ans  dieeen  Aasdrflcken  folgende  Formeln: 

8F(0)        _2nBx        dF(0)       2nAy 

S»      —       A  —  B'       dy    ^  A-^B 
anch  ist 

0 

Die  Ausdrücke  für    ^   »    ~~8v     ®'*8öben  sich  aach  ans  der  Formel 
/'(0)==3fVZöi(0) 

b)    «<0,    #>0 


WeU 

also  auch 
80  folgt 

and  demnach 


L'{8)=0 
dL{$)  _  2g       y(jg  +  f) 


-* .  yÄB  p 


dz     -         A-B   yÄ:f,-^A^Bj  "yTCÄ+üi'PWVu' 
(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp.  am  den  Pol  t) 

8f(-«)      *»yVÄB  y(B+s)      VÄB  P      VU+«»)      P'      , 
8»     "  A-B   'v^+l)     a-bJ    «"VC^+^'-p^^« 


(weg  wie  bei  ?^) 
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Wenn 

gesetzt  wird,  so  folgt  ans  obigen  Formeln,  dass 

ist. 

c)    «  <  0,    »  <  0. 
Fflr  diesen  Fall  ist 

!?(_,)  =,  2»  (yiB  L  (0)  -  «•)  -  F(*) 
Weü  yt—Bx» 

,.(0)  =  iog(v^+yi»)+^^^^^ 

so  folgt 

dF(-»)        i„mB    Yäb  r  Vcb+;ö     p'    , 

(Weg  wie  oben) 

8F(-»)       4»ry^        VZB    /*     V^+t»         P' 
8y      ~  A-B      A-bJ  ^'-^-B^' PW\^ 


=— 4»«— yzö  /"^rftt 


also  ist 


-v^/f' 


I  I 

F(a)-F  (-«)-=  -4«» 


d)  Die  Grundcnrve  ist  eine  UnstetigkeitsliDio  für  die  ersten 
Abgeleiteten  der  Fanction  F{z),  Denn  sie  kehren  nach 
einem  Umlaufe  am  dieselbe  nicht  mehr  anf  ihren  früheren 
Wert  zurück. 

Man  w&hle  wie  früher  4  Punkte  («cj,  ^j,  z^\  (x^^  y^,  — «j)  mit 

pos.   «1*  und   (X|,  ^,  «,),   («,,  y^  — «s)    mit    neg.  ««   und  führe    die 

Functionen  vom  ersten  zum  dritten,  durch  die  Ebene  hindurch  zum 

vierten,  dann  zum  zweiten  und  zurück  zum  ersten  Punkte.    Wenn 

dF  Bf  Bf 
die  Functionen  ^,  g-i  g~  durch  die  Integrale 
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00 


00 


H^ÄB  r   iA'\-u     p'    ,     ^  /— t;  r^ 

dargestellt  werden  können,  so  sollen  sio  mit  Fx(z\  F^»\  Ft(z)  be- 
zeichnet werden.  Wenn  aber  ihre  Fortsetzungen  nur  mittelbar  ans- 
gedrflckt  werden  können,  so  sollen  sie  mit  einem  Striche  versehen 
werden.  Anf  dem  Wege  vom  Punkte  »^  bis  znm  Punkte  «^  geben 
die  Functionen  Fx{h\  ^ir(«i)i  ^*(«i)  i»  ^«(»2),  ^M)^  ^'{h)  übor. 
Hat  der  bewegte  Punkt  die  Grundebene  passirt  und  .ist  in  (— %) 
angelangt,  so  ist 

Auf  dem  Wege  zum  Punkte  (—«1)  erfahren  diese  Ausdrucke 
keine  Aenderung  in  ihrer  Form.    Für  den  Punkt  (— «^)  erhält  man 

F^-^)  -  -^|-F,(+«,),      F,(-.,)  -^  -F^+^) 

Kehrt  nun  schliesslich  der  Bezugspunkt  durch  die  Ebene  z  ^  0 
zum  Ausgangspunkte  zurück,  so  gehen  die  Functionen  /«(«i),  i^(«i), 
F,(«i)  resp.  in 

-Fj(«i)  ttber,  so  dass  schliesslich  die  Abgeleiteten  bei  ihrer  Ankunft 
im  Ausgangspunkte  folgende  Werte  annehmen: 

Ä(«i) - F.(»i)+  2^rr  -y^^)  A-B 

Diese  letzten  Werte  ergeben  sich  auch  ans  der  Formel: 
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o)  Darstellung  der  ersten  Abgeleiteten  der  Function  F(»)  durch 
elliptische  Integrale. 

Wenn 

W*-l-  ^-^-^.     V  -  (Ä+uKB+u)u 

also 

wenn  ferner 

also 

P^      1     JL _1 1 _1_ 

dann  sind  für  ein  pos.  »  die  Abgeleiteten 

00      

dF{z)  2^  Aß        /'V(i^+«)     ^P'^^ 


dx 


2yAß      r 


J   ^(Ä+^yPWVu 


dF{»)       2VäB        rV{A+u)     zP'du 


dy  A^B'^J    ^{ß+^y  PWVn 


ß 


2VaB  /   -==du 


dz 
Ans  den  zwei  Gleichungen 

A+t^B+ß       ^'    Ä+t^B+t^t  ''^ 
ergibt  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 

^*  "'^  Vu+*)M+ö+(Ä+*)(Ä+öy  "  r 

ebenso  hat  man 

^'''^^(A+sHA  +  t')  +  {B+s){B^))  -  FÖ 

/  «*  f/*  \  «* 


'"-"^'>-  (m+Om+0+(B+0(ä+o)  " 


Weil  nun  «^  ^^  z^  überall  durch  pos.  Werte  dividirt  sind,  so  sind 
auch  t  -8j  s-t',  s"—  f  pos.    Man  hat  daher 


Digitized  by 


Google 


Bigler:  Potential  einer  elliptischen    Walze*  249 

(Ä+tt). -p- ist  rational, -^-  ist  das  Differential    eines   elliptischen 

Integrals  erster  Art  Man  bringe  zunächst  dieses  auf  die  Normal- 
form.    Weil 

»—<' _      ,  u—t     u  —  t" _      ,  <—  t'    u—  t 

und  weil  ^^^  von  0  an  alle  pos.  Werte  durchläuft,  so  kann  man 
anter  Annahme  eines  nördlich  lateralen  Argumentes  v,  das  von  0 

nach  L  geht,  als  algebraischen  Modul  h  =    .. =  setzen.    (Diese 

Wahl  des  Moduls  gewährt  nämlich  in  der  Nachbarschaft  der  Orund- 
ellipse,  wo  die  grössten  Schwierigkeiten  auftreten,  den  Vorteil,  dass 
er  sehr  klein  ist.) 

y(u— 0    sv    , —     / —       , , 


und  weil 
also 
80  ist 

also 


zdu  2»  dv 


R 


Vit-n     i 


/^zdu_ 


2z 


wenn  L  »  iK, 
SF(z)  2VJb 


m^       ^y^B        n,.B  +  s.B.B+s\A-^B\    du 
^F{z)      2iÄB         r{',.^+s,A,A+s"      Ä-B\du 

Man  hat  also  nur  fünf  vollständige  elliptische  Integrale   dritter  Art 
zu  berechnen. 
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00 

~    R 


Berechnung  von  /  -3-  < 


Weil  u— «  —  «—*-(<— OiS*»   nnd  «—*<<—«'<«—«",  so 
ist  es  passend  u — *  —  (t — t)(S*a — S^)  zu  setzen;  dann  sind 

^_VB,  c«-:^.  z,«=:^> 
.  vc-«')        vc-«')        y(t-«") 

alle  drei  poB.  and  0  <  « ■<  *• 

Auf  dieses  Integral  wende  man  die  bekannte  Formel 

L 
0 

an. 


und  weil 

(.-«)(.-0(«  -t")     ,        »*  y« 


U4-«)(B+«)«         "     i  +  «    J5  +  «    « 
so  ist 

y'(t-«)(.-0(«-<")  -  •  yM+«)(B+.) 
somit 

(t_t')V(<_<") 
also 


2  PSttCuDu  dv 

auch 


Wenn  a'—  JT— a,  also  So'  —  ~—=====^====~,  so  ist 
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00 


BerechDang  von    /  -• 


du 
R 


Man  braucht  nur  in  der  vorigen  Rechnung  0  an  die  SteUe  von 
$  treten  zu  lassen  und  setze  daher 


SßCßDß  - 


0<ß<K 

y«77  mVab 


Es  ist  daher 

iDtegral-  :^  {n-"^ -iK'Zß) 

wenn 

folglich  


Berechnung  von 


Weü  u-«"-*— /'-.(«— O-S^^  und  «—«'<<—#"<«-<",  also 
zwar  — Tf  <  1,  aber  ^  •  ^-^^-jv  —  t— ?>  >  1,  so  bekommt  der  Pa- 
rameter a,  wenn  man  t»— #"=  («— *")(1— ^•'^•o'S'p)  »©t^t,  die  Form 
K+iy,  wo  0  <  y  <  JT'  und 


also 


•  , 2»  P  JDßjy   dv 

integral  -  ^^__^,,^^__j   my^h^c^iyS^v'  i 
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Aaf  dieses  Integral  wenden  wir  die  Formel 

L 

PSiy.Diy ^ dv  (Siy.Diy       Zty\       ny_ 

J      iCiy      '  DHy-^k^  CHyS^v '  i  '^  ^    \    iCiy     ""     i  )  "  2K 

an.    Weil 

i  Ciy  ,Diy  ^t  —  f         (t^—^')  y  (7^  V(<  — n(<-0 

80  ist 

iCiy.Diy       2» 


2 

also 


/OD 

Weil 

and  -4+<>  < — ^\  so  kann  man 
setzen,  wo 

yu+0         yu  +  o         y^+o 

Wir  wenden  nan  auf  unser  Integral  die  Formel 

L 

pCaPa  dx  Ca  Da       t»       tgo 

/      Sa       l-^k^S'aS^x'^'^    Sa     ~  2  +  2JSr +^^ 

0 

an.    Weil 

sd  ^  y(jp7^)ö4+ö  _  u+o.y(<=^ 

so  ist 
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Integral ^^'       ,  +     .    ^  (_»+^  +  2j:'2a') 

Wenn    8'  —  *— *,  also 

BO  ist 

U80 


OD 

«        ,.  /*     1       du 

Berechnang  von    j  ;^rn;  •  »" 

Well  r— «">  B+<  >  <— «',  80  liegt,  wenn 

B+u  «  (^+0(1-  It^^aS^v) 
der  Parameter  a  zwischen  K  und  Z-f-L.     Nun  ist 

Sa  —    .       .  -,     Ca  =  —  »  — ■     .    — ,    Da  =  -7=== 

y(s+«)  yfi+«  yB+* 

Setzt  man  a  —  Jr-|-t*<  wo  0  <  <  <  f ,  so  ist 

*•-•  y^+T'  ^-y(^+T)'  '^-ycr^öcH-ö 

U+u  -  ^'~y_^^r*"*'^  (i)»is  -»«C«.tS»r)    nnd 

2  t'-tT'  (*'  dt> 

Integral  -  i'^^^^.^^^_^,^iJ  DHt-h*C»it8h, 

Weü 

^  S»e..Z?fe  ^  (<'-«") y(B+t)(—g-0 

*'^  y(B+Ö  .  (« -  O? 

80  ist  anch 
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L 

2 /*  ,  SisMii  1     dv 

Integral  -  ^-——————^  l .    ,^^   'mi^k^s^S^'  i 

2K'         K'+^-r-K' 


(Ä+t')V(«-<")  y}fB{A-B) 

Es  ist  also 

./     R  "y(»_t") 
M       du  2K'»  1 


t 

OD 


( 

/ 


/ 


1  a.      2K'      ''x+i^::^; 


B+u  •  R  ~  (Ä+r)  y(t-«")      yV{A-B)B  V*  "^  »  / 

wenn  

gesetzt  wird.    Aus  diesen  Formeln  folgt 

dF{»)      2y2Ä« r /y(^)   VB\    «  /  yg+i    vb. 
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VA 


-^-  A-ß  L  V(FR'^vW+j:V~yB+i""v-ßP 

y^j+i^      ,Va^   u\         2K'»  /A-\-*'      A—B\ 

■•"  y^    y'  »yJ 
a,  -^^^|y(riöV^   A+t'    B+fJ    yjB 


oder 


^         \iAB    '^^■^A{A-B)       ^-VBiA—B)     »  /J 
8f(.)       2«r/     VÄ        .,  ,       V^  .     A 

+  yfc)-''-v-+«^^) 


£)  Angenäherte  Ausdrüke  fftr  —^>  ~~^*    ~T~     *^ 
Nachbarschaft  der  Focalellipse. 

Man  wähle  in  der  Focalellipse  einen  Pnnkt  (oe^,  yot  »oiy  wo  2^9 
Sfo  pos.  sein  mOgen.    Ausser  der  Gleichung 

genflge  ei  noch  der  Oleichung 
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wo  

and  die  Abstände  der  an  die  Ellipse  und  Hyperbel  gezogenen  Tan- 
genten vom  Mittelpunkte  ^^-^,  y  {A-^-a^Xr-B-^   ^.^^      Bedeutet 

17  den  Winkel,   den  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Ellipse 
im  Punkte  (ar^,  y^  mit  der  x  Axe  bildet,  so  sind 


cos»  —    .  ^=.      sin» «  -7=r====. 

Der  benachbarte  Punkt  (rr,  y,  «)  befinde  sich  in  der  durch  (0*0,  ^o« 
0)  senkrecht  zur  Tangente  der  Ellipse  gelegten  Ebene  und  sei  um 
r  von  diesem  Punkte  entfernt  Der  kurze  Strahl  r  bilde  mit  der 
genannten  Normale  den  Winkel  0.    Dann  ist 

X  =>  aro-f-y'COSi/COSd,     y  «  yo  +  **8^ß'?<^8Ö,     s  —  rsinö 

Die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  Tangenten  der  Ellipse  und 
Hyperbel  im  Punkte  (a^O)  ^o)  seien  mit  p  und  p"  bezeichnet,  so  dass 


Ferner  sei 

1        1    .   L L. 

C^  Ä"^  B      {-a) 

Ich  stelle  einige  bekannte  Gleichungen  und  Ergebnisse  von  Neben- 
rechnungen voran,  damit  die  Hauptrechnung  weniger  unterbrochen 
werde. 

?<Li?o!_L        _V_  ,    __yo*__     J: — <y   

ii-t-  /^—p«'  i^A  +  c)^'^\B'{'0)'^^  p"^"  (A+c){r-B  —  a) 
«gf  I    yof       JL        gpCOSTy      yoSiniy_  1         aV)COSiy  ,  ypsiuiy 

gpCOST?  ,  ypsinty 1^  cos'iy  ,    sin^iy 1^ 

A%    +     2J2    — pC'  ^    "•"    ir    "C* 

cos^iy  .    sin'ty       ^     1 
il+a"*"irH-a"       (—0) 

Die  Differenz  o  — «"  soll  durch  Subtraction  der  zwei  Gleichungen 
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berechnet  werden.    Man  hat 


{.-.").(, 


y*  r*C08*Ö 


Also  ist  tf — »"  klein  ven   der  Ordnung  rf  nnd  wenn  man  sich  mit 
dieser  Ordnang  begnttgt,  kann  man  den  Factor  c  — «"  durch 


ersetzen  und  bekommt 

Die  Differenz  /'—  tf'  soll  durch  Subtraction  der  zwei  Gleichungen 

^+«"  ^  ^4- «"  ^  /"       ^'      A  +8"  ^  B+8"  ~  ^ 
berechnet  werden.  Man  findet: 

(fic*  y*  \  »* 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  «"— ^'  von  der  Ordnung  r*  ist.    Begnügt 

sich  mit  dieser  Ordnung,  so  kann  der  Factor  von  *"— f"  durch 

— tf  r^sin^ö 

und  die  rechte  Seite  durch  -7 — -r-   ersetzt  wer- 


den.    Es  ergibt  sich 

,,_,..  (d±^^...3in»« 
also 

Die  Grösse  «  vird  dorch  Subtraction  der  zwei  Gleichongen 

-.1 


efnnden.   Es  ist 

Afck.  a.  mtk.  >.  PkT*.  3.  iMb«,  T.  vn. 

17 
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Man  mii88  nun  auch  den  Factor  yon  s  anf  zwei  Ordnnngen  ent- 
wickeln.   Es  ist 

flro*+2fl^C08iy.rC08Ö4-***C08*i;COS*ö  A       8     .        \ 

:? V-Ä-^") 

"I  B«  V*~B"*""J 

-5.*+^+i^».,<a^i-'+«^)-.(|;+^') 

In  tiefster  Näherung  ist  daher 

*—  2prC08d+  ••• 

Der  Factor  ist  also  -,  mit  einem  Fehler  zweiter  Ordnnag.    Also  ist 
P 

9  —  2prCOSd+^T>C08*d+  ... 

Zweigliedrige  Berechnung  yon  <,  f'. 
Es  gelten  die  fOnf  Gleichungen: 

Aus  der  ersten  und  vierten  ergibt  sich 
(klein  zweiter  Ordg.);  die  dritte  gibt 

Aus  dem  obigen  Werte  yon  J'^if  folgt 
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folglich 
Ferner  ist 


^ jf 

Weil  aber  *— <"  klein  zweiter  Ordnung  ist,  so  kommt —   nicht 

—  0 

mehr  in  Betracht    Man  hat 

«'  =  — p«r«8in»Ö  +  r«.0+  . .  . 
Das  yorige  gibt 

('-i^y  -  pMco8«ö+^%»co8Ä4- ... 
und  wenn  man  tt'  subtrahirt,  so  erfa&lt  man 

WeU 

-y-  -prcostf+i  ^  +  ••• 

80  ergeben  sich  die  Gleichungen 

«=|>r(l+COSÖ)  (l  +  i^+..,) 

,' pr(l-cosd)(l-ig  +  ...) 

Berechnung  der  Parameter. 

Zweigliedrige  Entwicklungen  hat  man  nur  bei  den  Parametern 
a,  ^,  d\  f  nötig;  denn  y  ist  schon  klein  erster  Ordnung.  Auch  k'^ 
braucht  man  nur  eingliedrig  zu  kennen.    Man  hat 


^-riF-=i+-  '    2is:'-logp=log^^~=:^ 


Wenn 

iSr  »  sin  9» 
80  ist 


17* 
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2K  -=r  A-3  ...  (2n-l)V 

«,--g,-BiiiyC08^.J^   [    2.4...2n      ) 

A=n-i       2  4  .   .  2X 
X***   4     3.5...  (2X+1)"^''^ 
Fflr  den  vorliegenden  Zweck  dient 

2K 

x^  —  .ip  —  l1c^sin<pcosip-{-  ... 

Weü 

also 

JE 

--05  =  y  — iÄ?*(<)P+8i^VC08(p)+   .-. 

und  weil 

£(g))  —  9  — Jfc»(<)p— BinqDC08(p)+   ... 

so  ist 

Zx^  jA;'8in9C0B9+  ••• 

Berechnung  von  «.  

Sa  =  -/ 

l/(e-0 
Da 

/-*«pr  (l-co8Ö)(l  +  l^(l+2co8d)+...) 

t  — t'  -  2pr  (l  +  J^cosÖ+  ...) 
80  ist 

o  .     ö    r    ,    -pr       -ö    ,         \  .    ö   ,  6     ,pr8inö    , 

Sa  -8in2.^1+i^co8«2+...j-8in5+cos2.  i^^-^  + 

nnd  sei  =  8in()o,  dann  ist 

6       prsing 

also 

Berechnung  von  /?. 
Weü 
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«-yr(l  +  C08e)(l  +  ig+...) 
t  —  t'  =  2pr(l  +  i^coa$\ 
^  =  C08»|(l+g.8in»|+...) 

Sß  -  cosf  +  sinf.  J?^*+  ...  sei  -  sin,» 


n—6    ,    ,   prsiad  . 
9 2-+t~~C~^'- 


l»-jr--.ö+i.— ^  -'•^r7-+-- 

Berechnnng  von  y.    Bei 

kann  man  geradezu  

setzen,  wo 

«'-•" — «+ ... 

also 


VU+a)(-B-g) 
— ; -g .  rBm«+ . .. 

(— «)* 


Zff  ist  klein  zweiter  Ordnung. 
Berechnnng  von  i'. 


V(J4:o        '^ 

WeU 

J+«'  =  ^— pr.(l— C08Ö)+  . 
80  ist 
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Wenn  

80  ist  

COS«--;^-,     K,-l0g :^ 


X:^  (i-co8»)+  .. 


2JSr  .V5(Jf^     rCO8  0  , 


VA  -<» 


Berechnung  von  t. 

..  „.       «'Villi:?' 

*  V(B  +  «') 

nnz- 

Setzt  man 


P"Z-^^^;|^(l+*fa-cos  «)+...) 


*  =  I«8 ^ 

80  ist 


flnj  -  tlnft+cotft.t     y_^     .  ^(1— cosö) 
wo 

.  V-JB— g  p  V— äHj-       VA  V^C-B— g) .  J_ 

♦    VHS     B  ■"  *   vn^    *  vzriB "  *      va       — « 

Also  ist 

^  , .,  Vit(-B-g)        r  „  _,  , 

5'^*+*"vl — -  •  :i;ja-co8fl)+... 


Digitized  by 


Google 


SigUr:  AuhM  tiner  Mpütthtti  Wahl».  268 

V-K-JB-i)       2Z^     .V^(-.B-»)     roottf 
X  5 TT*-* Vi •  -^ 

^  _  Vi(-B-tf)      j^ 
»•  yB         •  —« 

Wendet  man  diese  Nihernngswerte  ant  die  Beredunng  von 

9F(m) 

-^  an,  80  ist 


X«'Biii0+  ... 


/VB^i      yB\      ^  iVB->^,        VB     \ 
mlB        A—^   „        *x  *  I      •^-■8 


X..Ü.«(l-2.^^+ 


Was  iimerhalb  der  iprossen  Klammer  mit  2Z'  moltiplidrt  ist,  ist 
yon  der  Ordnniig  r,  weshalb  man  eingliedrig  rechnen  kann. 
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z  f^  +  t*  .   ^— ^\       r  sine  fB    ,    A-B\   ^ 

y(l— ?r,  •  V-*"+^+«7^7^v=;+"":^j+- 

—r-  and  zZö'  sind  von  der  zweiten  Ordnung  und  kommen  nicht  in 


Betracht. 


Der  Factor  von  2Jr'  =  ^  ist  also 

FasBt  man  die  Teile  zusammen  und  multiplicirt  mit a^B  ^'  ^  ^" 

kommt  man 

aj-W  %tB  2VB       r    .   ^/  -  ,  ,        2a V^^ 


Weü 


+(»— ö)rcosöl 


80  geht  der  Factor  n  —9  von  rcosfl  in  ^  _^ — 6  über.  Ferner  ist 

:^^==«.-co8. 

Man  hat  also 

dF(z)           ^     BVA(A+a)      .           r    •    i/>ii.       2ay3i\ 
—^  «  —2«. ^^ — r — -  -2C08J7  Irsinei  -4+1 : 1 

+rcos9.(j^-(^)] 
WO 


COSiy  =  ^  .  '  ^= 

*«  =  log^ V^'  ^  'j 

Ohne  neue  Rechnung,  durch  blosse  Yertauschung  von  A  mit  ^,  kann 
man  hieraus  -^—  bekommen.    Nur  die  Vorzeichen  erfordern  einige 
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Vorsicht  —a  liegt  immer  zwischen  A  und  -ß^  welches  von  beiden 
Halbaxenqaadraten  auch  das  grössere  sein  mag.    Man  darf  also 

— tf  =  ^  -  Ccos*f,    A—  B  =  c 
setzen.    Dann  ist 

und  kann  auf  einem  pos.  Werte  festgehalten  werden,  w&hrend  C 
(ans  dem  pos.  Zustande  iu  den  neg.)  durch  null  geht,  mnss  also, 
wenn  man   nach  geschehenem  Durchgange  ^  fttr  ^  und  -^  f&r  ^ 

acnreiDt,aurcn— ^==^  dargestellt  und  pos.  verstanden  werden. 


A^B  •  VÄ~^:rB 


2nAVB      V— Ä— fl 


A--B     '  yjTITB 


yB      Va+c 

I^B 

•}/A     v~Bi: 


und  ans   y^  •  ^X^B  ^^ 


,  —  .      —  sin  « 

Dem  Ausdrucke  —  — r-— —  gebe  man  die  Gestalt 
VAJ^a 

%V{A^C)  ^^K  \  yA  J 

Es  ist  dann  gleichgültig,  ob  man  »V-ä  +  Ä  durch  VIZb^    oder 
durch    — V— -B  "hj  ersetzt,  weil 

V  ^zsui  lo«  V Vb )  "" 

v^ir^iog  \ — ^^ ; 

ist    Der  Ausdruck  geht  also  in 


2V— (,      ,       V-g+V— B— <y  _  ^    2&V— g 


VIIbTS  ^^*^  VÄ  ^       V— if^Hi 


über,  und  man  bekommt 
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WO 


SF(«) 
Bei  dor  Berechnung  von  -g^  iat 

^     VB.xa  +  VA^_^^^^ 

Va-'B 


VÄB.»^  Vl5.r«ain»Ö 


«'V^C«-«")  j)r.(l— C08d).V— # 


:-r(l  +  C08d) 


VjT-B  A  —  B      — tf 

yj  ^b'  »  ""    ^— ß    '— tf 

xZo  4-  — : 1/  — r  -■  •* 


«Z/S  kommt  nicht  in  Betracht.    Also  ist 

/  ,       ag  V(2+g)-H^^(-  -g-  «A 


-  2r8ind.# 
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Mu  8oU  Dan  ^^dx  +  ^^ ä^  +  ^^*  mtegriren,  indem 
na  0  festliilt  und  nur  r,  6  variiren  l&sst    Man  setze 

2->rcO60,        if^=rün6 

ilso 

Ö-arctg^ 

so  hat  man 

20  berechnen.    Es  sei  dann  noch 

iodaas  Ifdx-l-iVtfif;  zn   integriren   sein  wird.    li  der  nnllten  Ord- 
Bmig  hat  man 

2»VZg     2iÄ+^J  +  Ä)ff 
In  dar  asten  Ordnug  hat  maa  vorweg  ohne  Mtkhe  2ifi  —  3^^-1-1) 

^«oe«,^^=+J8in«,^=.) 

aB^TJili\hAV—B—« 


+  ^.(-2^ -2+4.^-^^»?^) 
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29 


Bio  meisten  Tenne  Md%-\- Nd^  können  nnmittelbar  integrirt  wer- 
den; nnr  —  2A(tfidx-\-xdxii)-\-28(xdx—tpdii))  erfordert  die  Methode 
der  partiellen  Integration.    Beachtet  man,  dass 

«  ..      .         -^S    ,  ,  .,1,1' 

-  2^  -  log(r4^J  +  '<»KP«'    ^  -  2.'l®«g 
wenn 

P  =  X+*f^        g  =  j(  — »> 

dass  also  das  Torliegende  Differential 

-d.(-2yfz*+ö(x»-1'»))-^.(p»f-fl«f) 


WO 


ist,  so  erkennt  man,  dass  das  vorliegende  Differential 
^  d.\(-2A~l)xPi-e(x*-i>*):\ 

ist.    IntegrationscoDStante  ist  der  Wert  von  F(a)  im  Punkte  (o^,  y^) 
der  Ellipse.    Hier  ist  aber 

Fm^^yjBUO)  -  (log(V^+VÄ)-  ;|^  ^ 

»  (,og(V^  +  VB)  -  1^?!^+^)  .  „  VÄB 
Eodlich  iBt  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung  r'logr  die  Function 

2wy^ÄB     2AB+(Ä+B)a 
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+   J^ß    (atanga+ÄtangÄ).rsinö+**'sin2ö flog.     ^^.3  — 3 

Wir  machen  eine  kleine  Probe.  Wenn  a  and  r  fest  bleiben, 
aber  0  nm  2^  w&chst,  so  nimmt  dieser  Näherangswert  von  F(z)  am 
2^9^00820  za.  Im  allgemeinen  nimmt  aber  Fi»)  nach  einem  umlaufe 
am  die  Ellipse  am 

2irVÄB  (Zr(0)— ZrW)-2»r,a 
ZQ,  wenn 

Es  soll  nun  nntersncht  werden,  ob  für  ein  kleines  r  dieser  Zawachs 
mit  seinem  vorigen  Nftherungswerte  ttbereinstimme.   Substitoirt  man 

,       (A  +  s)(A  +  s'')         ,       (B+s)('-B-s'') 
*    ""  A'-B       '      ^  ""  ^-Ä 

so  wird 

und 

m  -  log  (VJh+  Vä+i)  -  "^^^^jiy^  U  +  Ä+2.") 

folglich 

8ZjW 2ÄB+U+B)e"  +  (A  +  B  +  2e")s 

and  wenn  man  nach  «  entwickelt 

dLJB)  2AB  +  (A+B)8''  s" 

&     "^    (A-B)^VÄB     '^*2(AB)i'''^  '" 
also 

Demnach  ist 
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$" 


m-H.,--i.^^..H.. 


Man  darf  nun  #"=>  0  and 
setzen  nnd  bat 


—  o 


folglich 

2n  V;4j(/i{0)  -  L($)  )  —  2t««  -  2jir«.  (cos«d  -  sin'ö)  -  2»r«C08  2Ö 

also  wie  oben. 


ff)  Ueber  den  Wert  der  ersten  Abgeleiteten  der  Function  F(af) 
in  nnendlicher  Form. 

q')    t  nnd  s  sind  beide  sehr  gross  und  «  >  0. 

Weil  #  sehr  gross  ist,  so  mnss  auch  a^+p*  sehr  gross  sein;  z 
hingegen  kann  endlich  oder  sehr  gross  sein.  Ich  lege  der  Rechnung 
das  Integral 

/^  B-^u      P'du      (Weg  eine  rechtl.  Schlinge  ans  dem  Ost- 
'V(Ä^\^P^Vu  punkte  um  t  allein) 

zu  Grunde.    Es  ist 

W  Vn        V(i  —  e)  (,4  —  l'H«  -  t") 

also 

r„     /^     _   u+B  i-1  1  1 1 1_\ 

X.    ''*• 


^(i^=^ 


und  weil   im   Integrale  nur  sehr  grosse  Werte  von  u  in  Betracht 
kommen,  so  ist  auch 
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,./(.+?£d-±£:+..,).(.4.+<ä-±»*...)x 


du 


oder  anch 

/     1         du         JB+t'-t-i'   ri   1 1\  <fa 

(Weg  ein  kleiner  rechtl.  Kreis  um  den  Pol  #) 

+(,  ^A^B)J    {t     «)  .    ^«  ^  den  p^jl  n^jjj 

_  2B+<'-h<^'    /*    _    -i     du   (Weg  ein  kieiner  rechtl.  Kreis 
2i8      J  ^*    ^^       '    u  nm  den  Pol  null). 

Nach  einem  Lehrsatze  von  Canchy  erhftlt  man  nnn 

A  '  Vi 

=  (2+?^-±^  .  :j^^+(^''-*(*'+0+(^+B>-2iw)  .-J 
Die  Oleichnng 

rechts  nach  faUenden  Potenzen  des  grossen  t  entwickelt,  gibt 
also,  wenn  man 

r«-.flJ  +  y«  +  ,« 

setzt  nnd  sich  mit  zwei  Termen  begnflgt 

«  —  r  —         ^,         T-  •  •  . 
Die  Oldchiing 
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»  — • » 

ebenso  behandelt,  gibt 


also 

und  demnach 

Man  ziehe  ferner  die  fünf  streng  richtigen  Gleichungen 

zu  Rate.    Die  erste  gibt 
oder  angenähert 


demnach  ist 


Aus  der  zweitun  and  fünften  Gleichung  folgt  ferner 
ss"  •-  t  («'+  f)  -  (^  +  B)^  \AB-V  t^ 
also  mit  Hülfe  von  Gleichung  drei 

:^(u4-{'B)z^+Ab{i-1^ 
oder  ann&hornd 

««"    <(<'+ 1")  =  (>rf  +  B)»M-  ^B.  ^-i^  +  . . . 

Femer  ist 

U+B)»  -25e  =  (^-J3)(aJ«+y»)-  2Äa« 

Man  erhält  also 

«*"- 1(«'  +  0  +  (-^  I  B)«  -  2B«  -  (^-B)r«+  ... 

und  endlich  ist 
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Der  Näherungswert  von  —J^  in  dem  Gebiete  des  Unendlichen,  wo 
i  and  i  sehr  gross  sind,  ist  demnach 

Ebenso  findet  man 

?^>-.y3j(!+»^!^+...) 

Ist  z  neg.y  t  und  s  aber  pos.  sehr  gross,  so  muss  man  die  Formel 

Fi     z}  =  2nyÄB  L  W  -  F(z) 
anwenden. 

b'.    Nar  t  ist  sehr  gross. 

Die  Coordinate  z  ist  sehr  gross,  s  ist  endlich  nud  kann  pos. 
oder  neg.  sein,  x*+y^  ist  endlich.  Der  Punkt  (x,  y,  0)  liegt  also 
innerhalb  der  Ellipse  oder  ausserhalb  derselben  in  endlicher  Ent- 
fernung. 

Wenn 

/"Vjg+t*      P*  (Weg   eine   rechtl.   Schlinge  aus   dem 

J   Vj^'^^Vu  Ostp  allein  um  den  Pol  t) 

so  erhält  man  auf  gleiche  Weise  wie  oben 

r/       2B  +  t^+t"  Wl       s+s"+A+B        \      du 

'^J  v^ — Tu — +  ••JU+ — ü^     -^-yv^zt) 

1    /*         \~~i^      (^^S  6^1^  rechtl.  Kreis  allein  um  den  Pol 
(Weg  ein  rechtl.  Kreis  allein  um  den  Pol  null). 


Nach  Ganchy  erhält  man 

Afoh.  üer  Ibfk.  v.  PI17«.    2.  Beihe,  Teil  YII.  18 
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and  mit  Hülfe  obiger  fitnf  RelationeD  zwischen  (  nnd  den  «  erhält 
man  bieraas 

■"•U"   2*5"'"     *%   >' 
Nan  ist 

_1      «»+y'  , 
— «  ~     2»»     ^••" 

_|_l      3(»«-|-y;)  , 

demnach  , .    , 

2       2      »*+»*  , 

^-B  U-B)       3M-BJ.(g«+y») 

«»+y«      g'+y'      3(»«+y)« 
~^-~l»  2^       ■*■••• 

Ebenso  findet  man 

dF{>)       -^iB.-xy  (       A-B  \ 


Bomit 
nnd 
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Diese  Foimetn  gelten  zunächst  nnr  fflr  ein  pos.  «.    Ist  s  neg.,  so 
miiss  man  bei  pos.  «  die  Formel 

-F(— »)  =  27tVÄBLis)  —  F{») 

und  bei  neg.  «  die  Formel 

F(-«)  «  2Ä(l/ZßZ(0)— ««)  -F(«) 
anwenden. 


C)     Berechnung  des  DiffererUialparameters  zweiter  Ordnung 
der  Function  F{z). 

a)     »>0. 
Ans  der  Formel 


dF(z) JAB        ['-Vb+u         P' 

dx     —        A-B^^'J    iÄ+^  '  PW^/u'^'' 

(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp.  nm  t  allein) 


folgt 

a«F(«)  i'ÄB    PVb-U    3     /    xzP'  \  ^      _ 

Weil 

dx  \pwyu)  ""     ^  8«  ■  V(^ + u)pwj 

80  ist 

y^4^  8  /  xzP'    \       Vb^        zP' 

"'^'^'»«vys+i'  (A+u)Pw) 

A—B     y« 

+  ^^*-*(^+«)y(^  +  „)(S  +  u)  •   (A+u).PW 
^''^^^^\(A+u)\PW^^l/'Ä^  '   ^^V« 

Weil  nnn  der  Ansdrnck  nnter   dem  Ableitnngszeichen  im  Ostpunkte 
verschwindet,  so  erh&lt  man 


IS* 
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3^*      "        iÄ^J   -VÄ^'    PWVu^"" 
aj*  zu 


VJlf; 


(A+u)^  '    PWÜ 
und  hieraas 


du 


d'^Fiz)       JAB    CJA-^u  zP' 

8y«      '^  A-BJ    y^B+i  '   PW-)/u     " 

/ —  P     y^  ***  j 

Addirt  man  diese  beiden  Aasdrttcke  and  beachtet,  dass 

yj4^  _  V^^B^—  ^— B     _  _  U  —  B).Vu 

und 


80  erh&It  man 


X* y^_      a^  m      ^'_P 


dx' 
oder 


und  weil  nun 

9*F{,)  ,-=       r  du 


80  folgt 


dx*    "*"    ?y«     "^^     8»«     """ 


Diese  Ableitung  ist  aber  nur  so  lange  zul&ssig,  als  die  Integrale  fflr 
die  ersten  Abgeleiteten  bestimmte  Werte  darstellen.  Das  ist  aber 
für  2  «  0  nicht  mehr  der  Fall,  weil  dann  der  Integrationsweg  nicht 
mehr  zwischen  t  und  «  hindurch  kann,  ohne  dass  ein  Teil  des  Inte- 
grals unendlich  wird.  Mit  dem  Factor  z  stellen  sich  demnach  die 
Ausdrücke  für  die  ersten  Abgeleiteten  unter  der  unbestimmten  Form 
O.OD  dar.    Es  ist  nun 
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(Weg  eine  recbtl.  Schlinge  aus  dem  Ostp.  am  t  und  s  allein) 

oder  _ 

F(z)  «  VaB  ,nL{B)  +  Fl») 

wenn  F{z)  obiges  Integral  bezeichnet  Weil  nun  dieses  Integral 
auch  für  «  »  0  seine  Bedeutung  nicht  verliert,  so  lange  als  «  >  0 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

auch  far  2  »  0  gültig,  so  lange  «  >>  0  ist.    Weil 

so  ist  auch 

V{s)  =  0 
folglich  

and  weil  femer 

a*  y-^A^J  "  *•  ^  +« ■  y(^-f«)(j5+«) 

80  ist  auch 


Ü^J^s)  _2_      V J+  *  _     g         1 3« 

und  ebenso 

8«X(4r)  2       T/(^+ii)_     y  1  > 

V     "■^— ^VCfi+7)      ^+«V(^+«)(J5+«)    h 

Um  addiren  zu  können,  ist  nur  noch  nötig  zu  wissen,  was 

X       di  j^     y       8» 


-4+«    dx^  B+$ 
ist  Die  Gleichung 


^^    .    y*   _i 


A+8^  B+9 

gibt 

8«        2p»fl?  8«  _  2pV 

also 
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folglich  ist 

2 


-0 


V(A+s)(B+s) 
Die  Oleichnng 

ist  somit  anch  f ür  «  ->>  0  richtig,  so  lange  als  «  >  0  ist    Der  Be- 
weis kann  auch  auf  folgende  Weise  geführt  werden : 


also 


Ist  #  >  0,  so  hat  man 

F(0)  ^VJB.nL(8) 


?^>+?^.V35,(?^+?^)-0 


Ferner  ist 
B*F(»)  _      x/-j^     r  ^<*        (Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostp. 

nnd  weil  dieses  Integral  auch  für  «  «  0  einen  bestimmten  Wert  be- 

8*JP(a) 
hält,  so  lange  als  «  >  0  ist,  so  ist  anch      q  ^      ^i*    «  -»  0    gleich 

null  nnd  somit  die  Gleichung 

d^Fjz)      d^F{z)       d^Fjz) 

auch  für  «  —  0  richtig.    Liegt  der  Punkt  («,  y,  0)  innerhalb  der 
Focalellipse,  so  setze  man 

F(z)  -  nVÄB  L{0)^nz^  +  i  ^ ^  J^ ^^""^  '  fWV^'^ ''^)  ^"^ 
(Weg  eine  rechtL  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  t  und  0  allein) 

oder  

F{z)  —  n  V^if  Z(0)  -  ?r««  + Fi(a) 

also 
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Weil  Dan  die  Function  F^{z)  auch  fOr   «  »  0  in  dem  FaUe  einen 
bestimmten  Wert  behält,  wo  «  <  0  ist,  so  ist  die  Oleichnng 

iQch  far  2  »  0  richtig.    Ferner  ist 


also 

8«Z(0)  .   3»X(0)         2 

^lich  aach 

somit  die  Oleichnng 

a^FW  .   8>FW  ,   d^F(s)       . 

lieh  Ar  «  =  0  richtig,  wenn   «  <  0  ist.    Zn  demselben  Resultate 
gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrachtung: 

Es  ist  

F(0)  —  n^AB  £(0) 
ilso 

8^F(0)  ,  a«F(0)       ^^ 

Ferner  ist 

^Q^  =  —  yZä  «    /  1^^        (Weg  eine  Schlinge  um  t  aUein) 

/— -i    P  du      (Weg  eine  Schlinge  um  t  und  0 
=  -2»-y^Äy^fPj^  allein) 

WeU  nun  dieses  Integral  f Or  «  «  0  verschwindet,  so  ist 

8»F(0) 
8«« 
»mit  auch 


«—2» 


8«F(0)  .   8»F(0)  .   8«F(0)      ^ 
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b)     .<0. 
Liegt  der  Pankt  (x^  y,  0)  ausserhalb  der  Ornndfläche,  so  ist 

F('-m)  =  2nVAB  X  L{8)-'F{») 
also,  wenn 

gesetzt  wird 

=  0 

liegt  hingegen  der  Punkt  (a;,  y,  0)  innerhalb  d^r  Orondellipse ,  so 

hat  man  

F{—m)  =  2«  Cj/ilß  1,(0)  -  •«) — F(») 
also  

-0 

Der  Differentialparameter  zwdter  Ordnung  der  Function   F{»)  ist 
also  im  ganzen  Baume  null   mit  Ausnahme  der  Unstetigkeitscurve 


§  18.    Betrachtung  des  Potentials  der  elliptischen 

Walze, 
a)  Das  Potential. 

o)  Der  Bezugspunkt  liege  oberhalb  der  obem  Ornndfläche. 


T/T5    r(Uu){.—  c).P'  ,    («-c)W.\ 
Sind  t  und  «  lehr  gross,  so  hat  man 


also 
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F—  «yZffOog(r+«)-log(r'+«-c)) 

Wenn  z  sehr  gross  ist,  so  kann  man  e  als  Differential   von  z  be- 
trachten und  hat 

F  -  «  V2ä  c| .  log(r+«)  -  ^Ü:^" 
Ist  aber  z  endlich,  so  hat  man 


ri« 


-r«-(2«-C»)  =  H(l-?^^ 


2«— c» 


wenn  man  den  Term  ^.    .    .    vemachlÄssigt    Es  ist  somit 

y-  «  y^  (log(r+.)-.log(r+,)  -log  (i  -  ^) )  -  '^^ 
Ist  rar  t  sehr  gross,  «  also  endlich,  so  folgt  ans  den  Oleichnngen 

F{z)  .-ni-ÄB  [^^  +  log 4«+  j] 

F(*-c)  -  «yiä r^£|-*+log4(*-o)H-i  1 

F-„  >Ci:B(log4*-log4.(l-y)  -  ^^^ 

i)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  obem  Grondflflche  ausserhalb 
der  Bandellipse. 

o 

Venn  %  and  #  sehr  gross  sind,  so  hat  man 
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Obgleich 

80  begebt  man  doch  nur  einen  Fehler  von  der  Ordnung  -j,    wenn 
man  <  dnrch  x*-\-y*  ersetzt,  wodurch  man  erhält 


somit 

Weü 
80  ist 

also 


V=:n  yiB  riog2(r+c)  -  iIog4(a>«+y»)l 
-  «yZB[log(r  +  c)-ilog(x»+y«)J 

i  c^  c 

log  (««+ yY  =  log  r  -  ^^       log  (r  +  c)^  logr  +  - 


und  


c)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  obern  Grundfläche  innerhalb  der 

Randellipse. 

F-F(c)— »VZöX(0) 


D)  Der  Bezugspunkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der  obern 
Randellipse  oberhalb  der  obern  Grundfläche. 

^j3;-^.(atanga+*tang*).r,8ind— V8in2d  X 
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Liegt  der  fiezngspankt  anf  der  Randellipse,  so  ist  also 


e)  Der  Bezagspnnkt  liege  ansserhalb  der  Walze  auf  einer  mit  den 
Grondflflchen  ||  Ebene,  welche  zwischen  denselben  hindurch  geht. 

Wefl  in  diesem  Falle  »—c  neg.  ist,  so  ersetze  man   F(z^e)  durch 
U^^^H8)-^F(c—z)  und  erhält 

F- F(«)H-F(tf-«)-af  yZBi;(*) 

oder 

Sod  f  und  «  sehr  gross,  so  geht  diese  Formel  in 

F-  n  VÄB  [log(r+i.)  +  log(ri+(j-^)  -.log(««+y«)] 
tber.   Es  ist 

ibo 
folglidi 

.».(='±^)=^ 

and  demnach 


f)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  untern  Orundflftche 
ausserhalb  der  Bandellipse. 

y-F{e)^nVABL{8) 
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p)  Der  Bezugspunkt  liege  unterhalb  der  nutern  Grundfläche. 

Vermöge  der  Continuität  gilt  diese  Gleichung  auch ,  wenn  sich  der 
Bezugspunkt  unter  der  Ebene  der  untern  Grundfläche  in  dasjenige 
Gebiet  des  Raumes  begibt,  wo  s  neg.  ist  Ftlr  einen  Punkt  der  un- 
tern Grundfläche  innerhalb  der  Randellipse  ist  demnach 

V^F(c)-nVÄBLiO) 
und  für  einen  Punkt  in  der  Nähe  der  Bandellipse  erhält  man  eine 
ähnliche  Formel  wie  bei  b. 

1 )  Der  Bezugspunkt  liege  im  Innern  der  Walze. 

Eine  durch  den  Bezugspunkt  mit  den  Grundflächen  parallel  ge- 
legte Ebene  teilt  die  Walze  in  zwei  Walzen.  FOr  jede  derselben 
liegt  der  Bezugspunkt  nicht  innerhalb,  sondern  nur  auf  einer  Grund- 
fläche, weshalb  die  Function  V  angewendet  werden  kann,  wie  wenn 
der  Bezugspunkt  ausserhalb  der  betreffenden  Walze  läge.  Bei  der 
obem  Walze  hat  das  Potential  den  Wert  —  F(0)+F(c— »)  und  bei 
der  untern  F(a)— jP(0).  Die  Summe  beider  ist  der  Wert  des  Po- 
tentials der  ganzen  Walze  für  einen  inneren  Punkt,  welches  mit  V 
bezeichnet  werden  soll.    Weil  s  neg.  ist,  so  ist 

F(0)  =  7t  yiBLiO) 

also  

F'  =  F(z)+F(c  -  »)  -  2«  VäB  L(0) 
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Derselbe  ist  innerhalb  der  Walze  eindeutig  und  unterscheidet  aich 
m  V.  Denn  führt  man  V  durch  die  obere  Grundfl&che  in  die  Walze, 

» ist 

F—  F'  +  2ir(c— »)• 

g68chieht  es  durch  die  untere  Grundfläche,  so  ist 

F-  F'  +  2«+a« 

i)  Der  Bezugspunkt  liege  ausserhalb  der  Walze  zwischen  den  beiden 
Gnodfiftchen  und  in  unmittelbarer  N&he  der  obem  Bandellipse. 

Weil  hier  das  Potential  die  Form 

F-  F{z)+F(c''z)'-2nVÄB L(ß) 

H  80  hat  man  noch  Hs)  fttr  einen  Punkt  in  der  Nähe  der  Rand- 
eOipae  zu  entwickeln.    Nach  Seite  269  ist  fflr  diesen  Fall 

km  ist  nach  Seite  257 


lad  nach  Seite  258 


^  I   p*r*C08*ö 
g  .  2prcosB+- j^ — 


¥0 

1  11^ 1_ 

C^  A'^  B      (— (J) 

Setzt  man  nun  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  L(d)   ein  und  ver- 
BichlSssigt  die  dritte  Ordnung,  so  erhält  man 

,    VÄB         1       /2(A+(S)(—B—o)      (,A  —  B)*.(—a) 
■*"(i-*)«'(-.)'\  (-ff)  AB 


_yB±^±B)iy^^,e-\- 
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Demnach  ist 

.2n^AB  2AB  +  (A+B)a 

+"y^S (T^r^Bp — -^i^^»^ 

(a  tang  a -)- 5  tang  2>)  T]  sin  0 


A-B 


-ri«8ill2d(^logpj;j3  ~3+. ^«X.^ ^  j-r,«dc082ö 

_        2a;^g  /2(il+<y)  (—  B^c)       {A  --  i?)»(— tf) 

M-Ä)*(-a)A  {-o)  AB 

C  ■*"  2 


e  ^  2        )-Vco8«ö 


f)  Der  Bezugspunkt  liege  innerhalb  der  Walze  in  unmittelbarer 
Nähe  der  obern  Bandellipse. 

Das  Potential  für  einen  innern  Punkt  hat  die  Form 

F,  -  F(»)+F(c  -ÄJ—  27r  -^ABLiO) 

und  demnach  muss  Xr(0)  entwickelt  werden.    Nach  Seite  270  ist 

also  auch  gleich 

i(0)  -  log(V4 + y B)  -  (X^p .  (^+  fi + 2«) 

yCjB  2(A  +  ff)(— .B— ff) 

M-B)«.(-o)  (-ff) 

mithin  ist 
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(ABr  * 
log  *  ,— 8 

2itAB /2U+<y)  (~jg  — tf)  __  2^B  +  (i4+ig)(y 

+      2     |vco8»e+V^^>7  (pfvi^-;;+-irj^'* 


I)  Der  BezDgspankt  liege  aasserhalb  der  Walze  zwischen  den 
beiden  Gmndflächen  in  unmittelbarer  Nähe  der  untern  Randellipse. 

Weil   auch   hier   V  die   Form   F(«)+F(c— »)  —  2«V^-L(0 
hat,  so  folgt  aus  den  Formeln  bei  i)  nnmittelbar 

H j3^-g— (atanga-[-*tang6)r8in(9+r*8in2(9 

_       2»r-^.g         /2(^  +  ff)(— J  — g)  __  {A  —  B)*{—c) 
(^A~B)\-a)\  (_«;  AB 


o       +'.±^^x^^ 


iAB-\-{A^B)a       -44-\0-f-2c 
"~  C  +  2  , 
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nt)  Der  Bezugspunkt  liege  innerhalb  der  Walze  in  uoraittelbarer 
N&he  der  untern  Bandellipse. 

Aus  den  Formeln  bei  !)  folgt,  dass 

r— .VIS  (icy.+v*)-  "(^i^^^) 

-| THjr"  (atanga+fttangi)  .rsin6+r*sin26 

X  (log^,  -  3+4.  ^?^^5H^±^*Ä*+^eco.2e 

_         2nAB  /2U-f-o)(— B— g)       2i«g+ (-4 +■«)<> 

ii)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  untern  Bandellipse. 
Aus  obigen  Formeln  folgt 


0)  Der  Bezugspunkt  liege  unterhalb  der  untern  Grundfläche  in 
unmittelbarer  Nähe  der  Bandellipse. 

H j^^ß     (atanga+&tang*)rsinö+r«8in2ö 
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^    /,        ABr*         -    ,  ^  Äatga+ilötg»\     ,„        „^ 
X(logp^-S+4.      ■*^3^'*  j.r»gcog20 

Die  FonneU  welche  Herr  ROthig  in  Berlin  fOr  das  Potential  der 
Walze  angibt  (J.  v.  Grelle,  Bd.  61,  S.  182),  hat  folgende  Gestalt: 

i*  —  X  .    /  C08<p.X(^8in4p — y,  acosy  — «,  e-f-')-^7 


0 

2n 


+1/ 


C089'.X(68in9   -y,  acosy  — «,  c— «).d^ 


a  und  &  sind  die  Halbaxen  der  Bandellipse,  c  ist  die  Höhe  der  Walze 
ond  der  Function  X  wird  durch  die  Formel 

^(«,fty)  - /^logJ^  +  ylog*±-J-2«arctg^ 

wo  ^«  =  tt'+jJ'+y*,  definirt 

Herr  Hattendorff  äussert  sich  in  seinem  neu  erschienenen 
Werke  aber  „Schwere,  Electricität  und  Magnetismus^'  folgender- 
massen:  „Die  Untersuchung  (des  Potentials  der  ellipt  Walze)  lässt 
sich  auf  eine  einfachere  zurückfahren.  Man  betrachte  einen  Cjlin- 
der,  der  mit  dem  gegebenen  die  krumme  Oberfl&che  gemein  hat, 
aber  keine  Endflächen  besitzt,  also  von  0;=:— oo  bis  a;  =  -{-oo  sich  • 
erstreckt  In  seinem  Innern  sei  die  Dichtigkeit  « — ^^  von  o; «  —  od 
bis  s  =  0  und  ->  -j-^p  von  o;  »  0  \n%  x  ^  -f"^*  Auch  hier  soll 
die  im  Punkte  (ar,  y,  9)  concentrirte  pos.  Masseneinheit  angezogen 
werden  von  einer  pos.  Masse,  dagegen  abgestossen  werden  von  einer 
neg.  Masse.  Man  denke  sich,  die  Potentialfunction  dieser  Masse  sei 
bekannt,  n&mlich  F{x^  y,  «).  Dann  ist,  wie  man  leicht  sieht,  F^x—a^ 
y,  z)  die  Potentfalfunction,  die  von  demselben  Cylinder  herrührt, 
wenn  die  Dichtigkeit  —  —  }^  ist  von  sc«— oobis  x=^^a^  und 
=  +i^  von  X  ^^-^a  bis  o;  »  -(*<^-    Durch  Superposition  erh&lt 

^(«»  y,  «)— F(«  — a,  y,  «) 

als  Potentialfunction   für  den  Fall,  dass  im  Innern  des  Cylinders 

▲ick.  i.  lUtk.  n.  PbjB.    2.  S«ih#.  T.  Vn.  19 
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die  Dichtigkeit  »  0  ist  von  »  —  —  oo  bis  o;  »  0  and  von  «  «  a  bis 
a;  r=  4-  0E>,  dagegen  q  von  x  **  0  bis  o;  »  a.  Dieser  Fall  ist  dar 
unserer  Aufgabe/^  Femer  Seite  104:  „Die  Potentialfunelioir  F(x, 
y,  z)  kann  man  durch  ein  einfaches  Integral  nicht  snsdrttcken,  wol 
aber  jede  der  Kraft-Componenten  JT,  F,  Z,**  Der  Sinn  dieser  Be- 
hauptung kann  nicht  der  sein,  das«  man  die  Function  nicht  durch 
einen  einzigen  Term,  der  ein  einfaches  Integral  ist,  sondern  nur 
durch  mehrere  solche  Terme  darstellen  könne;  vielmehr  muss  die 
Behauptung  bedeuten,  dass  man  zur  Darstellung  der  Function  ein 
mehrfaches  Integral  bedürfe.  Dann  aber  ist  die  Behauptung  leicht 
zu  widerlegen. 

Ich  will  Herrn  Hattendorffs  X,  F,  Z  der  Reihe  nach  mit  (III), 
(I),  (II)  bezeichnen  und  seine  y,  «,  «,/?*,  y*,  a,  *;,  «,  <r',  tf,  v  der 
Reihe  nach  mit  «,  y,  »,  Ä,  Ä,  c,  t»,  P,  *,  «,  1  ersetzen.  Sein  a* 
kommt  mit  unserem  s  nur  so  lange  überein,  als  b  pos.  ist.  Wenn  « 
neg.  ist,  so  ist  sein  a'  =  0.  Sein  ^{t  — «»)  ist  unser  WVu  und 
_1 VÄB 


ü 


(lU) 


BFi») 


-x->I^-.iTiß^->-^ 


y5+i'p'Try» 
""  a«  "T"   j1— Ä  '  yj4ri 

(II) --Z Yy  Ä~~B'^J    iB+i^P     W'Vu 

Ä—B     y^+i 
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dFjz)       2nVABy    VjTf's 

—  /8i(.)  .    8L(')^ 


-.VM{^+^^) 


Diese  Formeln  gelten  znnächst  nnr,  wenn  z  nnd  s  pos.  sind.    Wenn 
aber  «pos.  nnd  s  neg.  ist^  so  sind  die  Zns&tze  bei  (/),  (i/)  resp. 

jZTß*  ""  TZ»*    Demnach  ist  die  Hattendorff'sche   Potontialfnnc- 
tion  im  ersten  Falle 

Fix,y,z)  -  F(z)-'^VaBMs) 
und  im  zweiten  Falle 

F(m,y,  z)  -  F(z)^n  VJö  X(0) 
Hieraus  folgt 

D  Fix,  y, «)  =  D  ^*)-  «V^  D  Us) 
=  0    nnd 

D^(«,y,«)  -  D  F(z)'-nVÄB  a X(0) 

was  der  Dichtigkeit  ^  entspricht 

Ist  aber  «  neg.  nnd  s  pos.,  so  erhält  man 

and  begibt  sich  schliesslich  der  Bezngppankt  in  das  Gebiet  des  Rau- 
mes, wo  anch  s  neg.  ist,  so  folgt 

F(x,9,z)=:nVABU0)'-F(^z) 
ftlso  aneh        _ 

D^(x, y, s)  -  kVab  D  i^')-  D  ^H») 
—  0    nd 

DF(a5,  y, »)  =  ir yjö  G  J^O)  -  G  ^(-«) 
was  der  Dichtigkeit  — •}  entspricht 

19» 
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b)  lieber  die  DarateUmig  des   Poteutials  der  ellipt  Walze 
dnrch  ellipüscbe  Integrale. 

Schon  Herr  Röthig  bemerkt  (Grelle,  Bd.  61,  S.  185),  dasa  sich 
das  Potential  der  Walze  nicht  btnter  dnrch  ellipt  Integrale  erster, 
zweiter  nnd  dritter  Art  darstellen  lasse,  dass  vielmehr  neben  den- 
selben noch  Integrale  auftreten,  die  den  Grad  der  elliptischen  über- 
steigen.   Auch  dieses  zeigen  unsere  Formeln. 

p;_i  ,  _j _1 1 1 

.^^L.^/^!.  JL+_i \ L,^ 

T/U+ti)(/r+"iÖ 


X 


also 

a^     P^    Jg+tt  y«       P;    A+u 

A—B'P   '    JB    "^Ä^B'P'    R 
folglich 

F(.)  -y^B  ./fiog(  V5+i+y5+i):  il^I^^M 

««(B-h«)    f  ^   .  vHä+u)    P'(.        „    X*    \1    du 
-     A-B    '  T  +  -I=B   '  F~+  V  ~      Ä+Z)\    R 

Sondert  man  in  diesem  Ausdrucke  den  log.  Teil  ab,  so  lässt  sich 
jeder  Term  des  Restes  in  elliptische  Integrale  verwandeln,  und  das 
Int^pral 

bildelt  die  allgemeine  Formel  der  zu  verwandelnden  Integrale.  Diese 
Verwandlung  hier  auszufahren,  hat  wenig  Interesse,  weU  die  auf- 
tretenden Formeln  doch  eine  sehr  compl.  Gestalt  haben  werdeu. 
Es  wird  genflgen,  gezeigt  za  haben,  dass  in  der  Function  F(«),  also 
auch  im  Potential  der  Walze ,  neben  ellipt.  Integralen  audi  noch 
Integrale  höherer  Art  auftreten,  und  dass  sich  femer  die  zu  ver- 
wandelnden ellipt  Integrale  auf  Formen  zurttck  fahren  lassen,  die 
bei  der  Betrachtung  des  Potentials  des  Ringes  und  der  Scheibe  schon 
verwandelt  worden  sind.  *) 

*)  Arch.  d.  Math.  n.  Ph.  S.  Reihe,  T.  UL  a.  lY. 
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c)  Die  KraftcompoBenten  der  eUiptiBcben  Walze. 
o)  Der  Bezugspunkt  liqi;e  oberhalb  der  obem  Omndfl&che. 

Wir  hatten 

r-F(«)-jF(«-.i?) 

also 

dV  __dF{%)       dF{%^e) 

vx  cIbb  ox 

oder 

,^  00     OD 


^__  OD   OD 

ar-j-Ä'L/  y:9+ipTFo**"'y  y^'~p^**J 


Begibt  sich  nnn  der  Bezugspunkt  in  das  Gebiet  des  unendlichen, 
wo  t  und  «  sehr  gross  sind  («— c  kann  endlich  od.  sehr  gross  sein), 
80  erh&lt  man  aus  den  Formeln  auf  Seite  273 

8F      ^sVaP      /g— c      %\ 

Ist  nun  «  sehr  gross,  so  kann  man  — c  als  Dtffsrentiäl  Ton  t  an- 
sehen; folglich  ist 


8 


c) 


-? — ;=-*-s « --TT- =«-«»• -TT- 


also 
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einer  tVUptUcktn   WoUb, 

dV           nVABM 

niABe         ,    , 
j5 .COBCr«) 

dV           niABcu 

-        -^,        .C08(ry) 

8K           niABc% 

a« "           r»        ^ 

n^ABc         ,    , 

—        ^,        .  COS(r») 

Ist  hingegen  «--e,  also  auch  »  endlich,  so  ist 

=;((-9('+p)-0-K-l+5) 

=  l(c»-r«)--Jj(««+y«) 


CZ 


Man  erh&it  also  wieder 


dV            niAB  e          ,    ,      3^             it-VAB  e         ,   , 
^ -5— -COSCr*),     ^ _^.cos(ry) 

&= ;5— .C08M 

Liegt  der  Bezagspunkt  in  dem  Gebiete  des  Unendlichen,  wo  nor  i 
Qebr  grosa  ist,  s  also  endlich  bleibt,  so  erbftlt  man  nach  den  For- 
meln auf  Seite  274 

ar      _  nj'AB  X  /     1     ^  1^\ 
8a:    ■"  2         V(»— <?)«       »«J 

ar         ^gVJg  y  /   1 i\ 

V  **  2  \(«-c)«      »V 

ar 


l^"V35(l-^) 
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# 

Weil  Dan  »  sehr  gross  ist,  so  kann  man  c  als  Differential  von  s  be- 
trachten.   Es  ist  also 

1  1_         H^       2c 

folglich 

ä^ ;» —  = ;5—  •  cos  M 

dV            nilBey            n^ÄB  ,    ^ 

^ ^3 = ;T— -COsCry) 

ar ;:8 = ^5— .  cosM 


b)  Der  Besngspankt  liege  aaf  der  obem  Gmadfiftehe  ausserhalb 
der  Randellipse. 

V^F{c)--nYABL{8) 
also 

00 

8r        2ntx^AB     VB+8^2VAB         PVb+u         P' 

hx  —   A-B    •  yj+i    a^b'^'^J  yi+i'iWoV»'^" 

Rückt  der  Bezugspunkt  auf  der  Ebene  In's  Unendliche,  so  erhält 
man  annähernd 

2jfxyAB  Vb+s      2itxVAB    /       ui -^  \ 

2ffa;VTg  /  A—B   \ 

'^     A^B     y-2{x^+y^)) 


dV        _  ^yVAB     Va+8       2VaB        fVA+n         P' 


und 
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OD 

2Vab  r    -Vb+u      p'    , 


_       nVABx  (       A  -  B       (A^B)e\ 


also 


BV  nVABex  neVAB  ,    , 

£■  -  -  (a;«+y«)r ;S~  -COSC«) 

dV      .      nVABey  ncVÄlS  ,    ,  f 

g^--(«,«+y.,r ;:ir-.co8(ry) 

ST V^— ^r-  .  cos  M 


c)  Der  Besagspankt  liege  in  nnmittelbarer  Nfthe  der  obem 
Randellipae  oberhalb  der  obem  Grundfläche. 

GO  

^/  »-4       M       ^AB    r       ^B^  P'        , 


^ — ^(«y5+i+*y5+i) 


—  2r,  C08«(— ^,  —  1  +  2 ^ ' ' 7=. ) 

/OD 
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D)  Der  Besagspnnkt  liege  aaf  der  obem  BandelUpse. 


dV       2nBVA(A+ig)  _  2VäB    P      V^5  P^ 

OD 


dV  2nAVB(-  B-c)       2^ AB    P      j A^k   ?L^  a 


OD 


*&^ -  -  i^<->'^^+*^^+*J+2yiä/5d« 


f)  Der  Bezagspaokt  liege  aaf  der  obem  Grandflftche  innerhalb  der 

Randellipse. 


also 


V^F{c)^niABUß) 

8J       %rxB       2iAB  .      P      JB  

hx  ^  A^B'  A-B      J   "''yj+i'PiroVt» 


xe     ,  •  „„^  ^j    da 


U 


OD 


dV  2nyA.2iAB         P      V^+t*         P'      , 


^-^^/f*-«i^^/f 


c2ai 


i)  Der  Beivgipiiiikt  liege  anaserhilb  der  Walze  auf  einer  zwischen 
den  beiden  OmndflAchen  hindnrch  gehenden  nnd  mit  denselben 

i  Ebene. 
Es  ist  

V  =  F{%)  +  F{c  —  *)  —  ««  -^AB  L($) 

also 

dv    ^tixVab  Vb+8  _  2Vab     p    y^R      P'     , 


«I 
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dV  inyVÄB    VÄ+i  ,   2V2b        /»"    VÄ+it        P' 

dy   "  A-B       y^T»       ^-^'J   ^  VB^^'p^o^^ 

2VÄB     r  JÄ^.    p'     . 


t 


'^-2VÄBf^äu-2VÄBf^äu 


LftSBt  man  auch  hier  den  Bezagspnnkt  in's  Unendliche  rücken,  so 
erhUt  man 

ÖF        iirxVJB/       A—B  \ 

5»  ~  A—B  y"'  2$   +  ■•) 

n  VÄB  X  /..     A-B  ,    (A-B).,   ,        \ 
~    A-B    \'-x*.\-»*+r.(x*+p')^-) 

nVÄBxf      A-B      iA^B)(c-%)   .       \ 
A-B    \f—g»+y*-^     r.(«*+y»)      "^  ■•) 

dV  it-^ABx    /»  ,  c— »\  neVÄB         ,    ^ 

ai"  -  -  -^^ip-  •  (r + -;7-j ;3—  •  «»'«("') 


g)  Der  Besagspiiiikt  liege  innerhalb  der  Walze  auf  einer  zwiflchen 
den  beiden  Gmndflftchen  hindnrch  gehenden  and  mit  denselben 

I  Ebene. 
Weü  _ 

Fl  =r  F(«)+F(c-»)— 2;ryiiBX(0) 

80  folgt 

8r,     4nxB     aViiÄ  /»     Vb+j*       P'      . 
ST  *"  ii-Ä  "  ^  -  Ä J  ""yi+äPTroV»"" 

«0 


2yZB    /»      ,         ,  JB+u        P'       , 
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3>i  ^LM  ,   2VÄB    p      y5+i       P' 


00 


gy^  /*  .    vV^+i    p' 


an 


«1 

SP 


'Vs::^'?«^^-* 


^=,ys/2.*-.y35/p* 


t)  Der  Bezogspankt  liege  auf  der  antem  Omndflftche  annerhalb 
der  Randellipse. 

Aas  der  Formel 
folgt 

a*   "      A^B      'ilJ^       A--bJ   ''''^-ÄJ^'PW^Vu 

ix 


*1 


lf-n^/?^*-«vaj/^* 


i; 


Rockt  der  Bezngspankt  anf  der  Ebene  in's  Unendliche,  so  erh&It 
man  wie  frflber 

ZV           nc^jB       ,    ^ 
S" ^i— C08(nB) 

ä^ ;:»— co8(ry) 

3F           nc^AB       ,   , 
aT"" ;S — C08(r«) 
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0  Der  Bezogspankt  liege  ansserhalb  der  Walze  zwisebeo  den 

heiden  GrundflAcben  und  in  UDinittelbarer  N&he  der  antem 

Randellipse. 

Nacb  f)  baben  wir  noch  den  Ansdrnck  — z — -^  •    ,  für    ein 

kleines  s  zu  entwickeln. 

^  A'y'^'     2AB  ) 
nach  Seite  258  ist  aber 

9  =  Spr COStf  —     , .rCOB() 

somit 

yjBNfi       ^i?    /  A--B  \ 

-7==  =  w^  •  1 1+ -7==r    r  cos  Ö  ) 

also 

Nan  ist 

(nach  der  anf  Seite  255  angegebenen  Erklärung).    Ferner 
•^B(A  +  tf)        VÄ 

cos «  =      ,  -—  —      , flb| 

also 
somit 

= a        (1+  / ^  rcos») 

Man  erhält  demnach 
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5-— ^"V"*-  H — jr7==  •  «"COS» 

*        {Ä-B)i         {A-B)ty—« 

-2co.,[..in«(^+l-,^)4-rcose(^^-«)] 


2Vab  f* ,,    ,  y^+< 

Ebenso  iat 


y^i+t     V^A      ^--g_         ^'^ 


«Im 


4>»y^^   Va+»       ini/A  (         A-B  \ 


yÄ+. 

nod  weil 


"•"»-y_«u_i„'    »»--yl^I- 

also 

VA 


80  ist  auch 


4«yyyTB  y^+f  ^  4*£yß(:2*=:f> 


xMi^-ybii) '«"••) 


^4»^yi(^i:7)    4,Byj(-^)^^^^^ 


Es  ist  demiMeh 
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dV  2nAVB(^B'--o)      igifBVÄ(^B-^a) 

/OD 


I)  Der  Bezagspankt  liege  innerhalb  der  Walze  in  anmittelbarer 
Nahe  der  antern  Randellipse. 

Weil  hier 

Vi  -  F(»)  +  F(c— f)— 2jr  \^iBL(0) 

80  hat  man  noch  j-^Tb  ^^^    ^  A—B  ^^  ®^°®'*  solchen  Pankt  zu 
berechnen. 

^^BVAjA^^^nBVWi^^ 

nnd 

4tnyA  4^nA  yjB{— 5-ir)      inAV Ai—B-^a) 

Fflr  die  Abgeleiteten  ergeben  sich  nnn  folgende  Werte: 
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^  "        (A-B)i        "*"    {A—B)i  ^^  ■ 


28in,[r8infl(.H-l-^f)+rC08fl;^^-e)] 


2yjß  /♦''    ,  vs+^i    p 


2  V  XÄ  /♦ 

-  A-B  J  *<''-')  • 


<1 


VÄ^'PW.Vu 


T-  d« 


8r  2«iiyÄ(— B— 0)       4)ri4  V/|(_i{_«) 

Ä-  ■" « —   i — 7^=^"  •  rCOSÖ 

«»  (il  -B)i  (A—Bfl  V  — tf 

.  2j^  r"           VÄ^      P- 
8r       4  VIS/ \ 

+2.co8e(-^-i-|-2. ^J:Jv=i ; 

/oo 

l)  Der  Bezugspunkt  liege  aaf  der  antem  Randellipse. 
Aas  den  Formeln  bei  i)  oder  I)  folgt 

00 


8F       27tBVAU+ü)       2^ AB    P      V^+t*        F* 

3r        ar;tVs(^i?-g)  .  2v:iB  /    y^=fi     ^_, 


il .  *j^Uj+-.^v=s=-.-.visJ^-  ^ 
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m)  Der  Bezagspankt  liege  auf  der  antern  Grandflftche  innerhalb 
der  Randellipse. 


V=:F{e)--7tVABL{0) 


dV        2j€xB        2VaB    r       VÄ-f-t*        F" 


2Yab  r 

A-B  J 


OD 

x,c     ~  '-^»  ^---  ^.    du 


y/T^  PWiy/u 


ay    ""  *"  A--B^  A  —  B  J 


*i 

< 


00 


OD  00 


dv 

Ö  t 


'^^2VlBf^Uu-2irTBfl^äu 


n)  Der  Bezugspunkt  liege  anterhalb  der  antern  Grondfläehe. 
V=Fie-»)  —  F(,—*) 


dr     2Vab  r  .     y^\^     P' 

—  '    -'       -^  ,  du 


dr     2VAB  n  ^ 


to 

00 


2V'i4Ä    P  ,        ,VB-H.        F'       , 


ZV  %^AB  p    ,      ,^^-h»       P'       ^ 


^•1 


00 


2^ AB    r  Vil+n        P^ 


Digitized  by 


Google 


BigUn  PHential  *mtr  ^ipti$<*«n  WaU:  305 

0)  Der  Berogspunkt  liege  nnterhalb  der  unterQ  Grundfläche  in 
anmittelbarer  Nähe  der  Randellipse. 

In  den  frflhoren  Ansdrflcken  fttr  die  Näherungswerte  ersetze 
DU  0  durch  —B\  man  erhält 

*«  {A—ßii 

+  2C081,:[r  cos  (»(;^ +«)  -  r  sine  (^+1 -2 .  ^^  ] 
8F  _       2jriy^(— B— g) 

*y- 


-2sin,[rc08ö(^-«)+r8ine(^+l-2.  ^^=)] 

8F    lyiB/  , ^ \ 


.22^  /*       ,  y^i-i-t»     i»^    , 


4— Ä 


+2rco8e(-.<-l4-2  ,agV^+«>+«^V--g-g\ 
-2r.lin«.«-2  Vil   r^J  rfu 


)))  Der  Bezugspunkt  liege  ausserhalb  der  Walze  zwischen  den 
beiden  Grundflächen  in  unmittelbarer  Nähe  der  oheru  BandoUipse. 

-2C0B1,  [vosfl  (^+ö)-r.  sine  (^,+1-^^)] 


00 


2y^*  /»  Vßifi    p< 

'  x%    ,      —.  •  ■■_.. . ,    du 


2yAB  n 
-bjtbJ 


Aick.  1.  Ibtk.  ■.  rkjf.   S.  B«ilM,  T.  TU.  ^ 

Digitized  by  CjOOQIC 


306  Bigler:  Potential  einer  elUptieehen   Walze. 

dV  2itAVB--B--c)       ^ßVAi-B-a) 


.r|C08Ö 


OD 


00 

+  2ri8inö.Ö  +  2  ^^J     ^  ^« 


q)  Der  Bezugspunkt  liege  in  anmittelbarer  Nähe  der  obern 
Randellipse  innerhalb  der  Walze. 


BV  2nBVA{A+(f)    ,    ^nB^BjA+g) 

ö—  "■    ^ 1 ö — 7^=  r-COSa 

8*  {A-B)i  (A-B)iy-a 


—  2C081J  [^r,  cos« (^j^+ÖJ  — r,8inÖ  (^,+1  —  :j^=^)  J 


iVAB  r 
a-bJ 


00 


2  y^5  /*    vb+m  .   p' 


Vi+i    PTToVt.' 


8lf 2»^  V-BpjHg)      4knB  ^A{—B-e) 

^y   "  M-B)l  {A-B)W~a     *"* 


cos  6 


+  2  sin  »?|^r,  cosof^^  -  Ö j  +  r,  sin  «  (^,  +  1  —  ^L      °)J 

2VJb  r 

+  A-BJ 


2Vab  r  .  v^+tt      p'    ^ 


r-*^G'^«+»^-^--) 
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/OD 


to 


d)  Berechnung  des  Differentialparameters  zweiter  Ordnnng  der 
Function  V, 

Wir  haben  früher  bewiesen,   dass  D-^(')  ^^   ganzen  Baume 
verschwindet  mit  Ausnahme  der  zu  dieser  Function  gehörenden  ün- 

stetigkeitscurve  I «  —  0,  ;;4  +  d  —  1  )•    Weil  nun 

dz '  dz      '  dz  3(c  —  z) 

d^Fjc  ~  g)       8«F(c~g) 

so  verschwinden  auch  H^(<?— «)  ind  Q-^C«— <')  ^"^  ganzen  Baume 

mit  Ausnahme  der  ünstetigkeitscurve  (*™ö»"i+Ä'"^)'  ^^^ 
femer 

nxrW-o,  27rn(y^ÄÄ£(o)-(g-c)«)=o 

so  verschwindet  Q  F  im  ganzen  Baume  mit  Ausnahme  der  bezeich- 
neten ünstetigkeitscurve.  Bezeichnet  nun  V^  das  Potential  für 
einen  inneren  Punkt,  so  ist 

r=  Vi+2n(c—g)*,     F—  Fi  +  2w*« 
F-  Fi  +  2Tl/Jff(2:(0)-X(*)) 

je  nachdem  man  den  Bezugspunkt  durch  die  obere  oder  untere 
Grundfl&che  oder  durch  die  Seitenfläche  in  die  Walze  hinein  führt. 

Weil  nun  überall  Q  F=  0  ist,  so  folgt 

O(yi  +  ^(c^z)^)^0 
oder 

was  der  Dichtigkeit  1  entspricht. 


20* 
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Ich  will  hier  noch  zeigen,  dass  durch  die  Einffthrnng  der  Function 

Btatt  L(u)  die  auftretenden  Formeln  eine  solche  Gestalt  erhalten, 
dass  der  Uebergang  zum  Ereiscylinder  unmittelbar,  also  ohne  Grenz- 
process  yollzogen  werden  kann.    Weil 


«*  — V* 
X(t*)«Af(u)-^j--^ 


so  ist 


•         t 

Nun  war 

_  285  P'» 

du  '^  PWVu 
also 

00  OD  00 

i  t  r 

und  somit 

also 

OD 

I     r=F(.)-F(>  -0  -  VlBf{M(u).^J^^  +  '-^)  äu 


Weil  nun 
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+A(^-')-'»«{^^+^)    _ 

'*'A~B\         VXfi  )'^A-B\         VB+i  ) 

M  gestattet  die  Formel  I  onmittelbar  den  Ueberguig  zam  Kreis- 
cflinder.    Ferner  ist 

3Jf(u)         2x      /       Vjy-»\ 

dx  \pwyu)  "  -  '""du  \(A+u) ' pw) 
folglich 

ilw 

Bx     "  A-Bj  '"y     VÄ+^J  •  PWVu  A—B 

(Weg  eine  rechü.  Schlinge  ans  dem  Ostpnnkte  nm  t  allein) 
oder 

aP(a)       2VjB    /»     /       Vä+«\  P'      _,       2»wV2g 

wmit 

ay      2VJß  /» 

*0 


/••O-?^)'  pi^*» 
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00 


2VAB    p                /        VB^\  P' 

=  2VÄB  /^ ,-fL 77==-  .  -^^äu 


OD 

/aj  r»  "^  c)  P' 

Aach  in  dieser  Formel  kann  man  sogleich  A^^  B  setzen ,  um 
entsprechenden  Ausdruck  für  den  Kreiscylinder  zu  erhalten. 

Bern,  den  22.  Febr.  1884. 
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XV. 
Ueber  Cassinische  Curven. 

Von 

Ulrich  Bigler. 


Ich  betrachte  zunächst  die  Abbildung  der  Function  F— e*— 1. 
Das  Bild  der  t  Ebene  ist  eine  zweiblättrige  Ebene,  die  durch  die 
beiden  Yerzweigungspunkte  —1  und  od  mit  einander  verbunden  sind 
und  sich  längs  der  Uebergangslinie  von  ~1  bis  zum  Westpunkte  des 
Horizontes  gegenseitig  durchdringen.  Isophasen  nenne  ich  solche 
Curven  auf  der  t  Ebene,  längs  welchen  die  Function  die  gleiche 
Phase  behält.  Isotimen  sollen  solche  Curven  bezeichnen,  längs  wel- 
chen der  absolute  Wert  der  Function  constant  bleibt    Ich  setze  nun 

re^  —  t  —  1,        se^v  =  t-f  1 
dann  ist 

F  —  r#<^C+^),        F'  =  r«e-»(C+v) 

Fflr  eine  Isotime  muss  nun  sr  —  Gonst  »  a  sein.  Bezeichnen  nun 
X  und  y  die  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Punktes  der  t  Ebene, 
so  ist 

r«  =  (ir-l)«  +  y«,        *«-(a?+l)«  +  y« 

und  man  erhält  fOr  eine  Isolime,  die  dem  abaolutsn  Werte  a  ent- 
spricht, die  Qleichung 

1)  («Hy«+ 1)« - 4a;«  «  r«««  «  a« 

a  «  1  gibt  die  Lemniakate  mit  den  Polen  1  und  —  1 ;  a  <  1  gibt 
zwei  getrennte  Gorven,  die  die  Nullpunkte  der  Function  umgeben  und 
innerhalb  der  Lemniskatcnsckleifen  lieg^;  a>  1  gibt  eine  geschlossene 
Corvo,  4ie  4ie  Lemniskate  umgibt. 
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Setzt  mao  t+17  —  Const  =  a,   so  erhAlt  man  auf  dem  i  Felde 
die  Isophasen.    In  diesem  Falle  ist 

.-^_  tgg+tgiy  2xy 

^    ~"l-tg£tgij""(r«-y«-l 

somit  die  Oleichnüg  einer  Isophase 

2)  («*— y*)sino--2ajyco8«  —  sin« 

Dnrch  die  Snbstitntion 


«  =  sing+j)t-8in(?-j)i 
y  =  iin(^-j)«+sin(|+ j)t 


verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

3)  f*— «*  — sino 

Die  Isophasen  sind  also  gleichseitige  Hyperbeln  mit  den  Halbazen- 
qnadraten  sino.  Wird  der  Winkel,  den  die  t  Aze  mit  der  «  Axe 
bildet,  mit  6  bezeichnet  and  die  Entfernung  des  Brennpunktes  Yom 
Ursprünge  mit  c,  so  hat  man 

sind  =  sin  U  —  jj»      cos 6  =  sin  l^  +  4  J,    «  —  V2slno 

somit  die  Goordinaten  des  Brennpunktes  der  gleichseitigen  Hyperbel 

i'  —  V5n«  (sins  +  cos  ^\    u'  —  Vgin«  (sing—  cosg  J 

Wird  aus  diesen  beiden  Gleichungen  der  Winkel  a  eliminirt,  so  er- 
hAlt man  tflr  die  Goordinaten  der  Brennpunkte  die  Gleichung: 

4)  (e'«+u'«  +  l)«— 4u'«-l 

Aus  dieser  Formel  erkennt  man  nun,  dass  die  Brennpunkte  auf  der 
Isotime,  die  dem  abs.  Werte  t  entspricht,  also  auf  der  Lemniskate 
liegen.  Aus  Gleichung  2)  erkennt  man  auch,  dass  sich  alle  Hyper- 
beln in  den  Punkten  +1  und  -1  schneiden.  Wenn  F— ^«— <«— 1 
gesetzt  wird,  wo  N  eine  pos.  sehr  grosse  Zahl  bedeutet,  so  sei  im 
Ostpunkte  des  ersten  Blattes  der  F  Ebene  t  =  N  und  im  gleichen 
Punkte  des  zweiten  Blattes  tz=z^N.  Das  Innere  der  östl.  Lemnis- 
katenschleife  bildet  sich  in  das  Innere  des  Einheitskreises  des  ersten 
Blattes  ab,  während  sich  das  Innere  der  westl.  Schleife  in  das  Innere 
des  Einheitskreises  des  zweiten  Blattes  abbildet.  Femer  ist  das 
Aeussere  des  Einhdtskreises  des  ersten  Blattes  Bild  de^enigen  Teiles 
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kr  t  Ebene,  der  ItaUicli  der  lateralen  Aze  and  anaaerhalb  der  Lem- 
lafctteiiacfalelfe  lie^^  Ebenso  ist  das  Aeossere  des  Einheitskreises 
fa  zweiten  Blattes  Bild  des  Aeossem  der  westl.  Lemniskatenschleife, 
(ba  westL  der  lateralen  Axe  liegt  Die  Bealitätslinie  des  t  Feldes 
TOD  Ponkte  1  an  bis  zum  Ostponkte  gibt  als  Bild  den  Ostl.  Teil 
der  Bealttfttslinie  des  ersten  Blattes  der  F  Ebene.  Lftnft  femer  i 
n»  1  bis  nall,  dann  anf  der  lateralen  Axe  bis  znm  Nordpankte,  so 
ihrehlialt  die  Function  F  von  null  an  die  westl.  Hälfte  der  Beali- 
tittHnie  des  ersten  Blattes.  Bewegt  sich  ferner  i  vom  Punkte  -1 
US  nach  dem  ^Westpnnkte ,  so  dnrcblftnft  F  den  östlichen  Teil  der 
Bealitatslinie  des  zweiten  Blattes,  während  der  westl.  Teil  derselben 
Beililfttatinie  Bild  der  Bealitätslinie  des  i  Feldes  von  —  1  bis  nnll 
nd  der  slidl.  BLSLlfte  der  lateralen  Axe  ist  Femer  bildet  sich  die 
Hyperbel  ob*  —  y*  —  1  anf  der  lateralen  Axe  der  F  Ebene  ab  nnd 
vnx  der  OstL  Zweig  im  obem  Blatte  und  der  westl.  Zweig  im  un- 
ten BIstte. 

Im  Folgenden  sollen  die  Isotimen  oder  die  Gassiniscben  Gurven 
Bodi  näher  lietrachtet  werden  nnd  zwar  zunächst  fttr  den  Fall  a<ll 
nd  dann  für  den  Fall  a  >- 1.    Zur  Abkürzung  setze  ich: 

Binsan  t*  =  S{u\    cos  amu  =  C(tt),    ^amti  =  D(u) 

I.     a  <  1. 
£a  ist 

1dl  setze  nnn 

demnacii 


5)  F.F'--  l^ffu^  —  a« 

Setftt  man  nun  ik  —  o,  so  folgt  aus  Gleichung  6) 


5')  Ä»./S'tj  — — ^ 

und  Termöge  der  Formel 


ksnB  man  nun  auf  u-t  v  =  X  schliessen.    Ich  setze  nun 

X 
2 
und  finde  so 


X  X  , 
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folglich 

*\  ,/^ — TT         -ö*  /z — i— 7       hSzQt 

6)  «,_i/r+i._p__    y  =  yi  +  i.___ 

Setzt  man  hier  s  =  0,  so  folgt 

x-Vf+i,     y  =  0 
setzt  man  ferner  0  «-  JT,  so  ergibt  sich 

«  =  Vr=^,     y  =  0 
Setze  ich  femer  »  «■  2i:— «',  so  ist 

Um  also  den  Teil  der  Gurve  zu  erhalten,  der  innerhalb  der  östl. 
Schleife  der  Lemniskate  liegt,  rnnss  man  m  von  null  bis  2K  laufen 
lassen.  Den  andern  Teil  der  Gurve,  der  innerhalb  der  westl.  Lem- 
niskatenschleife  liegt,  erhalt  man,  wenn  «  von  2L  an  bis  za  2L+2K 
wächst  Die  Länge  des  Strahles,  der  einen  Punkt  der  Gurve  mit 
dem  Ursprünge  verbindet,  sei  mit  r  bezeichnet.  Weil  nun  r*=x*'i-y* 
ist,  so  folgt  ans  Gleichung  6)  sofort 

Das  Gurvenelement  kann  nach  Grösse  und  Sichtung  durch  tix-^-idy 
dargestellt  werden.    Nun  ist  aber 

dx+idy  ^-düQ  -«)  =  k^s{^  ~if)  C  (f  -  a)  d» 
folglich 

{dx  -j-  »  dy)  (dx  —  t  dy) 


Weil  aber 
so  ist  auch 


oder  auch 

8)  ds  —  krdz 
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Um  das  Azimut  des  Gurvenelementes  zu  erhalten,  bezeichne  ich  die 
Phase  von  ^(ö ""0  ^^^  Z  ^^^  schreibe 

Phase  (c(|-^))-.x 

Phase  {cQ+^))  -  -  X 
Ans  der  Formel 

folgt  femer,  dass 

Phase  (s(f-*))  =  J+9+x 

ist,  wenn  das  Azimat   des  Leitstrahles  r  mit  9  bezeichnet  wird. 
Man  hat  somit 

9)                 ^           Phase  (d5)-J+()P+2x 
Weü  '  

n^Il       ^       lA4^     Cz+iSzIh: 

^U       /"r       k     •    1+ifc/S«« 


"(1-')=^^-^^ 


SO  erhalt  man  fflr  die  Tangenten  von  <p  nnd  %  die  Ausdrücke 
ÄZte     ,  JeSzCz 

Ist  nun  z  =  0,  so  ist  %  =  0  und  9  =  0,  somit 

Phase  (ds)  =  I 


Ist  «  =  JT,  so  ergibt  sich 


n 


fol^ch 

Sit 
Phase  (cfo)  =  Y 

Bie  Curve  schneidet  also  die  Abscissenaxe  rechtwinklig.    Im  Punkte 

«  =  2  iflt  Z  =  J"  somit 

Phase  (ds)  =  n  +  (p 
Ber  Leitstrahl  r,  der  nach  diesem  Punkte  hingeht,  ist  somit  Tan- 
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gente  an  die  Curve,  nnd  seine  L&nge  r"  ist  nach  Formel  7)  gleicl 
VI    Die  Tangente  des  Polarwinkels  <p  wächst  also  von  nnll  bis  zi 

dem  Werte  -y==.  nnd  sinkt  von  hier  aus  wieder  anf  nnll  berah 

Vi+i 

um  nachher  in's  Negative  Aber  zu  gehen.  In  K—z  hat  die  Tan« 
gcnte  von  q)  den  gleichen  Wert,  wie  im  Pnnke  2;  somit  entsprechen 
den  beiden  Scl^nittpunkten  des  Leitstrahles  r  mit  der  Cnrve  die  Wert< 
K—z  nnd  z.  Werden  die  Längen  mit  r  nnd  r'  bezeichnet,  so  hat 
man 


10)  rr'^l^ 


r"« 


also  gleich  dem  Quadrat  der  Tangente,  die  vom  Ursprünge   aas  an 
die  Cnrve  gelegt  wird.    Weil  ferner  fflr  den  Punkt  K — z 

t»z'-cotgZ 
also 

ist,  so  hat  man  als  Phase  des  Curvenelementes  im  Punkte  K — z 

Phase  W--2+9-   2% 

Die  beiden  Tangenten  in  den  Punkten  z  nnd  E^-z  bilden  also  mit 
der  Sehne  als  Basis  ein  gleichschenkliges  Dreieck. 

Ans  Formel  8)  folgt  sogleich 
Weil  aber 

80  kann  man  der  Formel  11)  anch  folgende  Gestalt  gebon: 

12)      .  =  HK-2-/  -Vf^^-'^ 
6 

0 

Ich  setze  nun 
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0 
0 

Um  das  Integral  7  amzaformen,  setze  ich 


dann  ist 
also 


I --(1+^^(1^(1-05») 


1        ßß  dt 

dz- 


(i+/)«'5c*i— (1— ;)s« 

Vi^r«-(i+of 


V 


2  -D2 


|/: 


1-j  Vi  — A.«5* 

1 ^** 


folglich 


|/a-^(._l=.'.) 


Um  das  Integral  U  ani  ähnliche  Art  umzuformen,  setze  man 

1-(1— /)S« 
«= 5 

man  findet 

du 

}/(...,(,_l±!..) 

Nun  mftssen  noch  die  Grenzen  fnr  die  neuen  Yariabeln  t  und  u  be- 

K 
stimmt  werden.    Ist  ^  —  0,  so  ist  <  —  1,  und  ist^  =  2" »  ^  ^^^  ^^^* 

Veil  femer  far  das  Intervall  0  <  «  <  JT  mit  wachsendem  z  die 

Tariable  t  beständig  abnimmt,  so  sinkt  t  von  1  an  fortwährend  bis 

K 
anf  null  herab,  während  z  von  null  an  bis  auf  n     wächst     Ebenso 
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TT  24/Z 

ist  für  «  —  0  auch  w  =  1,  nnd.fftr  2  =  0  ist  m  —  ^t"^-       In    dem 
Intervalle  0  <  2  <  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^  beständig  neg. ,  wenn  dz  pos. 

ist     Läuft  also  z  von  null  bis  0»  so  sinkt  u  von  1  an  fortwährend 

2Vi 
bis   auf    jTj.  herab.     Die  Länge  des  Bogens,  der  von   «  =  0   bis 

2  =  —  reicht,  ist  demnach 

1+Z 

Lässt  man  z  von  ^  bis  ^wachsen,  so  ist  dt  beständig  neg.;  t  nimmt 

also  von  null  ans  fortwährend  ab  und  erreicht  schliesslich  den  Wert 

K 

—1.    Anders  ist  es  mit  u.    Der  Punkt  z  ^^^ysX^u  ein  Minimum, 

K  2Vl 

und  während  2  von  ^  ^^^  ^  steigt,  nimmt  auch  u  von  j-jq  bisanf 

1  fortwährend  zu.    Die  Länge  des  Bogens,  der  vom  Punkte  -5      bis 
zum  Punkte  k  reicht,  ist  also 

1  1 

0  2yi 

Aus  13)  und  14)  folgt  nun  

15)  s+s'  -  hE(]/^'j 

somit  der  Umfang  der  Gurve,  den  ich  mit  U  bezeichnen  will, 

16)  ü=^2kK(\/^) 
Ist  nun  a  =  k  sehr  klein,  so  folgt  aus  16) 

16')  ^-Ki)" 

also  gleich  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen  Radius  ^  ist. 
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Wir  wollen  noch  den  Inhalt  der  von  der  Carve  nmschlossenen  Fl&che 
berechnen.  Vom  Ursprange  ans  ziehe  man  anter  dem  Azimute  «p 
eiMD  Strahl,  der  die  Canre  in  den  Punkten  JT— s  and  z  schneidet. 
Waden  die  Abschnitte  resp.  mit  r*  and  r  bezeichnet,  so  kann  ein 
Flkfaenstllck  @  durch  folgendes  Integral  daiigestellt  werden: 


17)              ® 

=*./  K"^-"^)" 

0 

Iditette  nan 

ß(.)  =  r*g? 

du 

Ä(jr-.) a(,% 

foiglieli 

18)            S 

-i/*(ÄW+Ä(Ä:-«))& 

El  ist  Bim 

0 

somit 

nid  demnach 

folglich  auch 


8tgy 
^    d^_ & 

&""l  +  tg«qp 
atg^  _  D^'-fi       k(C*-S»D^ 

dz     "    kD*     ^  n* 

dz  "■  D«+ifc«5«C«   "■     •    l—ife«5* 

^n  diesen  zwei  Formeln  ergibt  sich  nan 

%)+Ä(ii:-«)  -  2fc«  (^E^^*  =  2*»  C»(2«) 

.  =2(Z>»(2«)-?) 

<bo  nt  anch 

19)  @«  f(I>»(2z)—P)dx=z^EaM2z-^ 

0  * 

^n  die  Hftlfte  des   Inhaltes  der  Flftche   zu  erhalten,  mass  man 
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K 

2=2  setzen,  und  die  Maltiplication  mit  2  gibt  dann  schliesslich  den 
vollen  Inhalt    Bezeichne  ich  denselben  mit  J,  so  ist 
20)  J^E—PK 

Ans  den  Formeln 

erkennt  man  leicht,  dass 

ist,  also  fflr  ein  kleines  k  oder  a  hat  man 
20*)  J=» 


Zu  der  Formel  20)  kann  man  auch  auf  folgendem  Wege  gelangen: 
--^  ist  der  Inhalt  eines  infinitesimalen  Sectors,  der  seine  Spitze  im 
Ursprünge  hat    Also 

folgUch 

21)  ®-*y  *•  &*-"^~  y    (i+ib^)» — ^ 

0  ■  0 

Ich  Mtze  ann 

Also 

2 
Ferner  ist 


l+fc)(l-2a«-H«^)         /2(l+fe)'      2(l+fc)«  ■  ,.^  ,  ,.\ 
2         (1+fcS»)»    ""*^     p*  p       r*<.i-r*V 


a/*SCi>\  3  /fcÄCiJV  8/     (1+fc)«  ,  2(1 +fc)» 

-((1+*) +*)+%») 


2(1 +fc)«       2(l+fe)«  .  , 

•—     «« p      •■*'' 

fol^ch 
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und  somit  ist 

Setzt  man  in  dieser  Formel  zr=:K  nnd  mnltipl.  mit  2,  so  folgt 

23)  J=:E-PK 

n.    a>l 
In  diesem  Falle  setze  ich 

somit 
folglich 

24)  F.JP'  =  iS«Ä«r  =  a« 

WeQ  nun  a  >  1  ist,  so  setze  ich  2;  =  -  nnd  erhalte  aas  24) 
24')  Ät.iSt»-— i 

Wie  im  ersten  Falle,  wo  a  <  1  war,  nehme  ich  aach  hier  an,  dass 
«+0  —  2^  sei,  nnd  setze 


L  L, 


somit 


Ans  diesen  Gleichungen  folgt  nun 

^^       *""     VA?     l+ÄiS«'    ^""     Vifc  /l+ife5«« 

und  ans  diesen  Werten  für  x  nnd  y  erkennt  man  sogleich,  dass  z 
▼on  nnll  his  4Jk  lanfen  mnss,  damit  der  Pnnkt  (x,  y)  die  ganze  Gorve 
beschreibe.  Dieselbe  wird  ferner  durch  die  beiden  Axen  in  4  con- 
gmente  Teile  geteilt.  2  =  0  nnd  z^2K  geben  die  Schnittpunkte 
mit  der  Absdssenaxe,  während  z=^  K  nnd  z  =  3Z  diejenigen  mit  der 
Ordinatenaze  geben.    Aus  Gleichung  25)  folgt 

Axek.  4.  lUtii.  n.  PIits.    8.  BAiho,  T.  YH.  21 
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Wird  der  Strahl  nach  dem  Punkte  K—x  mitr'  bezeichnet,  so  folgt 

aas  26),  dass  

26')  Vi-tVl+ta« 

and  für  den  Strahl  r''  nach  dem  Punkte  s— 2*  ®>^^^^  ^^^^ 

folgUch 

27)  »^  =  i  =  *■"* 

Um  das  Correnelement  zn  erhalten,  gehe  ich  von  der  Formel 

ans.    Es  ist 

somit 

d(x+idif)(<b,-tdv)  =  -  8(^  -h)  ^  (^  -*)  -^  (f -') 

-c(f-.)c(f-.)*. 

folglich  ist 

28)  ds  =  rdz 
Ans  dieser  Formel  folgt  nun  sogleich 

i»    

Vl+k   pVl—kS* 
Vk    J   ViX^ 

0 

also  der  ganze  umfang 


<b* 


29)        .=  ^^^^7==* 


0 

oder  nach  früherem 

Ist  a  sehr  gross,  so  folgt  ans  dieser  Formel 
30')  ir=2Va« 
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WW  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  r  mit  der  AbsclBsenaxe  bildet, 
Bit  9  beseichnet  and  der  Inhalt  eines  Sectors  der  Fläche  mit  S, 
so  ist 

sonit 

0 

Ans  der  Formel 

erkennt  man  sofort,  dass 

SasDg 

Bt,  lomit 

8?       1— ab«5«4-ib«iS« 

8»~         l  —  h*S* 
folgUch 

0 

Ich  setze  nnn  wieder 

1  +  iS«— p 
wmit 

1-2^^+^      2(1+*)!      2(1+*)« 
^i-r*^       d+fcS»)»  p« ; 1-(1+*) 

Ferner  ist 

8  /feSCON  ^  2(1 +fe)«      2(1  + fc)» 

«>  ®=2MrS  +  M 

Um  den  vollen  Inhalt  zn  erhalten,  mnss  m=s  K  gesetzt  und  mit  4 
moltiplicirt  werden;  also 

(14-Jbffl!» ^  ^^^^^  ^^^  ^^^  Gleichung  des  Pe- 

riodenTerliftltnisses  in  Zusammenhang. 
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.'=(1+*)*,   üT' -  (i+*)jr',    i:'-i±*x,  s'  =  Jl+^ 

*'        l+ifcS»      '^       1+fcS» 

l±^(r+i)'«)  =  (-j:^j5(a-fc)(i+*s»)«+(i+fc)(i-fcs»)») 

""  (l-f-ArS*)» 

folglich  ist 

0  0 

Far  den  Zweck  der  Integration  ist  damit  aber  nichts  gewonnen; 
denn  nm  E*Bm{z')  in  den  anf  k  and  s  bezüglichen  Functionen  aus- 
zudrücken, muss  man  doch  dieselbe  Rechnung  yornehmen,  die  wir 
oben  durchlaufen  haben. 
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XVI. 

Einige  Sätze  über  geometrische  Orte  und 

Enveloppen   bei    Kegelschnittbüscheln   und 

Kegelschnittscharen^ 

Von 

Josef  Heller» 

k.  k.  Professor  an  der  SUatsoberrealscbale  in  Lies  a.  Donan. 


Im  69.  Teile  dieser  Blätter,  Seite  30  q.  ü,  f.  hat  Max  Greiner 
„aber  den  Ort  der  Berührungspunkte  der;  Tangenten  von  einem 
„Paukte  an  die  Kegelschnitte  einer  Schar  oder  eines  Büschels'^  unter 
1(10)  und  n(6)  zwei  Sätze  analytisch  nachgewiesen,  denen  sich  mit 
BQcksicht  auf  das  dualistische  Entsprechen  von  Eegelschnittbttscheln 
und  Kegelschnittscharen  einerseits  und  Punkten  und  Geraden  an- 
drerseits sofort  zwei  entsprechende  ebenso  allgemeine  Sätze  an  die 
Seite  stellen  lassen.  Im  Folgenden  sind  die  von  Greiner  bewiesenen 
Sätze  mit  la  und  2  a  bezeichnet,  und  werden  denselben  die  nach  den 
Gesetzen  der  Dualität  davon  abgeleiteten  Sätze  ohne  weiteres  gegeu- 
tlber  gestellt;  wir  erhalten  demnach: 


1  a)  yJ>eT  geometrische  Ort  der 
„Berahrongspunkte  aller  Tangen- 
,,ten,  die  von  einem  gegebenen 
Rankte  P  an  die  Kegelschnitte 
,,^er  Schar  gezogen  werden 
„kdimeii,  ist  eine  Gurve  3.  Ord- 
•^ung,  weldie  die  sechs  Schniit- 
^jponkte  der  vier  gemeinsamen 
^Tangenten  (Omndtangenten)  der 


1  b)  „Die  Enveloppe  aller  Tan- 
„genten,die  in  den  Schnittpunkten 
„einer  Geraden  g  mit  den  Kegel- 
„schnitten  eines  Büschels  an  diese 
„gezogen  werden,  ist  eine  Gurve 
„dritter  Classe,  welcher  die  sechs 
„Verbindungslinien  der  vier  ge- 
„meinsamenPunkte  (Grundpunkte) 
„als  Tangenten  und  die  gegebene 
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„Kegelschnittschar  enthält  und 
,,den  Punkt  P  zam  Doppelpunkte 
„hat." 

2  a)  ,,Der  geometrische  Ort  der 
,,Berflhrung8punkte  aller  Tangen- 
„ten,  die  von  einem  gegebenen 
„Punkte  F  an  die  Kegelschnitte 
„eines  Büschels  gelegt  werden 
9,können,  ist  eine  Gurve  dritter 
„Ordnung,  welche  die  Tier  Grund- 
,,punkte  des  Kegelschnittbflschels 
„und  den  gegebenen  Punkt  P 
„enth&lt" 


„Gerade    g    als 
„angehören." 


Doppeltangente 


2  b)  ,J)ie  Enveloppe  der  in  den 
„Schnittpunkten  einer  gegebenen 
„Geraden  g  mit  den  Kegelschnitten 
„einer  Schar  an  diese  gelegten 
,.Tangenten  ist  eine  Curve  dritter 
„Classe,  welcher  die  vier  Grund- 
„tangenten  der  Kegelschnittschar 
„und  die  gegebene  Gerade  als 
„Tangenten  angehören." 


Aus  den  vorstehenden  vier  S&tzen  lassen  sich  nun  sehr  leicht 
neue  S&tze  dadurch  finden,  dass  man  dem  Punkte  P,  beziehungs- 
weise der]  Geraden  g  eine  besondere  Lage  zuweist,  wie  dies  im 
Folgenden  ausgeftlhrt  werden  soll,  und  wollen  wir  uns  bei  diesen 
Erörterungen  der  Synthesis  bedienen,  weil  wir  auf  diesem  Wege 
schneller  zum  Ziele  zu  gelangen  glauben. 


Nehmen  wir  z.  B.  an,  der  Punkt 
P,  von  welchem  aus  an  alle  Kegel- 
schnitte einer  Schar  Tangenten 
gezogen  werden  sollen,  liege  auf 
einer  der  vier  gemeinsamen  Grund- 
tangenten, so  fällt  stets  mitidiesen 
Grundtangenten  eine  von  den  bei- 
den vom  Punkte  Pan  jeden  Schar- 
Kegelschnitt  möglichen  Tangenten 
zusammen,  und  da  ferner  jeder 
Kegelschnitt  der  Schar  die  ge- 
dachte Grundtangente  in  einem 
andern  Punkte  berührt,  so  er- 
failen  die  unendlich  vielen  Be- 
rührungspunkte die  ganze  Ge- 
rade; dieselbe  gehört  also  als 
Träger  einer  Punktreihe  der  im 
Satze  la  definirten  Curve  dritter 
Ordnung  an.  —  Diese  Curve  de- 
generirt  demnach  in  diesem  Falle 
in  eine  Gerade  als  Gebilde  erster 
Ordnung  und  einen  Kegelschnitt 


Nehmen  wir  an,  die  Gerade  g, 
in  deren  Schnittpunkten  mit  den 
Kegelschnitten  eines  Büschels 
Tangenten  an  diese  errichtet  wer- 
den sollen,  gehe  durch  einen  der 
vier  gemeinsamen  Grundpunkte, 
so  fällt  stets  mit  diesem  Grund- 
punkte einer  der  beiden  mög- 
lichen Schnittpunkte  dieser  Ge- 
raden g  mit  den  einzehien  Bü- 
schelkegelschnitten zusammen,  und 
da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
durch  diesen  Punkt  gehen,  ohne 
sich  zu  berühren,  so  schneiden 
sich  in  demselben  unendlich  viele 
Tangenten.  Dieser  Punkt  gehört 
also  als  Träger  eines  Strahlen- 
büschels der  im  Satze  Ib)  de- 
finirten Curve  dritter  Gasse,  ao. 
Diese  Curve  degenerirt  demnach 
in  diesem  Falle  in  einen  Punkt 
als   Gebilde  erster    Classe    and 
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als  Gebilde  zweiter  Ordomig.  — 
Da  auf  der  gedachten  Gmnd- 
tangente  schoii  3  Schnittpnnkte 
der  vier  Onmdtangenteii  liegen, 
80  werden  die  drei  anderen  anf 
den  Kegelschnitten  zn  snchen  sein ; 
somit  folgt: 

3a)  ,^e  Berühningspnnkte  der 
„Tangenten,  welche  von  einem 
,,PQnkte  P,  der  anf  einer  Orand- 
„tangente  einer  Kegelschnittschar 
fliegt  an  die  einzelnen  Kegel- 
„schnitte  der  Schar  gezogen  wer- 
„den,  liegen  anf  einem  Kegel- 
,VBchnitte,  welcher  durch  die  drei 
^Schnittpunkte  der  drei  anderen 
„Grandtangenten,sowie  auch  durch 
„den  Pnnkt  P  hindorchgehf' 


Liege  ferner  der  Punkt  P,  von 
welchem  ans  an  alle  Kegelschnitte 
eines  Bflschels  Tangenten  gezogen 
werden  sollen,  auf  einer  Verbin- 
dungslinie zweier  Grundpunkte, 
so  ist  auch  sofort  klar,  dass  diese 
Verbindungslinie  als  Träger  einer 
Punktreihe  dem  geometrischen 
Orte  der  Berahrungspunkte  ange- 
hören muss;  denn  diese  Gerade 
ist  als  ein  Teil  eines  in  ein  Ge- 
radenpaar degenerirenden  Bflschel- 
kegelschnittes  zu  betrachten,  und 
jeder  Punkt  dieser  Geraden  kann 
als  BerOhrungspunkt  gelten.  Die 
im  Satze  2a)  definirte  Curve 
dritter  Ordnung  degenerirt  dem- 
nach auch  in  diesem  Falle  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt, 
wobei  nur  auf  dem  letzteren  die 
eigentlichen  Bertlhrungspunkte 
liegen,  während  die  Gerade  keinen 
einzigen   BerOhrungspunkt   eines 


einen  Kegelschnitt  als  Gebilde 
zweiter  Classe.  Da  durch  den 
gedachten  Grundpunkt  schon  3 
Verbindungslinien  der  vier  Grund- 
punkte gehen,  so  werden  die  drei 
anderen  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt sein;  daher  folgt: 

3b)  „Die  Tangenten,  welche  in 
„den  Schnittpunkten  einer  Gera- 
„den  ^,  die  durch  einen  Grund- 
„punkt  eines  Kegelschnittbttschels 
„hindurchgeht,  mit  den  einzelnen 
„Kegelschnitten  des  Büschels  an 
„diese  gezogen  werden ,  nmhflllen 
„einen  Kegelschnitt,  welcher  von 
„den  drei  Verbindungslinien  der 
„drei  anderen  Grundpunkte,  sowie 
„auch  von  der  Geraden  ff  bertthrt 
„wird/* 

Gehe  ferner  die  Gerade  g  in 
deren  Schnittpunkten  mit  den  Ke- 
gelschnitten einer  Schar  an  diese 
Tangenten  gezogen  werden  sollen, 
durch  einen  Schnittpunkt  zweier 
Grundtangenten  hindurch,  so  folgt 
sogleich,  dass  wieder  dieserSchnitt- 
punkt  als  Träger  eines  Strahlen- 
bttschels  der  Enveloppe  der  Tan- 
genten angehören  muss;  denn 
dieser  Punkt  ist  als  ein  Teil  eines 
in  ein  Punktepaar  degenerirenden 
Scharkegelschnittes  zu  betrachten, 
und  jeder  durch  diesen  Punkt 
gezogene  Strahl  kann  als  Tan- 
gente gelten.  Die  im  Satze  2b) 
definirte  Gurve  dritter  Classe  de- 
generirt demnach  auch  in  diesem 
Falle  in  einen  Punkt  und  einen 
Kegelschnitt,  wobei  nur  der  letz- 
tere von  den  eigentlichen  Tan- 
genten umhallt  wird,  während 
durch  den  Punkt  keine  einzige 
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eigentlichen    Kegelschnitts,    son-  Tangente  eines  eigeatlicheB  Kegel- 

dern  nur  aus  Punkten  eines   in  Schnittes  der  Schar  bindnrchgebt, 

ein  Geradenpaar  degenerirenden  sondern   nnr   Strahlen,   die    als 

Kegelschnittes   des  Baschels   be-  Tangenten  eines  in   ein  Pnnkt- 

steht.  paar  degenerirenden  Keg^schnitr 

iL^'.  T»^  1  .  1-x      i.  j     n  X    ft  V  tes  der  Schar  gelten  können. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Satz  2a)  ° 

ergibt  sich  demnach:  Mit  Backsicht  auf  den  Satz  2b) 

ergibt  sich  demnach: 


4a)  „Die  Berühmngspankte  der  4b)  „Die  Tangenten,  welche  in 

„Tangenten,  welche  von   einem  „den  Schnittpunkten  einer  Oera- 

„Punkte  P  der  auf  der  Yerbin-  „den  ^,  welche  durch  den  Schnitt- 

,.dung8linie  zweier   Grundpunkte  „punkt    zweier    Gnindtangenten 

,4iegt,  an  die  Kegelschnitte  eines  „hindurchgeht,    mit  den   Kegel- 

„Bttsdiels  gezogen  wergen,  liegen  „schnitten  einer  Schar  an  diese 

„auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  „gezogen  werden,  umhttllen  einen 

„durch  die  beiden  anderen  Grund-  „Kegelschnitt ,  welcher  von  den 

„punkte  hindurchgeht/^  „beiden  anderen  Orundtaogenten 

„berührt  wird." 


Andere  Sätze  ergeben  sich  aus  den  Sätzen  1)  und  2),  wenn  man 
den  Punkt  P  beziehungsweise  die  Gerade  g  unendlich  fem  annimmt 
und  bedenkt  y  dass  die  beiden  Berührungspunkte  der  Tangenten  an 
einen  Kegelschnitt,  die  von  einem  unendlich  fernen  Punkte  aus- 
gehen,  auf  einem  Durchmesser  liegen,  und  dass  andererseits  Tan- 
genten an  einen  Kegelschnitt,  deren  Berührungspunkte  unendlich 
weit  liegen,  Asymptoten  genannt  werden.  So  können  die  Sätze  la) 
und  2a)  unter  der  Voraussetzung ,  dass  der  Punkt  P  unendlich  fem 
liege,  in  den  folgenden  Satz  zusammengefasst  werden: 

5)  „Die  Endpunkte  aller  Durchmesser  der  Kegelschnitte  eines 
„Büschels  oder  einer  Schar,  welche  derselben  Sehnenrichtung  coiyu- 
„girt  sind,  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung;  der  dieser  Seh- 
„nenrichtung  zugehörige  unendlich  ferne  Punkt  ist  bei  der  Eegel- 
„schnittschar  ein  Doppelpunkt  der  Gurve." 

Femer  ergeben  die  Sätze  Ib  und  2b  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Gerade  g  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
zusammenfällt,  folgenden  Satz: 

6)  „Die  Asymptoten  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder 
„einer  Schar  umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe;  beim  Kegelschnitt- 
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^Midiel  ist  die  unendlich  feine  Gerade  Ar  diese  Corve  eine  Dop- 

^taagente.^ 

Der  letzte  Satz   wurde,    jedoch  nur   fflr  KegelBchnittbttschel, 
ucb  Ton  M.  Trebitscher  auf  einem  anderen  Wege  gefunden  ^). 

linz,  im  Februar  1887. 


1)  Bitraogsberichte  der  k.  k.  Akad«  d.  Witientcb.  in  Wien.  LXZXI. 
Bind.    IL  Abtb.    Seite  1080  n.  f. 

Vergldcbe  ferner  J.  Heller:  Kegelschnittbüecbel  und  Kegelschnittachareo. 
Lna  1887.     Selbstrerlag. 
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XYU. 

Ueber  Kraftlinien  der  Anziehung  von  Linien. 

Von 

R.  Hoppe. 


Kraftlinie  (auch  wol  staÜBche  Bahn)  eines  Punktes  beisst  die- 
jenige Linie,  deren  Tangente  die  Richtung  der  anf  den  Berflhrangs- 
pnnkt  wirkenden  Kraft  darstellt  Sie  l&sst  sich  daher  denken  als  die 
Bahn  eines  Punktes,  der  ohne  Beharrung  in  jedem  Augenblicke  der 
Kraft  folgt. 

Besteht  die  Kraft  in  der  Anziehung  eines  Oebildes,  so  geht 
durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine,  und  im  allgemeinen  nur  eine 
Kraftlinie;  letzteres  erleidet  nur  Ausnahmen  in  Punkten  des  Gleich- 
gewichts. Durch  die  Gesamtheit  der  Kraftlinien  einer  bestimmten 
Anziehung  wird  demnach  der  Raum  in  ein  System  nn verzweigter, 
weder  sich  noch  einander  schneidender  Linien  geordnet,  die  nur  in 
gewissen  Gleichgewichtspolen  zusammenlaufen  können. 

Das  Kraftliniensjstem  bestimmt  die  Anziehung  nur  einseitig; 
durch  eine  Schar  transversaler  Flächen  würde  man  die  ganz  unbe- 
stimmt bleibende  Intensität  darstellen  können,  worauf  ich  nicht 
eingehe. 

Das  Folgende  bebandelt  nur  Beispiele  ebener  Kraftliniensysteme 
der  Newton*schen  Anziehung  ebener  Linien. 

S.  1. 

Die  anziehende  Linie  sei  eine  begrenzte  Gerade.  Sie  sei  Aie 
der  «,  ihre  Mitte  Anfang  der  x^,  ihre  Grenzen  x  =  ±,a^  die 
Goordinaten  des  angezogenen  Punktes  x^  y.  Da  das  gesuchte  System 
symmetrisch  zu  beiden  Axen  ist,  so  können  wir  x  und  y  positiv  an- 
annehmen. 

Bezeichnet  ds  das  Element  einer  beliebigen  Linie,  q^  dessen 
Polarcoordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Gentrum,  und  h  den 
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Abstand  des  Centrams  von  der  Tangente  der  Linie,   so  ist  das  dop- 
pelte I>reieck  zwischen  de  and  dem  Gentmm 

—  ä8*  —  Q^d<p 


Diese  Grösse  drückt,  wenn  man  die  Anziehung  der  Linieneinheit  in 
der  Entfernung  1  =  1  setzt,  die  Anziehung  von  ds  auf  das  Gentrum, 
und 

flycosy       8y  siny 

deren  Componenten  aus.  Ist  nun  dio  Linie  gerade,  so  ist  h  con- 
stant,  daher  erhält  man  nach  Integration  die  Componenten  der  An- 
ziehung der  ganzen  Linie: 

siny  — siny^                cos  y^— cos  y 
j[  «  A  '       ^ h  vi) 

wo  ^,  yi  den  Enden  entsprechen,  9>  >>  9»i  und  A  >•  0  ist 

In  nnserm  Falle  ist  (xy)  das  Centrum,  und  A  —  y,  ferner 

+a — X  — y 

cos.y  = ;    smy  —  — ^ 

—  a — X       .  — y 

cos  9 .  =-  :    sin  y .  «  — 

woraus: 

cotyi+coty  2a 

cot^i — coty'       '      cotyj  — coty 
^  ^<^ty— Scoty^ 

dx  ""  cot  9|  d  cot  y  —  cot  y  d  cot  y^ 

Flllirt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  der  Kraftlinie  Ydx—Xhy 
—  0  ein,  so  geht  sie  nach  Division  durch  den  positiven  Factor 
1  —  co8(y— 9i)  über  in 

sin  y   '  sin  y^  "" 
Das  Integral  ist: 

tgjtg|-c  (2) 

und  zwar  ist,  weil  y  und  y^  zwischen  2R  und  4R  liegen,  c  stets 
positiv.  Bational  ausgedrückt  in  a?,  y  lautet  die  Gleichung  des  Eraft- 
liniensjstems: 

Vi  — V    a*""       4c      a«""^  ^^^ 

Die  Excentridtät  dieser  Hyperhebi  ist  »  a.    Bei  Substitution  von 
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-  f flr  c  bleibt   die   Oleichung  unverändert;  daher  ist  das  System 

schon  Yollst&ndig,  wenn  c  yon  0  bis  1  variirt.  Dann  variirt  die 
Hanpthalbaxe  von  a  bis  0,  die  Nebenhalbaxe  von  0  bis  a.  Das  Re- 
sultajb  ist  der  Satz: 

,,Die  Kraftlinien  der  Anziehung  einer  begrenzten  Geraden  bilden 
„ein  System  confocaler  Hyperbeln,  deren  Brennpunkte  in  den  £nd- 
,,punkten  der  Geraden  ]iegen'^ 

Die  Hyperbeln  erzeugen  beiYariation  von  c  die  ganze  Ebene,  an- 
fangend in  den  Verlängerungen  der  Geraden  und  endigend  in  der 
halbirenden  Normale. 

Ist  die  Gerade  nach  positiver  Seite  hin  unbegrenzt,  so  setze  man 

c 
x--a  Statt  x^  dann  j-  statt  c,  dann  a  «»qo.    GL  (3)  geht  Aber  in 

und  stellt  ein  System  confocaler  Parabeln  dar,  deren  Brennpunkt  im 
Anfang  der  Geraden  liegt  Wächst  c  von  0  bis  oo^  so  erzeugt  die 
Parabel  die  ganze  Ebene,  beginnend  in  der  negativen  Verlängerung 
der  Geraden  und  zustrebend  der  Normale  «  »  oo. 

Ist  die  Gerade  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt,  so  bilden  offen- 
bar ihre  Normalen  das  Eraftliniensysystem. 


Der  Fall,  wo  die  anziehende  Linie  gerade  ist,  scheint  mir  der 
einzige  zu  sein,  ftlr  welchen  die  Berechnung  des  Kraftliniensystems 
•ich  ausflkhrcn,  d.  h.  die  Gleichung  Ydx  =s  Xdy  sich  integriren  lässt 

Die  Kraftlinien  eines  anziehenden  Kreises  sind  offenbar  seine 
Radien,  bieten  mithin  kein  Problem  dar. 

Dennoch  kann  man  auch,  aa  andern  Kraftliniensystemen  einige 
Bemerkungen  machen. 

Von  selbst  leuchtet  ein,  daas  jede  Gerade,  die  Teil  eines  an- 
ziehenden (xebildes  ist,  in  jedem  ihrer  Punkte,  mit  Ausnahme  ihrer 
Endpunkte,  von  einer  B[raftlinie  normal  geschnitten  wird.  Dass  von 
Curven  im  allgemeinen  dasselbe  gilt,  möchte  wol  nicht  unmittelbar 
einleuchten. 

Sei  ein  Punkt  unendlich  nahe  der  anziehenden  Curve  <,  die  von 
ihm  darauf  gefällte  Normale  Axe  der  y^  die  Tangente  im  Fusspunkte 
Aie  ctor  «,  also  0,  y  die  Goordinaton  jenes  Puktes,  «i,  )i^  die  eines 
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vm  s  Tom  Anfang  abstehenden  Punktes.  Bexeicbneo  t»,  u\  u"  ,  .  . 
die  Krammnng  und  deren  Differentialqnotienten  nach  #  im  Anfang, 
so  erhslt  man  dnrch  Reihenentwickelnng: 

14*  1 

fl?4  =  «  —  g  **  —  8******  "^  •  •  • 

»«  =  2*       6  •'+••• 

Ist  9  der  Abstand  der  Punkte  (O.y)  nnd  (tc^,  y,),  and  m&n  setzt: 

c»  -  ««+y» 
so  findet  man: 

•-•  -  '-'V^+8  ««+  -8"  ^•  +  -+  2  -  ^+  •••) 

ft,""  «»V^^e  •   ~   8   *  "'"8   ff»"'"   8   ff»+  2  ff»  'T'-) 
fi — y       t» »»  j^  «'  »*  j^  u»  »•  j^  t«»tt'  »^        y    , 
~^'"2ff»"^'6    ff»  "^^  16  i*"^' "12"  ö»"  «»■*■••  • 

/**i8.       W  ,  /4ff»  -y«      ,     ff+»\ 

— • 

Hier  bedeuten  ±<  die  Grenzen  des  anziehenden  Bogens.    Ist  nnn  s 

unendlich  klein  nnd  j  gleichfalls,  so  ist  lim  ^  "="  1)  ui^d  die  Hanpt- 
werte  sind: 

and  l&ngs  der  Kraftlinie  hat  man: 

dy      r  2 


-       w(.-|)^ 


—  00 


wofern  «,  «c'  endlich  sind.  Bei  verschwindendem  y  hat  also  die  An- 
ziehnng  normale  Richtung  gegen  die  Curve,  und  dies  Besultat  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  die  Gnrve  nach  beiden  Seiten  beliebig  yerl&n- 
gert,  weil  dann  das  unendlich  kleine  X  nur  endlich  wird,  wfthrend 
das  «nendlich  grosse  F  unendlich  gross  bleibt 
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Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  anziehende  Linie  von  ihren  Kraft- 
linien normal  geschnitten  wird  mit  Ausnahme  derer,  die  dorch  ge- 
wisse Punkte  gehen.  Aasgenommen  können  sein  Doppelpunkte  und 
Punkte,  in  denen  der  Krümmungsradius  null  ist,  insbesondere  Rflck- 
kehrpunkte. 

In  Betreff  der  Doppelpunkte  leuchtet  ein,  dass  eine  Symmetrie- 
axe  einer  anziehenden  Figur  stets  deren  Kraftlinie  ist  Demnach 
ist  auch  die  Halbirungslinie  eines  Winkels  von  gleichen  Schenkeln 
Kraftlinie  dieses  Winkels,  und  somit  ein  Beispiel  einer  Kraftlinie, 
welche  die  anziehenden  Schenkel  unter  schiefen  Winkeln  schneidet, 
während  in  einem  dem  Scheitel  noch  so  nahen  Punkte  eines  Schen- 
kels normaler  Schnitt  stattfindet.  Da  die  Wirkung  endlich  femer 
Teile  der  Figur  auf  einen  dem  Scheitel  unendlich  nahen  Punkt  gegen 
die  der  unendlich  nahen  Teile  verschwindet,  so  folgt,  dass  die  An- 
fangsrichtung  der  von  einem  Doppelpunkt  einer  Curve  ausgehenden 
Kraftlinie  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  der  zwei  Gurven- 
zweige  halbirt.  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Linien,  als  Scheitel 
von  zwei  Par  Scheitelwinkeln,  ist  demnach  auch  Schnittpunkt  zweier 
Kraftlinien,  die  sich  unter  rechten  Winkeln  treffen. 


§.  3. 

Gurvenpunkte,  in  denen  der  Krümmungsradius  null  ist,  sind 
Endpunkte  oder  Rückkehrpunkte.  In  beiden  Fällen  ergibt  sich  un- 
abhängig vom  Krümmungsradius,  der  auch  endlich  oder  unendlich 
gross  sein  kann,  dass  die  den  Endpunkt  oder  Rückkehrpunkt  tref- 
fende Kraftlinie  eine  Verlängerung  der  Gurve  in  gleicher  Richtung 
bildet. 

Sei  nämlich  O  ein  Endpunkt  der  Gurve  e,  P  ein  Punkt  ausser, 
halb  der  Endtangente  T  und  08  ein  Bogen  von  <;  dann  liegt  S  fftr 
alle  hinreichend  kleinen  OS  auf  derselben  Seite  der  (Geraden  OP. 
Ist  nun  OP '^  r  unendlich  klein ,  OS '^  iir^  und  fi  endlich,  so  ist 
auch  PS :  r  endlich,  daher  die  von  P  ausgehende  Kraftlinie  PL  inner* 
halb  des  Winkels  OPS  —  a  enthalten ,  und  zwar  Wkl.  OPL  —  l 
endlich.  Wächst  jetzt  05,  so  wächst  im  Anfang  <s  und  ebensolange 
A.  Erreicht  a  ein  Maximum  bei  8^  S^^  so  ist  OS^  endlich,  mithin 
OSi :  r «»  j»!  unendlich  gross.  Ist  die  Gurve  <  in  O  und  S2  begrenzt, 
so  verschwindet  die  Anziehung  ihres  Restes  ;S|  Sf  gegen  die  von  OS, 
also  auch  gegen  die  von  OjSj,  und  A  bleibt  bis  S^  S^  endlich.  Im 
Fall  o  kein  Maximum  hat,  findet  dasselbe  ohnedas  statt  Folglieh 
kann  PL  den  Punkt  O  nicht  erreichen  und  muss  3  in  einem  andern 
Punkte  treffen.    Dies  gilt  für  alle  Nachbarpunkte  von  O,  die  nicht 
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nf  7  liegen,    so  dass  nur  die  Yerlängerang  der  Endtangente  als 
eiizig  mögliche  Aasgangsrichtnng  der  Kraftlinie  ans  O  abrig  bleibt. 

Ist  die  Gnnre  nach  S^  hin  unbegrenzt ,  so  bat  ihre  Anziehung 
auf  P  nicht  immer  eine  bestimmte  Richtung.  Soll  eine  solche  ezisti- 
reo,  80  moss  bei  nnendlichem  Wachsen  von  OS^  sich  l  nur  nnend- 
Bcb  wenig  ftndem.    Das  Resultat  besteht  also  fort. 

Bei  Rflckkehrpunkten  Iftsst  sich  die  vorstehende  Betrachtung 
auf  beide  Carvenzweige  anwenden  und  ergibt  dasselbe. 

§.  4. 

Der  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist  Oleichgewichtspunkt  der  An- 
nehnng  des  ganzen  Kreises  und  Schnittpunkt  aller  Kraftlinien.  Un- 
temeben  wir  in  beiden  Beziehungen  ^Ke  Anziehung  eines  Kreisbogens. 

Der  Radius  sei  a,    der  Mittelpunkt  Anfang  der  xy^  die  8ym- 

metrieaze  des  Bogens  2aßAxe  der  x.    Seien  x  =  rcos^,  y  —  rsing) 

die  Coordinaten  des  angezogenen  Punkts,  q  sein  Abstand  vom  Bogen- 

element  add-.    Dann  sind  die  Componenten  der  Anziehung  des  so 

begrenzten  Kreisbogens: 

ß  ß 

(acoBd-T  cos  (p)aBd-  /^(osin^—  r8iny)a8^ 


-/ 


-/' 


q9  »-"-"./  «S 


Bad  zwar  ist 

Iit  r  unendlich  klein,  so  hat  man  nach^Entwickelung  auf  1.  Ordnung: 

^-•-a-3[l+Jcos{^--9.)+  ..] 

Fshrt  man  dies  mit  Yemachlässigung  höherer  Potenzen  von  r  ein, 
K  ergibt  die  Integration: 

X  —  2^{4a8in|3+(2/J+3sin2/?)») 
Y --  ^t(2ß^S9hi2ß)if 

Hieraas    ersieht   man,   dass   ein  Oleichgewichtspunkt   existirt, 
oaheza  f&r 

4a  sin  ß 
* 2/J+3sin2^'    ^"""  ^^^ 

wofern  dieser  Bruch  hinreichend  klein  ist  Ftlr  ^  <C  B  ist  er  nie 
<h  überdies  ist  der  Fall  nur  denkbar,  wenn  x'^aeosß  ist, 
wonos:  /}>*  B.    Demnach  muss  2B  — ^  hinreichend  klein  sein. 
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In  anendlicher  N&he  des  Hittelpnnkts  findet  man  die  Oleichang 
der  Kraftlinien,  als  Integral  der  Oleichnng  yfle-— JT^  =  0: 

2/?--8siB  2ß  ^_. 


nai^  »ü  uaoB  lui  p -v^  fo  »w  ^•^ „... 

zwei  existiren.    Die  Berechniing  von  ß^^  verspare  ich  Ar  daen  spä- 
tem Aufsatz. 
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XVIII. 
Die  Lemniskate. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Während  Kreis  and  Kegelschnitte  vermöge  ihrer  hervorragenden 
Bedeutung  in  der  Curveutheorie  von  jeher  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  an  sich  gefesselt  haben  nnd  mit  besonderer  Vorliebe 
nntersucht  worden  sind,  kann  von  der  Lemniskate  nicht  gerade  das- 
selbe behauptet  werden,  obschon  das  Entstehungsgesotz  dieser  Curvo 
auf  ganz  besondere  Eigenschaften  derselben  schliessen  lassen  musste. 

Der  Hauptgrund  dieser  Erscheinung  mag  wol  der  sein,  dass  die 
Corve,  als  vom  vierten  Grade,  den  bisherigen  Auflösungsmethoden 
ihrer  Gleichungen  sich  nicht  zugänglich  zeigte,  da  diese  zwar  einer 
analytischen,  nicht  aber  einer  geometrischen  Interpretation  unter- 
zogen werden  können,  was  doch  für  das  volle  Verständnis  einer  Gurve 
erforderlich  ist 

Die  Lemniskate  ist  als  eine  Art  von  Grenzfall  zweier  verschie- 
denen Curvensysteme  anzusehen,  indem  sie  einerseits  den  Cassini- 
scheu  Linien,  andererseits  den  Fusspunktcurven  der  Kegelschnitte 
angehört.  Aus  dieser  bevorzugten  Stellung  lässt  sich  schon  a  priori 
erkennen,  dass  in  ihr  die  Eigenschafton  beider  Gattungen  sich  ver- 
einigt finden  werden.  Es  kommt  also  nur  noch  auf  die  zweckmässigste 
Methode  an,  um  sich  erfolgreichen  Eingang  in  diese  Gurve  zu  ver- 
schaffen. 

Indem  wir  uns  nun  fast  ausschliesslich  derjenigen  Methoden  bedienen, 
welche  wir  in  früheren  Abhandlungen  entwickelt  haben,  glauben  wir,  dass 
die  daraus  hervorgegangenen  Resultate  sämtlich  neu  sind  und  wegen 
ihrer  Vielseitigkeit  einiger  Aufmerksamkeit  wol  wert  erscheinen. 

Aieh.  d.  Math.  u.  Phjrs.    2.  fieihe,  T.  VU.  22 
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Wir  geben  zuerst  die  Beziehungen  der  Lemniskate  za  einer  sie 
schneidenden  Geraden,  betrachten  den  Fall  der  Tangente  und  der 
Brennpunktsgeraden  genauer  und  stellen  wegen  ihrer  Verwandtschaft 
zum  Kreise  die  Bedeutung  der  Focal-Polar-  und  Scheitelwinkel  unter 
steter  Berücksichtigung  der  allgemeinen  Curven  eingehend  dar. 

Ebenso  entwickeln  wir  unter  Anwendung  der  Cosinusrcsolventen 
die  Relationen  zwischen  Curvo  und  Kreis,  vergleichen  sie  mit  denen 
der  Kegelschnitte,  namentlich  der  gleichseitigen  Hyperbel  und  führen 
alsdann  die  Linien  gleicher  Producte  oder  Potenzen  ein. 

Die  auf  die  Rectiücation  der  Lemniskaten  sich  beziehenden 
hyperelliptischen  Integrale  haben  wir  vermittelst  einer  Transformation 
einer  geometrischen  Discussion  zugänglich  gemacht  und  die  daraus 
hervorgehenden  Sätze  und  Relationen  mit  analogen  aus  der  Theorie 
der  isogonalen  Verwandtschaft  in  interessante  Verbindung  gebracht. 
Die  hierauf  bezüglichen  Reihenentwickelungen  zeichnen  sich  durch 
besondere  Einfachheit  aus,  was  seinen  Grund  in  der  Wahl  einer 
Variabelen  hat,  die  sich  vor  allen  übrigen  durch  ihre  leichte  Verwen- 
dung empfahl. 

Ferner  ermöglicht  die  Curve  in  Verbindung  mit  den  Kegel- 
schnitten eine  geometrische  Construction  des  Addiiionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  der  1.  Art,  und  bei  der  Einführung  der  ellip- 
tischen Integralfunctionen  ergeben  sich  mannigfache  anregende  Sätze 
über  Rectificationsverhältnisse  auf  allgemeinster  Grundlage,  die  einer 
weiteren  Durchbildung  und  Verwertung  fähig  sind. 

Von  besonderem  Werte  dürften  die  conformen  Abbiidiingen  neu 
eingeführter,  den  Lemniskaten  verwandter  Gnrven  sein,  indem  sie  in 
geometrischer  Hinsicht  manches  neue  bieten  und  sich  auch  den  Prin- 
cipien  der  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  in  anschmie- 
gendster  Form  unterwerfen. 

Im  Anschlnss  daran  begründen  wir  eine  neue  Curvengattnng, 
die  der  lonoiden,  welche  als  eine  Art  von  Geschwindigkeitscurven 
dem  Hamilton'schen  Hodograph  in  etwa  verwandt  sind  und  die  Be- 
wegungsverhältnisse der  einen  Curve  auf  die  ihr  verwandte  in  ele- 
gantester Art  übertragen  lassen. 

Wir  geben  Anwendung  davon  in  der  Central-  und  Warfbe- 
wegung, in  der  Bewegung  auf  der  Cykloide;  der  Trochoide,  dem 
Kreise  und  der  Ellipse,  sowie  auch  in  den  elliptischen  Schwingua- 
gcn.    Sic  zeigen  die  Bedeutung  der  Lemniskaten  in  neuem  Lichte. 
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Zum  Beschluss  haben  wir  Boch  der  Carve  einen  Abschnitt  ge- 
widmet, in  welchem  wir  iFennittelst  derselben  eine  geometrische 
CoDstrnction  der  Wurzotn  der  Gleichungen  4,  Grades  herieiten. 


§  1. 
Die  Gleichungen  der  Lemniskaton. 

Die  allgemeine  Gleidiung  der  Lemniskaten  oder  Cassinischen 
Linien  in  rechtwinkeligen  Coordinatcn  ist 

1)  (a.»+y«)t-2c«(x«-s^«)-f  c*  =  3* 

Diese  Curven  sind  vom  vierten  Grade  und  stellen  den  geome- 
trischen Ort  aller  derjenigen  Punkte  dar,  f&r  welche  das  Product 
der  Leitstrahlen  mn  nach  den  Brennpunkten  ±c  eine  constante 
Grösse  q^  ist. 

In  Polarcoordinaten  würde  die  Gleichung  sein 

2)  r*  -  2c«  r«  cos  2y  +  c*  «  (z* 

Nicht  unerwähnt  wollen  wir  lassen,  dass  die  Gleichung  auch  in  fol- 
gender neuen  Form  sich  darstellen  lässt: 


S) 


)/£+"**  |/Ä-^-" 


Die  Leitstrahlen  mn  mögen  den  Winkel  S  miteinander  ein- 
schliessen.  Nun  ist  aber  für  jedes  Dreieck,  dessen  Basis  2c,  dessen 
Mittellinie  r,  und  dessen  Winkel  an  der  Spitze  S  ist,  leicht  die 
folgende  Formel  zu  beweiten: 

♦«Ä      2cr8m<p 

woraus 

cos  S  = 


y^  — 2c«r«C0s29  +  c* 

folgt    <p  ist  die  Neigung  von  r  gegen  c. 

Daher  ist  für  die  Lemniskate  im   allgemeinen  die  folgende  Re- 
lation gültig 

4)  r«  =  c«+g«COSÖ 

wonach  zwischen  dem  Radiusvector  r  und  dem  Focalwinkel  S  eine 
sehr  einfache  Beziehung  besteht,  die  uns  später  von  grossen  Nutzen 
seiu  wird.    Den  Krümmungshalbmesser  erhält  man  aus 

22* 
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Für  die  Brennstrahlen  mn  findet  man  leicht 

^> 

n  V2  -  Vr«  +  c«  +  2«  —  yr»4-  c«  -  2« 
oder 


6) 


^  -  |/c«+9«cosie« + Y^-  «^«'^  *^* 


nnd   die  Abhängigkeit   zwischen  B  nnd   9  drückt   sich    durch   die 
Formel 

2c  ,  sine 

«*       ^        yc«  +  2«co8e 

aas.    Der  Winkel  zwischen  Normale  nnd  Yector  r  sei  A,  so  ist 

c* 

8)  sinA  = -^B^^'^^ 

Für  die  Lemniskate  im  engeren  Sinne  werden  diese  Relationen 
einfacher.    Die  Polargleichong  wird  f ür  c  —  5 

9)  r««a«C08  2<p,         a8«2c« 

worin  ±a  die  Scheitelradien  der  Curvo  bezeichnen.    Man  kann  sie 
auch  durch 

9)  r  — acosi© 

ersetzen,  woraus 

cos  29  —  cos  ^8^    folgt. 

Aus  der  Formel  für  den  Winkel  zwischen  Normale  nnd  r  folgt, 
dass  er  das  Doppelte  des  Polarwinkcls  is^ 

Die  Brennstrahlen  sind 

wV2  — y^Hp+r 

10)  

ny2-ya»+r«  — r 

Bemerkenswert  ist  noch,  dass  die  Halbirungsgerado  von  6  mit 
r  den  Winkel  q>  einschliesst  Bezeichnet  man  daher  die  Winkel 
zwischen  Normale  und  m,  n  mit  f,  €',  so  ist 

11) 
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Sehliessen  ferner  mn  mit  der  positiven  Achse  die  Winkel  y,  Yi  ^^°> 
so  folgt 

12) 

Aas  dieser  Relation  entspringen  einige  Sätze  Aber  Focal-  nnd 
Centriwinkel,  die  wir  andeuten  wollen. 

FtiT  2  beliebige  Punkte  PiPfy  oder  ^^i^i^j  und  ^^s^s/s  bestehen 
die  Beziehungen 

y,    -.2g>,+ie 

y/-2gp,-.ie, 

Durch  Snbtraction  folgt,  wenn  y^—y^^mQ  etc. 
a-2(<p,-.tp,)  +  i(Ö,-e,) 

also 

«+/5  —  4(9i  — 9t)  —  4^ 
oder 

13)  ö^i(a  +  ß) 

Hierbei  mnss  auf  die  Lage  der  Sehne  i\  P«  gegen  die  Focallinie  2c 
Rücksiciit  genommen  werden: 

1.  Fall    Die  Sehne  trifft  verlängert  keinen  Punkt  der  Focallinie 
2e.    Dann  folgt: 

Der  Centriwinkel  ist  gleich  dem  4ten  Teil  der  Summe 
der  beiden  Focalwinkel,  welche  mit  ihm  auf  gleichem 
Bogen  stehen. 

2.  Fall.    Die  Sehne  schneidet  verlängert  2c: 

Der  Centriwinkel  ist  gleich  dem  4ten  Teil  der  Differenz 
der  beiden  Focalwinkel,  weiche  mit  ihm  auf  gleichem 
Bogen  stehen. 

3.  Fall.    Die  Sehne  geht  durch  einen  Brennpunkt: 

Der  Centriwinkel  ist  gleich  dem  4ten  Teil  des  Focal- 
winkels,  welcher  mit  ihm  auf  gleichem  Bogen  steht. 
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§2. 

Die  Lemniskate  and  die  Gerade. 

Die  Gerade  habe  gegen  die  Achse  die  Neigung  t  and  vom  Cen- 
tram den  Abstand  h.    Vermöge  der  Formeln 

r«  —  a*C082^,        A  =  r8in(9)  — r) 

erhält  man  dorch  Elimination  von  r 

14)  tg9*(Ä«+2c*coST*)  — 2c*8in2Ttgg>«+2(Ä«— c*co82T)tg9* 

+  2c»sin  2t  tg  9  +  Ä*  -  2c«8in  r*  —  0 

Die  nachfolgende  Untersachang  derselben  gründet  sich  auf  die 
in  §  12.  unserer  Abhandlung:  Trig.  Aufl.  biquadr.  Gleichungen  ge- 
gebenen Formeln. 

Die  Gleichung  hat  die  Gestalt 

tg9*— ^tg9»+-Btg9»+i4tg9)+2>-0 

Wir  berechnen  zunächst 

und  finden 

15)  g?,  +  g'2  +  g'a+9^4  =  2T+3600 
d.  4- 

Die  Summe  der  Winkel,  welche  die  Radien  nach  den  Schnitt- 
punkten von  Gerade  und  Lemniskate  mit  der  Achse  bilden,  ist  gleich 
dem  doppetten  Neigungswinkel  der  Geraden  -|-360<^. 

Ftlr  parallele  Geraden  bleibt  demnach  die  Summe  constant 

Die  Cosinusresolvente  ist: 

(2ä»  \  2ä* 

-^  +  cos  2t  I  cos  00«  -| — 2^  =  0 

deren  Wurzeln 

^1  =  Vl  +  92"9S^V4 

17)  flOg  «  gpj  —  qpj-j-  ^3 — fp^ 

»a  =  9i  — 9j  — Vs+94 
sind. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  derselben  zu  gewinnen ,  wollen 
wir  die  kubische  Gleiehnng  auf  anderem  Wege  darstellen. 
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Ton  einom  Pankte  R(a)  ziehen  wir  eine  Secante  dorch  die 
Curye,  welche  mit  R  den  Winkel  d  einschliesst. 

Die  von  ll(a)  aus  gerechneten  Secantenabschnitte  bezeichnen 
wir  mit  or.    Man  findet 

18)  aj*— 4ÄC08dx»  +  2(Ä«+2Ä«C085^  -  c«C082(a  -d))m^ 

—  4Ä  (Ä«  cos  5  —  c«  co8(2a  —  d))x + i2*  —  2c«  Ä«  cos  2«  -  0 

woraus  beiläufig  folgt,  dass  die  Summe  der  Secanten  für  2  mit  R 
denselben  Winkel  d  einschliessenden  Geraden  dieselbe  ist 

Wir  verlegen  jetzt  R(a)  in  die  Mitte  einer  Sehne  zwischen  x^pc^ 
so  dass  also  x^-^x^^O  ist.  Indem  wir  die  in  der  Theorie  der 
Gleichungen  bekannte  Reducente  a*€?— oAc-f-c*  =  0  benutzen  und 
aaf  die  obige  Gleichung  anwenden,  finden  wir 

19)  Ä*  --R"^"''-^^^^+  i-^4C08<2«-  «  0 
Also  ist 

^^  ^'  ^  2^ä^  ^^'''  ^^"^  ■"  ^^  ±  '^°  ^^ 

nau  ist  aber 

a  —  d —»  T,    sino  — »  p 
daher  geht  die  letzte  Formel  in 

21)  i23-Ä(Ä«+ic«co82t)  -^  -  0 
über,  woraus 

22)  Äi  +  jßj+Äa-o 
Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Mitten  je  zweier  entsprechenden  Sehnen  haben  vom  Centrum 
gleichen  Abstand;  so  dass  ein  concentrischer  Kreis,  der  durch  die 
Mitte  der  einen  Sehne  geht,  auch  die  Mitte  der  andern  trifft 

Ferner  ist  die  Summe  je  zweier  dieser  Strecken  Ä,+-ßt  gleich 
der  dritten  Ä. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  die  Secante  für 

Ri  ^r*  ^  a*  cos  2g) 

in  die  Tangente  übergeht,  und  aus  der  bezüglichen  Formel  20)  eine 
Relation  ö  —  90<^— 2<p  hervorgeht;  da  aber  d  =•  <p  — r  ist,  so  folgt 
die  Beziehung 
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23)  T  — 39  — 900 

womit  das  Tangontenproblem  seine  Lösang  erhält. 

Wir  halten  es  für  nützlich,  nachzusehen,  ob  die  oben  abgelei- 
teten Resultate  auch  fflr  die  Cassinischen  Linien  gültig  sind. 

Die  Gleichungen  ändern  sich  dann  um  in 

24)  x*— 4i2cos«a;»  +  2(i2«+2i2«cos^«-c«cos2(a-d))a:« 

— 4Ä(JB«cosd  — c«cofl(o— d))«+i2*-2c*Ä»cos2ft+c*— 3*«0 

25)  R^-^Jt^c^  — c^S^^  +  4^*  cos(2(p-Ä)co829-3d) 

^  4cos6«      ^ 
j^      cos  2(a— d)  ±  [/l-  ^  cos  d« 

27)  Ä«  -Ä*(2A«  -  c«C082o)+n(2Ä«  — c«C082a)«+g*—  c*)Ä« 

Diese  Gleichung  ist  bikubisch.  Da  R  als  Mittellinie  nach  6  Se- 
cantenteilen  oder  Sehnen  gezogen  werden  kann,  so  entsprechen  sich 
auch  hier  2  Sehnen  derart,  dass  ihre  Mitten  vom  Mittelpunkt  0 
gleiche  Entfernung  haben,  wodurch  das  vorhin  Gesagte  verallgemei- 
nert ist. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  unserer  Lemniskate  zurück  und  be- 
zeichnen wir  mit  m  den  Winkel  zwischen  R  und  der  Normalen  A, 
wodurch  i2  cos  00  »  h 

80  führt  die  Substitution  von    R  -» in   die  Gleichung  21)  auf 

cos  CO  o         / 

die  folgende: 

cos  Q)^  —  C  -7-  +  cos2r  j  cos  od*  -| — ^  «0 

welche  mit  der  frühern  identisch  ist.    Mithin  sind  ihre  Wurzeln 

28)  fi>8  =  9^1  — 92+9's-"V4 

^3^  Vi  —  <P2  —  <P8  + ^4 

geometrisch  definirt. 
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Interessant  ist,  dass  noch  eine  dritte  Betrachtang  zu  derselben 
Gleichung  3.  Orades  führt. 

Ein  mit  der  Lemniskate  concentrischer  Kreis  Tom  Badius  h 
werde  von  einer  Geraden  tangirt  Von  ihren  Schnittpunkten  mit 
der  Curve  ziehen  wir  Tangenten  an  den  Kreis,  welche  mit  der  Achse 
die  Winkel  ^|  ^^  ^^<^«  einschliessen. 

Zun&chst  ist 

Ä  =  rsin(^  — r) 
oder 

7i«  »  a*  cos  2(p  sin  (9 — t)* 
Da  aber 

q)  —  r  ==  ^—  <p 
also 

2q>  =  &+r 
ist,  so  kann  aus 

A«  »  c*cos29— c*cos29>cos(2g>— 2t) 

2fp  eliminirt  werden. 

Man  erhält 

a+58in^4-cos^+rfsin2^+e  cos  2^  =  0 
worin 

a  «■  cos  2r 4-2^ 

b=i  2cosr 
e  —  —  2cosT 

und  damit  wird  die  Resolvente  nach  früher  entwickelten  Principien 

cos  flo'—  f  cos  2t  -| j  j  cos 00*  +  -5-  =  0 

<»i  =  i(^i  +  ^8"-^3-^4)    etc. 
29) 

Hieraus  folgt: 

Die  4  Berührungspunkte  der  Tangenten  schliessen  ein  Kreis- 
viereck  ein ,  dessen  Seiten«  und  Diagonalenpaare  die  Winkel  ot^  og  ^ 
mit  einander  bilden,  welche  wir  eben  definirt  haben. 

Bei  genauer  Durchsicht  dieser  Bestimmungen  wird  man  erken- 
nen, dass  die  Winkel  zwischen  der  1.  und  2.,  ebenso  zwischen  der 
3.  und  4.  in  einfachen  Beziehungen  zu  einander  stehen. 
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Wir  fanden  oben  für  R  die  Gleichung 

Die  Strecke  R  halbirt  die  Sehne  der  I^emniskate  und  bildet  mit 
ihr  den  Winkel  d,  Daher  existiren  fttr  2  parallele  Sehnen  2  Werte, 
R  and  R\  welche  denselben  Polarwinkel  a  haben,  und  welche  durch 
die  Relationen 

30) 


verbanden  sind. 


*•-«"- 5^«"°' 


Wir  erwähnen  hier,  dass  auch  die  allgemeinen  Formeln   der 
Cassinischen  Gurven  auf  analoge  Beziehungen  führen. 

Die  Wurzeln  der  Hauptgleichung  lassen  sich  wegen  x^+^'^O 

leicht  combiniren  imä  so  wird,  wenn  wir  statt  x  jetzt  '  ■="  ö  setzen, 
folgendes  System  bestehen: 

«8+«*  •"  4flcos* 

1^        1^        4(iZ»C0S^  -<>»C08(2a-^)j 
«8  +  «4  ""         R  (Ä» — a«eos2a) 

31)  «««an  —  Ä«(a«cos2a  — Ä«) 

also 

ß* 
cos 2a a  cos 6«=  ±sind 

R^  cos  d  (g«  cos  2«  —  it') 
'»  '*  ■"  c«C08  (2«  -  d)  --  Ä^cQS  d 

Die  den  Strecken  RR'  bezüglichen  Sehnen  stäen  SS^y  dann  folgen 
aus  den  letzten  Formeln 

ffl_     cos(2«-0_^, 
4  coso 

32)  5.+«'« -2«* ««2« 


also 


cosd* 


Digitized  by 


Google 


Oekinghaut:  JJie  Lemniskaie.  347 

Ifl  +  gi  -  Ä-'+ä'« 

welche  Formel  die  Abhängigkeit  der  entsprechenden  R  and  s  ans- 
drückt  Geht  die  Secanto  in  die  Tangente  über,  wie  also  «  »  0,  so 
resoltirt 

j  c'cos2ttCos4a 

™  ""        8in2o* 
33) 

,^       c*cos2a 
8in2tt* 

Man  kann,  wenn  man  eine  Sehne  Yon  constanter  Läoge  S  die 
Lemniskate  dnrch wandern  lässt,  nach  der  Curve  fragen,  welche  ihre 
Mitte  beschreibt  Die  Frage  länft  darauf  hinaas,  eine  Gleichang  für 
i^a)  aafznstellen ,  die  nach  dem  Vorstehenden  aaf  mehrfache  Art 
abgeleitet  werden  kann.    Man  findet  nach  einigen  Rechnnngen 

((Ä*+*«)«— a«(72«-  ««)cos2aX(ÄH«')«-  a»(iZH**)cos2«+c?*)=a*«*sin«2a 

34)  oder 
(Ä*+2Ä*(*«  — c«c052a)+«*+ J«*)«  —  c*(Jc*-^  A»cos2a+4**) 

welche  fttr  a»0  zwei  Werte  liefert,  wovon  der  2 te  auf  .R^-f*''""^ 
fährt.  Ist  speciell  8^  c,  lässt  man  also  die  halbe  Focallänge  die 
Lemniskate  dnrchwandem,  so  ist  die  CnrTengleichnng  ihrer  Mitte 

35)  ^  =  }  — 2sina»i:ysina(l  — sinSa) 
Wir  wollen  hier  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  in 

36)  C082«-^C08ds=±sind 

S  unverändert  bleibt,  wenn  180 —d  statt  d  gesetzt  wird.  Danuu 
folgt,  dass  fOr  jeden  Badiusvector  r(a)  der  Lemniskate  zwei  gleiche 
Sehnen  gezogen  werden  können,  die  er  halbirt  und  mit  ihnen  gleiche 
Winkel  einschliesst  Die  entsprechenden  sehnenhalbirenden  Strecken 
bezeichnen  wir  wieder  mit  -R^i^,  so  wird  man  haben 

37) 

Ä«- jF?j«=a«sin2atgd 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  sind  demnach  mannigfacher 
DevtUHg  ffthig  und  brauchen  nur  transformirt  zu  werden,  um  neue 
Eigenschaften  der  Lemniskate  hervorgehen  zu  lassen.  Eliminiren  wir 
z.  B.  aus  den  Gleichungen 
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C082a scos^*—  ±8in6 


O,  80  folgt 


4  cosd 


Ä*  — 2Ä«««C082d+«*  -  ±a»(Ä«-«3)8ind 
oder  die  Gleichung 

38)  4Ä«#»8ind«q:ö*(Ä*— «•)8iad  +  (JR« -««)«  =  0 

worin  /?  and  s  als  constant,  d  als  variabel  betrachtet  werden  kann, 
und  demnach  2  Warzeln  bestimmt. 

Nun  folgt  aber  ans  dem  Lemniskatendreieck,  dessen  Basis  =  2«, 
dessen  Mittellinie  22,  und  dessen  Winkel  an  der  Spitze  9  ist,  die 
Formel 

^  ^      2iZtfsind 

also 

cos^  -  Ä*-2i2Vco8  2a+f* 

Die  vorhergehende  Relation  mit  der  letzten  verbanden,  liefert 

cos  Ö*  -="    o    .    > 
ar  sm  o 

mithin  auch 

39)  sin2e=^ 

Das  einer  Lemniskate  einbeschriebene  Parallelogramm,  welches 
die  Seiten  2R  und  S  besitzt,  hat  demnach  die  Eigenschaft,  dass  bei 
constant  bleibendem  Diagonalenwinkel  das  Product  der  beiden  Seiten 
constant  bleibt 

Wie  aus  der  Oieichnng  dieses  Winkels 
folgt,  sind  die  zasammengehörigen  Werte  Ö^  -f  ^«  —  90°. 


§4. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Gleichung  for  die  Focalwinkel  B  aaf, 
welche  die  Leitstrahlen  nach  den  4  Schnittpunkten  von  Grerade  und 
Lemniskate  einschliessen.    Aus  den  Formeln 
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h  —  a8ill(9~T)C08}O,     C082^  =  C08^* 

folgt  zanächst 

41)  tgie*-~co8Ttg}e»  +  ^^,co82T+2)tgie»-^co8Ttg}e 

nnd  ferner 

42)  e^  +  e^+S^+S^  -  360» 

wonach  die  4  Focalwinkel  zasammen  4R  bilden. 

Femer  verbinden  wir  die  Schnittpunkte  mit  einem  Brennpunkte 
durch  Strahlen,  welche  mit  der  Geraden  die  Winkel  ^  einschliessen. 
Yermlttelst  der  Elimination  von  r  und  9  aus 

Ä  =r8in(gp  —  r) 

e       sinrtMiJP^jO 
r  ""      sin(^ — t) 

ergibt  sich  wie  oben,  dass 

43)  ^i+^i+%+^4  -  1800 

Wir  setzen  fttr  180^ — y^^  den  Ausdruck  A  und  bezeichnen  mit 
ß  bestimmte  Brennpunktswinkel,  hervorgehend  aus 


44)      •  ft  +  ft+/?4  =  4^ 

Man  beachte  nun,  dass  in  der  Lemniskate  zu  jedem  Peripherie- 
winkel A  drei  Brennpunkts-  oder  Focalwinkel  gehören,  welche  auf 
Bogen  stehen,  die  von  A  gebildet  sind.  Die  vorhin  gegebenen  Ab- 
leitungen führen  also  zu  ähnlichen  Sätzen,  wie  sie  in  der  Kreislehre 
vorkommen  und  die  letzte  Relation  wQrde,  in  analogem  Sinne  aus- 
gesprochen, wie  folgt  lauten: 

Jeder  Peripheriewinkel  einer  Lemniskate,  von  dem  ein  Schenkel 
durch  einen  Brennpunkt  geht,  ist  der  4te  Teil  der  Summe  der  zu- 
gehörigen Focalwinkel. 

Ziehen  wir  durch  den  Scheitel  von  A  eine  zweite  Gerade,  fflr 
welche  also 
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ist,  80  gelangt  man  fermiUelBt  Sabtraction  zain  folgenden  allgemei- 
nern Satz: 

Joder  Peripberiewinkel  einer  Lemniskate  ist  der  4te  Teil 
der  Summe  der  3  Focalwinkel,  welche  mit  ihm  auf  ent- 
sprechenden Bogen  stehen. 

Dieser  Satz  ist  am  so  interessanter,  als  er  allgemein  fQr  alle 
Lemniskaten  gilt.  Um  dies  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Cas- 
sinische  Curve  eine  Gorade,  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkt  k 
ist,  dann  bestehen  nach  früherem  die  Formeln 

Ä  «rsinC^)  — t) 

r«  =.  c^-\-q*  cos  ß 
2e   .  sine 


-|  sin  tp 


5»        ^       yc«+g«cosö 
woraus,  wenn  wir  die  2.  typische  Gleichungsform  benutzen, 

Ä* — c*cosT*— A-  cosTsinO+T^sinö*  — g^siuT^cosd 

hervorgeht    Wegen  d  =  0  ist  wieder 

45)  ^1  +  ö«+  Ö«+  »4  -  360« 

Bezeichnen  wir  endlich  wieder  mit  ^  die  Winkel  zwischen  den 
Brennstrahlen  und  der  Geraden  und  beachten 

^  =  4ö*+ y*—  4cy  cos  (tp  —  t) 

ysinif;  =  Ä+csinr 

so  führt  die  Elimination  von  A  auf  eine  Gleichung,  die  ebenfalls  die 
Beziehung 

^1  +  ^%  +  H^S  +  ^A-l^ 

also  auch 
hervorgehen  l&sst 

Durch  analoge  Transformationen  wie  oben  gehen  daher  aus 
diesen  Ableitungen  dieselben  Sätze  für  die  Lemniskaten  oder  Cas- 
sinischen  Linien  hervor,  so  dass  in  diesen  Curven  jeder  Peripherie- 
winkel Ä  der  4te  Teil  der  Summe  der  3  Focalwinkel  ist,  welche 
auf  den  durch  Ä  bestimmten  zugehörigen  Bogen  stehen. 

Wir  haben  bisher  stillschweigend  für  einen  bestimmten  Brenn- 
punkt die  Focalwinkel  im  Auge  'gehabt,   so  dass  noch  untersucht 
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werden  mnss,  ob  auch  fOr  den  2t6n  die  obigen  Sätie  maaagebend  sind« 
Um  nan  nachzuweisen,  dass  beide  yertanschbar  sind,  zeichnen  wir 
eine  Cassinische  Gorve  und  ziehen  eine  Secante  durch  dieselbe, 
welche  sie  in  4  Punkten  schneiden  möge.  Die  Tom  1.  Brenofunkt 
zo  den  Schnittpunkten  gezogenen  Leitstrahlen  mögen  mit  der  Ge- 
raden die  Winkel  ^  eiDschliessen.  Femer  ziehen  wir  eine  2.  Se- 
eaale, welche  mit  der  1.  den  Winkel  «  bildet,  und  nennen  die  ana- 
logen Winkel  zwischen  den  entsprechenden  Leitstrahlen  und  der  2. 
Geraden  tp. 

Die  beiden  Secanten  schneiden  4  Bogen  ab,  wir  bezeichnen  ihre 
Brennpunkts-  oder  Focal winke!  für  den  1.  Brennpunkt  mit  /*,  für  den 
2.  mit  y,  so  entsteht  folgendes  System: 

Vi  "-  «+9i+A 

*4^  *+V4— /* 


46)  1800»!  4e+ 1800— -£/ 

Die  Leitstrahlen  vom  2.  Brennpunkt  nach  den  Schnittpunkten 
beider  Secanten  mögen  mit  ihnen  und  zwar  mit  der  ersten  die 
Winkel  d,  mit  der  2ten  ^  einschliessen,  man  findet  durch  Betrachtung 
der  Dreiecke: 

^8  — «+<»d+^8 

47)  l^  =  U+\W^+Sg 
Mithin  folgt  ans  beiden  Systemen 

48)  2f^  £g    oder: 

Die  Summe  der  Focalwinkel  ist  fQr  beide  Brennpunkte  die- 
selbe. Die  Yon  2  Geraden  auf  der  Curve  abgeschnittenen  4  Bogen 
bestimmen  demnach  far  den  einen  Brennpunkt  4  Focalwinkel  A  für 
den  2.  die  analogen  ^,  mit  einander  yerknflpft  durch 

^9)  — ^i+/i+/8+/4  «  —91  —ffi—9s+ff^ 

Die  Seeaatengleichiing  wollen  wir  noch  einer  kurzen  Betrachtung 
unterziehen. 

Die  biqnadratische  Gleichung 
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a:*  -  4äcos&»+2(ä«+2ä«co8««  -c«cos2(a— «))«« 

—  4Ä(i2«cos  «  —  c«  C08(2a  —  «)  )a;  +  i2*  —  2c«  Ä»  cos  2«  =  0 

identificiren  wir  mit 

ai^—Ax^+Bx^  —  Cx  +  D  =  0 

indem  wir  yersachen  wollen,  ob  die  Lemniskate  eine  geometrische 
Gonstraction  der  Warzeln  dieser  Gleichung  ermöglicht.  Wir  haben 
also  1)  gleichzusetzen  ^  »  4Rcosd  etc.  und  2)  die  i2,  a,  J,  a  ans 
den  Constanten  zu  entwickeln.  Wir  schreiben  die  Resultate  gleich 
hier  nieder.    Man  hat  zu  berechnen 

6Ä«  -=  B+  Vb^^MC+12D 

wobei  man  bemerken  möge,  dass  die  quadratische  Invariante  unter 
dem  Wurzelzeichen  erscheint    Ferner  ist 

COS«-j^ 

50) 

C0t29=tg«=-37;^X77?O-7rr-— ^      a«- 


—iCR+(Ii^+P)cosS'  Ä«cos2v 

Unter  bestimmten  Bedingungen  ist  demnach  die  geometrische 
Gonstruction  durchführbar,  da  sämtliche  Beziehungen  /2(a),  d,  a  aus 
den  Constanten  berechnet  sind.    Für  kubische  Gleichungen 

ist  zu  berechnen 

622«=  B+VB^^-dAC 

61) 

_       A         ^^  Ä»sin«  «         Ä* 

cos««|^'    cot29,«3prp^3^^,      «  =^^^ 

Hier  wird  R  zum  Vector  r  der  Lemniskate. 

Far  reducirto  kubische  Gleichungen  unter  der  Form 

x^+Bz  +  C  =  0 

wOrde  noch  zu  erwähnen  sein,  dass  die  Relationen  in 

2rS  r' 

52)      r«  =  iÄ,    «-90«,    C0t2y--^,      a««^^^ 

abergehen.    Die  Gerade  steht  jetzt  auf  dem  Radiusvector  r  senk- 
recht. 

Wir  wollen  eine  Anwendung  hiervon  machen. 
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In  der  Eomotentheorie  ist  bekanntlich  die  Anomalie  S  des 
Kometen  durch  eine  kubische  Gleichung  mit  der  Zeit  t  verknüpft, 
welche  der  Himmelskörper  seit  seinem  Perihel  zum  Durchlaufen 
eines  Bogens  bedarf.    Sie  ist 

53)  tg^e»+3tgie^^^'^?+^ 

Wir  brauchen  demnach  in  der  vorhergehenden  Gleichung  nur 

einzufahren,  so  wird 

T^  ^r^  ^  tg29  «  -,    WO    c  « |j^    ist 

Die  Lemniskate  löst  also  in  einfachster  Weise  das  Eometen- 
problem,  n&mlich  aus  der  seit  dem  Periheldnrchgang  verflossenen 
Zeit  die  entsprechende  Anomalie  oder  den  Ort  des  Kometen  zu  finden, 
welche  Aufgabe  wir  schon  früher  in  den  „Eigenschaften  der  Lem- 
niskate^^ auf  anderem  Wege  gelöst  haben. 


§5. 
Die  Lemniskate  und  die  Tangente. 

Wie  schon  früher  bewiesen,  steht  mit  der  Gleichung 

tgv*-^tgv»-fBtgv»+^tgq)  +  D=rO 
die  Relation 

cosry^  —  yg)  _  _  8iP(yi  +  y«) 

^  C08(<JP8— 94)  sin  (98  +  9^4) 

oder  kurz 

cosJ  sintf^ 

cos  6'  ""  *"  sina' 
in  Verbindung. 

Da  aber  allgemein 

>,+9>«+98+94  =  2t+3600 

ist  und  für  die  Tangente  q>^  +  fp^  in  2q>  übergeht,  so  geht  unter  Be- 
nutzung von  T  ^Z(p — 90^  die  Relation  in 

über,  worin  alle  Winkel  als  spitz  angenommen  sind. 
Es  ist  aber  d  »  0,  also 

Arch.  d.  Math.  n.  Phya.    2.  Reih«,  T.  VII.  ^ 
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sin  4a>       ^      ^ 

Bezeichnen  wir  q>i  —  g?3  mit  ^.  so  folgt  also  noch 

57)  cos^— 2cos29> 

Da  ferner  die  Secantengleichung  wegen  d  »  90®  —  2(p  in  die  der 
Tangente  übergeht,  und  «j  »  «^  ""  null  wird,  so  ist  noch 

»t  +  U  —  4r8in2y,        #3»^  ==  3r* 
also 

58)  *4— «8   «*2rsintf;=d 

Diese  Beziehung  führt  auf  eine  Ereisrelation,  wenn  man  s^ — #3  =  ^ 
als  Sehne,  r  als  Radius  und  ^  als  Peripheriewinkel  betrachtet. 

Die  bezüglichen  Radienvectoren  r^^  r^  haben  die  leicht  abzulei- 
tenden Gleichungen 

^bW^  ^  =  C*C0SV'* 

59) 

rj'  -[-  r^*  =■  —  4r'  cos  4ip 

Die  Mittellinie  der  Sehne  d  nach  dem  Centrum  der  Lemniskate 
ist  gleich  r,  wie  aus  der  letzten  Formel  hervorgeht,  und  schliesst 
mit  der  Achse  den  Winkel  ISCM^  -  b<p  ein. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  das  Ereiscentrum  auf  der  Lemniskate 
liegt  und  die  Coordinaten  r(q>)  besitzt. 

Hieraus  geht  eine  sehr  elegante  Auflösung  des  Tangentenpro- 
blems hervor.  Um  von  einem  Lcmniskatenpuukte  die  beiden  re- 
ellen Tangenten  an  dieselbe  zu  ziehen,  verbinden  wir  ihn  mit  der 
Mitte  0  der  Curvo  durch  den  Voctor  r^  oder  r^,  errichten  in  der 
Mitte  dieses  Vectors  eine  Verticale  bis  zu  den  beiden  Durch- 
schnitten mit  der  Curve,  verlängern  die  diesen  entsprechenden 
Vectoren  r  bis  zum  2.  Durchschnitt  mit  der  Lemniskate;  dann  sind 
diese  Schnittpunkte  die  gesuchten  Berührungspunkte  beider  Tan- 
genten. « 

Des  Brennpunkts  wegen  existireu  eigentlich  in  diesem  speciellen 
Falle  4  Tangenten,  von  welchen  wir  die  beiden  reellen  so  eben 
kennen  gelernt  und  construirt  haben.  Dass  auch  imaginäre  be- 
stehen, lässt  sich  am  besten  durch  eine  allgemeinere  Untersuchung 
dartun.  die  sich  auf  den  Fall  bezieht,  dass  die  Tangenten  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  die  Curven  gezogen  werden.  Derselbe  habe 
die    Polarcoordinaten   i?(a).     Dass    höchstens  4   reelle   Tangenten 
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exisüren,  fiborsieht  man  leicht.  Dass  ebenfalls  imaginäre  auftreten, 
geht  aas  den  folgenden  Beziehungen  hervor 

_  r  cos  2g)  -         •       ft        »•  a'cos2<p» 

^  =  :;::;^7ö — ^»    ^  =  «'cos 29>,    ä*  —  — jz — ^ 
co8(39> — «)'  ^'  cos  (89  —  «)* 

welche  wir   nach  Potenzen  von  CO829  entwickeln.    Der  Abkürzung 

wegen  setzen  wir  cos2gp  =r  x  und  "^  =  ^;  mftn  hat 

60j     (ib«-2icos2a+l)x8  +  |(A;cos2a-l)x*— !(*  — cos2a)a;» 

9  3  1 

+  j^»*— gCOs2«.«-j-jgcoB2a*  =-  0 

eine  Gleichung  6.  Grades,  welche  in  die  vom  4.  übergeht,  wenn 

r*  — 2c»r«C08  2o4-c*  =  ^ 

gesetzt  wird.  Der  betreffende  Punkt  R(a)  liegt  alsdann  in  der  Curve, 
und  die  Tangentengleichung  wird  zu 

61)  a^  +  2cos2a.a;»  — C082tt.aj+tc082a*  -=  0 

deren  Auflösung  wir  oben  auf  constructivem  Wege  mitgeteilt  haben. 
Während  also  die  analytische  Auflösung  dieser  Gleichung  Schwierig- 
keiten haben  würde,  zeigt  die  geometrische  keine  solche. 

Interessant  ist,  dass  letzte  Gleichung  durch  die  Parabel  gelöst 
werden  kann. 

In  der  Directrix  der  Parabel  wählen  wir  einen  Punkt,  dessen 
Entfernung  R  vom  Brennpunkt  mit  der  Achse  den  Winkel  2a  ein- 
schliesst,  und  betrachten  ihn  als  Centrum  eines  durch  den  Brenn- 
punkt gehenden  Kreises.  Letzterer  schneidet  die  Parabel  in  2 
Paukten,  deren  Leitstrahlcn  mit  R  die  gesuchten  Winkel  2<p  eiu- 
schliessen.  Wie  man  nämlich  findet,  ist  die  auf  den  Kreis  und  Pa- 
rabel sich  beziehende  Gleichung  identisch  mit  derjenigen  der  Tan- 
genten für  die  Lemniskate. 

Die  allgemeine  Gleichung  dieses  Tangentenproblems  ist  wegen 
des  6.  Grades  nicht  algebraisch  lösbar.  Doch  ist  zu  bemerken,  dass 
sich  leicht  Gombinationen  zu  4  Wurzeln  in  mehrfacher  Art  finden 
lassen,  wenn  die  Bedeutung  der  Coefficienten  dieser  Gleichung  be- 
rQcksichtigt  wird. 

Die  Verhältnisse  werden  geometrisch  discatirbar,  wenn  von  einem 
in  der  X-  oder  F-Ache  liegenden  Punkte  Tangenten  an  die  Lemnis- 
kate gezogen  werden  sollen.  Die  Auflösung  dieser  Specialfälle  haben 
wir  schon  früher  gegeben  und  damit  auch  die  Bedeutung  der  Curve 

23* 
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iflr  die  Anflösang  der  reducirten  kubischen  Gleichongen  aller  3 
Arten  nachgewiesen.  Die  in  den  ,;Eigeu8cfaafteu  der  Leinniskate'^ 
entwickelten  Sätze  können  als  Fortsetzung  des  eben  Aufgestellten 
betrachtet  werden  und  verweisen  wir  darauf. 

Hinsichtlich  der  Resolvente 
cos  i(^i  -I-  i^g  —  ^3  -  ^ js  _  ^cos  2t  +  -^f  j  cos  i(/^|  +  ^2  - ^s — ^4)* 

+  1^-0 

ist  zu  bemerken,  dass  dieselbe  für  den  Fall  der  Tangente  leicht  an- 
zugebende Wurzeln  besitzt.    Da  Oi  =  ^^  =»  i^  ist,  so  folgt 

cos2^  «  cos ( .^8  +^i) i  (00s  2t  +  ^^ 

cosi{^8  — ^4)  «  I  Tcos  2t  +  -,J 

also  aus  beiden 

co8i(^3  — ^^4)  ==.  —  2cos(<t8+d4)  =  -2cos2^ 
Da  aber 

^>  =  900— ,, 
ist,  so  folgt 

C08i(^8  — {^4)  —  2cos2g>  -=  cos^ 
oder 

<^4— ^3  —  2tp 

Nun  ist  aber  ^4—^8  ^^r  Winkel  zwischen  den  Tangenten,  welche 
von  dem  3.  und  4.  Schnittpunkt  der  die  Lemuiskate  berührenden 
Geraden  an  den  letztern  tangirenden  Kreis  vom  Mittelpunkt  O  ge- 
zogen werden,  also  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  zwischen  den 
Radienvectoren  r^r^. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  eine  Methode  mitteilen,  welche  in 
einfacher  und  eleganter  Art  zu  einer  Construction  der  Lemuiskate 
führt. 

In  der  F- Achse  wählen  wir  einen  Punkt  zum  Centrum  eines 
Kreises,  der  durch  den  Mittelpunkt  O  der  Lemiskate  geht  und  dem- 
nach die  Curve  in  noch  2  Punkten  schneidet  R  beseichne  die  Ent- 
fernung des  Centrums  von  O.  Wir  wollen  [den  Focalwinkel  S  be- 
rechnen,  der  zu   den   Schnittpunkten  gehört,  und  haben    also  die 

Formeln 

r  «  2i2sin9 

r  =  acos^^ 
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zu  benutzen. 

Man  erhält  ohne  Mühe  die  Relation 

Dieselbe  führt  ans  zu  folgender  Construetion  der  Lemniskate: 

In  der  y- Achse  wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  als  Centnim 
eines  Kreises,  der  durch  die  beiden  Brennpunkte  geht  und  die  Y- 
Achse  in  den  Punkten  R  und  R'  schneidet  Diese  Punkte  seien 
Gentra  zweier  durch  den  Mittelpunkt  der  Lemniskate  gehenden 
Kreise,  welche  beide  den  Focalkreis  in  4  Punkten  schneiden.  Diese 
Punkte  gehören  der  gesuchten  Lemniskate  an. 

§6. 

Die  Gerade  durch  einen  Brennpunkt. 

Die  Formeln  nehmen  für  diese  specielle  Lage  sehr  einfache  und 
elegante  Ausdrücke  an,  die  wir  noch  erwähnen  wollen. 

Wir  knüpfen  zugleich  an  ein  Gleichungssystem  an,  welches  wir 
schon  früher  entwickelt  haben  und  aus  der  Gleichung  4.  Grades 

«* —  ax^-\'bx*  —  caj -|-  d  —  0 

abgeleitet  werden  kann. 

Wie  aus  den  „Beiträgen  zur  Theorie  der  Gleichungen  4.  Gra- 
des^'  zu  ersehen  ist,  bestehen  die  Relationen 

62)  ^        ^^^^^^^^ __,,,,,,^,,^__ 

a*~8a^6+166«-->64rf 
*■"  8(a»  — 4aÄ+8«) 

63) 

^, 3a^—Sb 

^  16Vi(a»— 4ö*H-8c) 
Wir  nehmen  mit  der  Hauptgleichung  eine  lineare  Variation 
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vor,  führen  sio  auch  in  den  übrigen  Fanctionen  dnrch  und  ziehen 
noch  die  Resolvonte  für  den  Typus 

nämlich 

64)  y8  —  V  +  {aC'^M)y  —  (a^d  -  4Ärf  +  c«)  =»  0 

in  den  Bereich  dieser  Variationen,  indem  wir  also  statt  x  den  Wert 
y'\'h  setzen  und  die  Constanten  ahcd  demgcmäss  aus  der  trans- 
formirten  Gleichung  zu  berücksichtigen  haben. 

Der  Ausdruck  von  h  nnd  demnach  die  Relation  62)  soll  jetzt 
mit  der  vorletzten  Resolvente  verknüpft  werden  mit  der  Bestimmung 
/i  =  0.  Es  wird  eine  Gleichung  4.  Grades  hervorgehen,  welche  auf 
eine  quadratische  reducirt  werden  kann.  Man  hat  schliesslich  fol- 
gendes Resultat: 

Mit  jeder  biquadratischen  Gleichung  ist  eine  Relation 

64)  y(rc,  ^h)(x^^h)+{x^^hnx^^^) 

+  y(a:i-Ä)(aJ3-Ä)  +  (a:,-Ä)(x4-Ä) 
+  i/(i^Ä)(a:4--Ä)+(«,-Ä)((ra-Ä)  =  0 
verknüpft,  deren  h  aus  der  quadratischen  Gleichung 

hervorgehen. 

Analog  findet  man 

65)  ^/^x^+x^-2k)(x^+x^^'2k)  +  ^/{xt+T^'-m{^r^x^  -2&) 

y(*i+a^4-5^-){«,+«8-2A;)  =  0 

n.    a.    m. 

Die  Gleichung  der  Geraden  durch  den  Bronnpunkt  ist 

a;*—4ca;*  +  4c8 COSTA  — c*  «  0 
oder  auch 

y*  — 4ccosTy'+^*y*"C*  —  0 
worin  t  die  Neigung  der  Geraden  gegen  dio  Achse  ist. 
Man  findet  folgende  Relationen 
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Vyiy,—  ysy*  +  Vyiys— ^»^4  +  Vy2y8—  yiy*  —  0 

y^ja-j  -  y,y2  +  V^TiiTj  -  y^y^  +  l^ar^i—  y^y*  —  0 

a?4  neg. 
^  4^4  r  4ys        "^  r  4yj 

a.  a.  m.,   welche   auf  die  Gassinischen    Linien   ausgedehnt   werden 
können. 

Interessant  ist  noch  folgende  Bemerkang. 

Ans 

x^x^XqX^  -»  — tf*     und     a?i-|-a:j-f-acj  «-  — «4     folgt 

67)  c*  =»  Va-j  jTj  a^3  («^i  +  »2  +^s) 

Wio  aus  der  Geometrie  des  Kreises  bekannt  ist,  bedeutet  hier 
c^  den  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  3  sich  von  aussen  berührende 
Kreise  von  den  Radien  x^x^r^  mit  ihren  Seiten  iri  +  arj,  «2+^8^ 
x^-\'X  bilden.      Für  yariabele  a;  bleibt  der  Inhalt  demnach  constant. 

Eine  andere  Beziehung  zwischen  den  FocallmieB  xy  gebt  aus 

Vi       92       Vz       Va 
hervor. 

Führt  nan  in  dieselbe  für  y3  +  y4  den  Wert  4ccost  — yj— y, 
ein,  so  folgt 

Vi  +yt  __  4ccos  t  —  yt  —  yt 

-——  —  -j  y j  y j 

yi  y2  «^ 

oder 

{xi  a-2+yiy2)  (yi+y2)  =  ^ccosTy^y, 
und  da 

a?,*  =  yt*+  4c*  —  4c  y,  cos  T 

80  erh&It  man  durch  Elimination  von  cost 

68)  Xi  arj  +  y,  y2+«i*+V  =  4c» 
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als  die   gesuchte  Beziehang  zwischen  deo  2  Brennstrahlen,  welche 
sich  auch  noch  auf  die  Cassinischen  Linien  erweitern  lässt. 

Ferner  leiten  wir  für  die  Gerade  eine  Gleichung  ab,  deren  Un- 

bekannte  co82ip  •-  -,  ist    Man  findet 

cos2tp*— 2cos2TCOs29'+co8  2rcos29*  — 2sinT*co8  2^4-8iß^  —  0 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sie  die  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate fttr 

r*  — 2aC0STr'4~^**'*  —  o^sinx*  -»  0 
isty  sodass  auch  hier  eine  Formel 

♦^1       ^i       ^9       U 
auftritt,  deren  r^  als  kleinster  Wert  negativ  zu  nehmen  ist 

Diese  Ableitung  ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinem, 
welche  wir  nachher  geben. 

Man  kann  zur  Ableitung  neuer  Relationen  sich  auch  der  Me- 
thode der  Differentiation  bedienen,  die  sich  fflr  die  Gerade  durch 
den  Brennpunkt  besonders  empfiehlt 

Wir  wollen  sie  kurz  an  einem  allgemeinem  Fall  skizziren. 

Aus  der  Secantengleichung  folgt 

Wir  nehmen  I{(a)  als  fest,  die  x  nebst  d  veränderlich  an,  so 
dass  aus  der  Relation 

27  da;  -»  —  412sin  d  d6    folgt. 

Indem  wir  nun  die  beiden  einander  unendlich  nahen  Secanten 
betrachten,  deren  Winkel  dö  ist,  so  ergibt  sich  aus  dem  unendlich 
kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  an  der  Lemniskate,  dass 

dx  —  xdicot^ 

sein  wird,  worin  f  den  Winkel  zwischen  der  Tangente  des  Lemnis- 
katenpunktes  und  der  Secanten  bedeutet,  daher  folgt  auch 

2:xcotf  —  —  4Äsin* 

In  dieser  Hinsicht  kann  man  auch  das  von  ö  unabhängige  Pro- 
dnct  x^x^r^xi  logarithmisch  differentiiren, 
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Man  fiodet 

COtfjCOtftCOtfsCOtf«  «-  0 

Q.    a.    m. 


5  7. 

Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  der  Lemniskate  einen  Durch- 
messer 2r'  und  verbinden  seine  Endpunkte  mit  einem  Peripherie- 
pankte  r(g>)  durch  Sehnen,  welche  einen  Winkel  180^—5  mit  ein- 
ander einschliessen.    Dann  ist  allgemein 

2rr^Bin(y-yO 


2  Vc082y  cos  2yj  Bin(y— y^) 

""  coi29-^co829j 

70)  

Vc08  2yCOB2y^ 

^    "■     Bin{<jp+9>,) 

COSO  ■=«  — — ; TT 

C08(9> — y  ) 

Wir  Difissen  uns  nun  auf  die  Formeln  in  §  12.  unserer  Abhand- 
long  aber  die  trigonometrische  Auflösung  biquadratischer  Oleichungen 
beziehen  und  schreiben  der  Vollständigkeit  wegen  noch  die  bez. 
Gleichungen  nieder: 

8ia2g>*—  2  sin  2t.  sin  29'—  (cos  2t  +  -xco8  2r  J8in29* 

Ä*       2ä* 
+2sin2T.sin2y  +  -^  +  -^  sin  2t  — sin  2t«  —  0 
c         c 

71) 

/                 4J,»          \                 2ä* 
COR  2v*  —  2  cos  2t  cos  2^»»  -f- 1  cos  2t*  +  — ,  cos  2t  J  cos  itp* rC0829> 


die  aoa  der  Gleichung  für  tg9>  hervorgehen. 

Wir  fanden  am  genannten  Ort  die  Relation 

72)  «P(<Pi  +  yi)  ^  _  sinCyg+yJ 

C08(9i— g>,)  ■"       cos (95— 94) 

die  uns  gleich  von  Nutzen  sein  wird. 

Ans  der  Formel  fQr  cos  8  fol^t 
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Da  nnn 


^^  ""  tgg^cosÄ— 1 

r' 8iB(y — y^H"'<^) 

r  sin-4. 


wo  A  der  Winkel  zwischen  der  Sehne  von  rr^  und  r    ist,  so  folgt 

2  sin  ^  sin  (y  -  y^-f-  -^) 
'^^^       sin(y-V  +  2^) 
woraus 

cos^  +  si'^'^cotCijp    -  9?'+ -4)  «  2sinylcotS 
Da  ferner 

-72  =  sin  -4*  -f"  w^  -^*  cot  (^  ~~  <P'+  '^)* 

so  kann  qo  — qp'-}"^  <^u^  <1^^  letzten  (Gleichungen  eliminirt  werden, 
wodurch  man  erhält 

^^-  1  — 2sin2icoti84-48iB^«cotS« 
cos  2ip'  ' 

oder  da 

1— tgg>'« 

und  tg(p'  tekannt  ist,  so  führt  das  Schlussresultat  auf  die  Formol 

73)  A^B^W—2q> 

worin  B  den  andern  Winkel  an  der  Basis  2r'  dos  Lemniskatendrei- 
ecks  bedeutet.    Für  einen  zweiten  Punkt  erhält  mau 

A'  -Ä'  =  900-2<p' 

Aus  der  Subtraction  resultirt  der  Satz: 

Der  Centriwinkel  ist  gleich  der  halben  Summe  der  Peripherie- 
winkel nach  den  Endpunkten  eines  Durehmessers. 

Eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  haben  wir  für  die  Cassini- 
sehen  Curven  schon  früher  nachgewiesen.    S.  Oeom.  Unters,  etc. 

Da 

cosS=cos(>4  +  ^)  =  ';:i^+^?, 

ist  und  auch 

—  tgy— cosiS 

^^■^tg9,'C085  — 1 

,,  -  j(900_^  +  Ä)  -=  ^(900— 5+ 2B) 
so  gewinnen  wir  eine  Gleichung  fftr  tg^S,  nämlich 
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74)  tgj5»+cotÄtgJfi^-j^|;coti^tgiS+J-^?i==:0 

woraus  nach  bekanter  Methode 

75)  5i  +  fi,+i^-90*4.2Ä— 2^' 

Hieniis  folgt: 

Zieht  man  von  einem  Pnnkte  B*  der  Lemniskate  einen  mit  der 
Achse  den  Winkel  tp'  eioschliessenden  Durchmesser  2r'=s  B*A  und 
Boch  eine  Secante  B'S^S^S^^  welche  mit  r*  den  Winkel  B  einschliesst, 
Bod  yerbindet  die  3  Schnittpunkte  S^S^S^  mit  A  durch  Sehnen,  wo- 
dnrch  entsprechende  Winkel  S^S^S^  entstehen,  so  ist  die  Summe 
dieser  Winkel  gleich  9(fi+2B  —  2^\ 

Nun  ist  aber  (a.  a.  0.) 

cosÄsin(tf — a')  =^  sin  tf 
ff-f  tf'  -  2T+3600 
75) 

sintf        .   ,         .^ 
— ,-sm(<T-.0 

oder 

C08(9>x  — 9«) 

Daher  folgt  bei  Berflcksichtigung  der  Vorzeichen 

76)  2(^Pi  +  g>,)  — 2t  -  900+5 

Diese  Relation  gilt  für  jedes  Lemniskatendreieck,  von  welchem 
2  Seiten  durch  «-^(^i),  r^((pt)<,  ihr  Winkel  durch  9)s~~9i  bezeichnet 
gind.  Ihre  Mittellinie  nach  der  3.  Seite  schliesst  mit  dieser  den 
Winkel  S  ein,  und  diese  Seite  hat  gegen  die  Achse  die  Neigung  t. 
Aus  dieser  Formel  lassen  sich  manche  Folgerungen  ziehen,  z*  R, 
wenn  das  Dreieck  ein  rechtwinkliges  wird,  und  führen  auf  Sätze, 
welche  wir  schon  früher  in  den  „Eigenschaften  der  Lemniskate^'  ent- 
wickelt haben. 

Haben  allgemein  in  dem  Dreieck  ÄB*S  die  Seiten  AS  und  SB' 
die  Neigungswinkel  t  bez.  t*  gegen  die  Achse,  so  besteht  die  Relation 

sin2(a-r)-8in2(.-tO-S^^^ 

'  ^         C0S(9— Vi) 

woraus  folgt 

77)  (j  -  4ö«H L_  -  9>,+9>, 

woraus  eine  interessante  Beziehung  r  «  -—  r'  folgt,  wenn 
^^+^,-450    ist 
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§8. 

Die  Lemniskate  nndder  Kreis. 

Wie  schon  ans  der  Geometrie  der  Geraden  geschlossen  werden 
kann,  wird  die  Verbindung  von  Lemniskate  und  Kreis  nicht  weniger 
reich  sein  an  bemerkenswerten  Sätzen  und  Gleichungen,  womit  wir 
uns  im  folgenden  beschäftigen  wollen. 

Aus  der  Formel 

8iP(yi  +  7>8)  _       siu(y8  +  y4) 
cos  (9>i  —  <pj)  cos  (g>3  —  g>4) 

folgt  noch  nach  70) 

cosS  —  —  cosS' 
78) 

S+8'  —  180« 

woraus  ein  schon  früher  abgeleiteter  Satz  von  neuem  bewahrheitet 
wird,  nämlich: 

Die  Mitten  correspondirender  Sehneu  sind  vom  Mittelpunkt  der 
Lemniskate  gleich  weit  entfernt. 

Infolge  der  Sinusgleichung 

sin29*-  ÄsiTi2(p^-\-Bsin2(p*'\'As\n2ip+D  =«0 

erhält  man 

£i^  sin  2q>  -f  27^*  sin  2fp  sin  2fp  sin  2^ 

woraus 

l-|-sin2y|Sin2(pg       8in(yi4-ya)* 
l+sin2g>8sin2y4  ^  sin(qP8+94)* 

Aus  diesem  Ausdruck  folgt  nach  etlichen  Umformungen 

cos2y|COs2<pg       cos  (<Pi  —  yg)'       sin(yj-j-yg)* 
cos293COs2g>4  ""  cos  (98  —  9)4)*  ""  sin(g>3+94)* 
Ferner  ist 

eos29iC0829|COs2go800s29>4  — :  Z)"  -»  -4 

also 

^' 

cos  2a>i  COS  2g>^  = jr -^r — 

^  ^*         C0S29?8C0S294 

Ftlhrt  man  hierin  fttr  cos29sCOs29>i  den  vorhin  gefundenen  Wert 

ein,  so  folgt 

^         Ä*cos<  Ä*sinö 

cos2v,cos2y,  -  -,  ^^,  -  -  -,  ^^, 
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Wir  legen  nun  dnrcli  2  Schnittpunkte  der  Geraden  und  den 
Mittelpunkt  der  Lemniskate  einen  Kreis  Yom  Radius  q  und  benutzen 
die  bekannte  Kreisrelation  r,  r^  «  2Äp,  wo  *  die  Höhe  vom  Mittel- 
poukt  der  Lemniskate  auf  die  Sehne  t  ist. 

Bemerken  wir,  dass. 


cos! 

ist, 

so  folgt  ans  Obigem 

79) 

cosd'           sina' 
cos^  ""       sina 

Fttr  die  beiden  andern 

L  Schnittpunkte  besteht  die  analoge 

nnd  ihr  Prodact  fahrt  anf 

c*       cosd 
Q*  ""  cos  6' 

80) 

pp'  =  c^ 

oder  das  Product  der  Radien  der  beiden  Kreise,  welche  durch  ent- 
sprechende Punkte  der  Geraden  hindurchgehen  und  den  Mittelpunkt 
der  Gnrve  enthalten,  ist  constant. 


Aus 
folgt 
also 


C0B2qf^C0B2<Pi       cos  2^3  cos  2(^4 
cos  (9>,  —  9,)«   ""  cos  (g>8  —  94>* 


cos  4      cos  6'  cos  4      cob8' 

_9 ?1 

cosd  ""  cosd' 


nnd,  da  noch 

aach  «-2^sin«,     #' =  2p'sind' 


81) 


f 


sin  2^ 

*'  ""  sin2d' 


Wir  wollen  noch  die  Lage  beider  zugehörigen  Kreise  unter- 
suchen und  stellen  zu  dem  Ende  die  allgemeinen  Gleichungen  für 
Lemniskate  und  Kreis  auf.  Das  Centrum  des  letztern  habe  die  Coor- 
dinaten  R(a),    Der  Radius  sei  t,  die  Polarwinkel  9. 

Man  findet 

tgy*((Ä«— f»— a«)«+4i2«a»sina«)-f  4Ä»a«sin2atg9» 
-t- (2(Ä« - ««)  -  2a*-f  4Ä«a»C08 2a)  tgg)«— 4Ä»a«8in 2y  tg9 
^(Ä«_,S-^a«)«_4Ä«aiC08a«  -=  0 
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und  man  bemc^rke,  da88  bis  auf  das  Vorzeichen  die  Goefficienten  von 
tgtp^  und  tgq>  übereinstimmen. 

cos  29*  (Ä*— 2(?«Ä«cos  2a+c*)  — 2#*  (c»  - -ß«C08  2a)  cos  2y» 
+  ((^^^Y(c«-Ä«C08  2«)+**— Ä*8in2a«)cos29>* 

83) 

sin  29*  (Ä*  -  2c«  Ä«  COS  2« + c*) + 2Ä***  sin  2«  sin  2(p« 

+3in2(p«((2c«-  Ä«cos2a+  (^^-^y)(Ä«cos2«— c«) 

+«*  — Ä*sin2a*)  — 2i2«#«8in2asin2gp 

+  (i ( — ^J  4.c«-.Ä«cos2a)»-«*  =  0 

und  auch  in  der  letzten  Gleichung  ist  der  Coefficient  von   8in2qp' 
gleich  dem  von  sin2q9. 

Daher  lassen  sich  die  in  der  genannten  Abhandlung  über  die 
Trigonometr.  Aufl.  biquadr.  OK  mitgeteilten  Oleichungssysteme  direct 
in  einfachster  Art  verwenden.    So  findet  man 

,      ,         ,         ,      V  Ä*8in2a 

tg(<Pi+92  +  9^+U)  =  -  c«-^ig«cos2« 


84) 


iZ'sin2a  «  —  g^sin  U 
c*  —  Ä*cos2a  =  g*cos  ü 

fl*  —  ß*  — 2c»Ä«cos2aH-c* 

'■  cos  0 

Ä«sin(t^— 2a)==.c«sint7 

cos  5  sin  (2«  —  ü")  «  -^  sin  «    etc. 
und  die  Resolvente 

85)    cos «'—  (cos  cr-|-     ^g  ^ — j  cos»*  +  f -^   -1  j  cos a> 

"1  =■  ^1  +  9^«  — 9^8— 9^4 

««  —  (px  —  <p^-]r^z^Vi 
floj  -=  g>i  —  <r«—  <P3  +  <P4 
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Um  flon  za  den  beiden   Kreisen  zarQckznkehren ,   machen  wir  von 
der  Fonnel 

Ä*8in(l7— 2«)  «  c*8in  U 
Gebrancfa. 

Da  beide  Kreise  dnrch  0  hindurchgehen,  so  geht  sie  in 
sin(<?  —  2o)  =-  -jsln(f 

über.    Wir  fanden  aber  schon  oben  die  Formel 

sina'       c* 
sina  **  Q^ 
Demnach  ist 

sin(<f  — 2«)  =  siniy' 
woraus  wegen 

a^c'  «  9>i  +  g>2  +  ^3  +  9>4  -  36(y>  +  2r 

für  den  einen  Kreis 

<F-2«  —  1800— «  +  2r 

oder 

T+«+90«=<F 

und 

für  den  andern. 


Anhang. 

Die  peometrisehe  ConstmetloH  der  Wurzeln  der  Gleiehnngen 
4.  Grades  yermittelst  der  Cassinisehen  Linie* 

Von  einem  Punkte  Rtf  ziehen  wir  eine  Secante  durch  die  Cassi- 
nische  Linie,  welche  mit  R  den  Winkel  d  einschliesst  und  bezeich- 
neu  ihre  durch  die  Curve  gebildeten  Teile  mit  q^xhc^x^x^,  Sie  sind 
Wurzeln  der  folgenden  Gleichung 

t*-4Äcosd«»+(2i2«+4i2«c08d«  -  2ö* cos 3(^  —  d»; 
-4(Ä»cosd— c«ÄC08(2g>--d))aj+Ä*— 2c»Ä«cos2gp+c*  -«*  —  0 

Man  kann  dieselbe  zur  geometrischen  Auflösung  der  biquadrati- 
schen Gleichung 

^^Ax^-\-Bx^  —  Cx+D  —  0 

verwerten,  was  wir  zeigen  wollen. 

Die  Identität  beider  ist  an  die  folgenden  Relationen  geknüpft: 
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A  «  4i2cosd 

B  «  2ä«+4ä»cosJ«— 2c*coB2(<p-d) 
C  «  4ä»  cos  5  —  4c»  Ä  cos  (2<p  —  d) 
/>  «  Ä*  -  2c« Ä«co8  2(p +«*  —  g* 

Aus  diesen  ist  c,  g,  iJ,  9,  d  durch  ABCD  auszudrücken,  wobei 
also  eine  dieser  Grössen  willkürlich  genommen  werden  kann.  Wir 
bilden  die  kubische  Variante  und  die  quadratische  Invariante  der 
biquadratischen  Gleichung  und  erhalten 

^»  — 4^5+8C  —  32c8Jß8in^sin2(9   - J) 
jB«-3^C+12Z>  -  (6Ä«— B)«+12(c*  -g*) 

Vermöge  der  Relationen  von  A  und  D  kann  man  i  und   2q>  elimi- 
niron,  und  das  Resultat  ist 

(^»-4^^+867)»  -  (16Ä*-^«)(64c*-(^«— 4ä)«-16ä»U»— 41?) 

— 64Ä*) 
woraus  für  ^»  die  kubische  Gleichung  folgt: 

64Ä«+4(3^»— 16Ä)Ä*  -4(^«Ä  — 4B*+16c*)Ä« 
+4^V+^»6'-  4^J5C+4C»  «  0 

Ferner  folgt  aus  den  4  üauptgleichungen 

3ä* -2Ä»+JiiC- Z>+c*—g*  -  0 
und  da 

Z>^g4_c4  «  22*— 2c« Ä« cos 29 
ist,  so  folgt  auch 

Ä*  -  I  JR«+c«Ä«cos2<p+i^C  -  0 

Man  bemerke,  dass  man  aus  den  Gleichungen  für  R^  diesen  Aus- 
druck eliminiren  kann,  wodurch  mau  eine  Beziehung  zwischen  den  die 
Curve  bestimmenden  Grössen  c  und  q  erhält. 

Dadurch,  dass  eine  Grösse  c  oder  q  willkürlich  bleibt,  ist  eine 
grosse  Verschiedenheit  der  Curven  möglich,  die  es  gestattet,  die  für 
die  Construction  bequemste  auszuwählen. 

Den  Winkel  d  erhält  man  aus 

A 


femer  ist 
und  endlich 


cosÄ«^^ 

Ä*  — Z>  +  c*— 9* 
<^o«29= 2?Äi 
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Man  kann  übrigens  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichung  um- 
geben, da  es  einerlei  ist,  R  als  Function  von  c  oder  c  als  Function 
Ton  R  anzusehen.    Doch  wollen  wir  versuchsweise  auf  die  Gleichung 

a^_iar»  +  35a;«  — 5ar4  24  «  0 

die  kubische  Gleichung  anwenden.    Sie  ist 

Wählen  wir  z.  B.  c  =-  2,  so  wird  sie  zu 

und  ihre  Wurzeln  sind  Ä,  «=  1,  /i,  =»  |,  /?3  =  3.    Die  erste  Wurzel 

247  5 

ist  unbrauchbar.   Die2te  liefert  <?*  =-  ^,    cos  d  —  1,    cos2(3P  «=-  r-; 

wonach  die  Curve  aus  2  Ovalen  besteht.  Da  d  »  0  ist,  so  geht  die 
Secaote  durch  das  Gentrum,  und  die  Schnittpunkte  begrenzen  die 
Strecken  1,  2,  3,  4.  Die  3.  Wurzel  liefert  g*  =  45,  cosd  =  g  und 
es  ist  ip  —  d.  Die  Secante  läuft  also  jetzt  der  -y-Achse  parallel 
and  schneidet  die  aus  einem  geschlossenen  Ganzen  bestehende  Curve 
in  Strecken,  welche  wieder  die  Wurzein  1,  2,  3,  4  bestimmen. 

Man  kann  flbrigens  auch  in  der  obigen  Gleichung  für  R'^  das 
Absolatglied  verschwinden  lassen,  was  in  dem  angeführten  Beispiel 
fttr  c*  «  5  eintritt.    Aus  der  Gleichung 

25 
folgen  dann  die  Wurzeln  R^^  «  10,  R^^  «   ,  .    Dajnit  sind  verbun- 
den im  ersten  Fall  5*  =  76,  cosd  =-  V|,    cos2<p  «  i,    also  y  «  d, 

391 
wonach    die  Curve   ein   Ganzes   bildet;    und  im  2.  Fall    (2*  =  Vj5  • 

cos2y-=J^,  d  =  0,  wonach  die  Curve  aus  2  Ovalen  besteht  Im 
abrigen  sind  also  die  Verhältnisse  wie  früher. 

Das  durchgeführte  Beispiel  lässt  erkennen,  dass  die  Cassinische 
Linie  den  Curven  zugezählt  werden  kann,  welche  eiue  geometrische 
Construction  der  Wurzeln  von  Gleichungen  4.  Grades  ermöglichen. 

Wie  schon  gesagt,  ist  es  nicht  gerade  notwendig,  eine  kubischo 
Gleichung  zu  diesem  Zwecke  aufzulösen,  denn  wir  können  den  Formel- 
apparat auch  in  folgender  Art  aufstellen: 


Areh.  d.  Math.  a.  Phys.    2.  Reihe,  T.  Vit. 
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Ä*  =  i*+i  y^  — 3^^+120 -12(c*-<j«) 

,       1  U»-4AÄ+8C')»       1 
-^  -  64  SeÄTfir^  +  ö  <^' -  4Ä+8Ä»)' 

Ä*-Z>  +  C»  — g* 

In  der  enteo  Gleichung  kann  man  Über  d^  —  q*  so  disponiren, 
dass  der  Wnrzelansdmck  ein  vollstäudiges  Quadrat  wird,  wobei  man 
allerdings  c*  — g*  so  zu  wählen  hat,  dass  qf  oder  ö  nicht  unmöglich 
wird.  Diese  Differenr  steht«  wie  man  sieht,  in  Wechselbeziehung 
zur  quadratischen  Invariante 

Ist  c  — df  so  wird  die  Curve  zur  Lemniskate,  welche  aber  eiu 
specielles  Interesse  hat 

Benutzen  wir  wieder  die  Gleichung 

«*  — 10x»  +  35x»-50r+24  «  0 


so  ist  jetzt 


QR  1 


Wählen   wir    g*  -  <?*  =  3,    so   ist    R*  =  7,    c«  -  2,    9*  —  7 

11  19 

cos  2^  —  —    9  —  '.    Setzen  wir  dagegen  c* — 5*,  so  folgt  Ä*  —  -^  • 

c*  —  ö,  5*  —  -Qi  co8  2q?  —  ög,    V  —  '1  n.  8.  w.    Aus  allen  Fällen 

dieser  Art  folgen  die  Würzen  1,  2,  3,  4.  Aus  diesen  Ableitungen 
erhellt  zur  GenQge,  in  wie  weiten  Grenzen  die  Cassinische  Linie 
den  gesteUten  Bedingungen  genügt. 

Ausserdem  umfASst  sie  alle  Fälle.  Um  dies  nachzuweisen,  wollen 
wir  eine  Gleichung  4.  Grades  mit  3  gleichen  Wurzeln  voraussetzen. 
Bekanntlich  erscheint  dann  die  biquadratische  Invariante  J, 

Es  sei  «*— 5«»4-9**— 7a:+2  —  0,  a?i  —  «,  —  0-3  —  1,  «4  «  2 
3  118 

Ist  etwa  8*  — u*  —  2i  »0  wird  Ä*  —  2,  c*  —  ^g»  «*  ==  7»    cob29> 

—  gl/rr,  cos^  —  gV2.  Alle  diese  Werte  sind  reell.  Demnach 
schneidet  die  Curve  von   der  Secante  3  gleiche  Strecken    *-  1   ab, 
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was  nur  dauu  möglich  ist,    wenn  die  Socaiitc  zu   oiuor  Taugoate  iu 
Wendepaukt  wird. 


Selbst  der  Fall  mit  4  gleichen  Wurzeln  ist  durch  diese  Curve 
lösbar.    Legt  man  z,  B.  die  Gleichung 

a:*--4x»  +  6««  — 4«  +  l  =  0 
ZU  Grunde,  so  hat  man  Ä*  «  I  +  VK?--^),  ferner  ist  c*= /?*—!, 
also  2<?*  =  5*  oder  c  =  -^ 

Bekanntlich  hat  die  Cassinische  Linie  eine  der  Ellipse  ähnliche 

Gestalt,  wenn  «  <1  ^2  °"^  ^""*®  eingedrückte  Form,  wenn  «^  <  i/ 2' 
Im  Uebergangsfall  werden  also,  wenn  die  Secante  zur  Tangente  ein 
Scheitelpunkt  der  kleinen  Achse  wird,  die  4  Schnittpunkte  der  er- 
stem zum  Berührungspunkt  der  letztem  zusammenfallen ,  woraus 
die  Gleichheit  aller  Wurzeln  resultirt. 

Der  letzte  Fall   c  —  -~^  hat  noch  ein  weiterem.  Interesse. 

Ziehen  wir  nämlich  von  einem  Punkte  der  y-Achse  der  allge- 
meinen Curve  eine  Tangente  an  sie  und  bezeichnen  den  entsprechen- 
den Focal Winkel  des  Berührungspunktes  mit  O,  mit  n  die  ^-Ordinate, 
so  erhält  man  nach  einigen  Entwickeluiigen  die  Gleichung 

g«-c«)tgie^- ^  (2c«-Q«)tgie«  ~  ^(2c«+Q«)tgie+.*+(/*--o 

welche  für  2<?*  —  5*  übergeht  in 

tgie^-4tgie+3-=o 

woraus  hervorgeht,  dass  Gleichungen  von  der  Form 

mit  einer  bestimmten  Cassinischen  Linie  in  Beziehung  gebracht 
werden  kOnnen. 
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XIX. 
lieber  eine  besondere  Art  von  Reihen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Wenn    /"(a?)  *»  aia;+a2Ä*+   ...    Ohä:»*-}-  ...     eine    convergente 
Potenzreihe  ist,   und  an  «  9>(n),   so   kann  von  derselben   eine  neue 

durch   Entwicklung    von    £f(x*^)   nach   steigenden   Potenzen   von  x 

entstehende  Potenzreibe  abgeleitet  werden.    Es  ist  nämlich: 

/(«*)  =  OjÄ^  +02«*+    .  .  . 

fXx^)  =  a,x^  +  .  .  . 

fix^)-  a,x^+  ... 


und  d.  h.  Suuimiruug: 

£f(x^)  ==  a,x  +  (a,  -\-a^)x^  +  (a,  +  a^)x^  +  (ai  +  a^  +  a^)x*+  .  .  . 

Jeder  Coefficient  c„  ist  die  Summe  von  Functionen  ^9>(rf),  in 
welchen  €l  alle  Divisoren  des  zugehörigen  Exponenten  n  zu  durch- 
laufen hat;  so  ist 

^4  «  JStpid)  =  <p(l)  +  qp(2)+  (p(4)  ^  a^  +  a^  +  a^. 

Es  besteht  somit  jeder  Coefficient  r„  aus  so  vielen  Gliedern,  als  der 
Index  n  Divisoren  d  besitzt. 
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Aus  der  Convergenz  dor  Poteuzreihe  für  f{x)  folgt  nicht  un- 
mittelbar jene  der  abgeleiteten  Reihe;  letztere  wird  bezüglich  ihres 
Convcrgenzbereiches  speciell  untersucht  werden  müssen. 

Liegt  der  Ableitung  die  Maclaurin'sche  Reihe  zu  Grunde,  so 
ist  das  allgemeine  Glied  der  neuen  Reihe  offenbar 

wo  für  d  sämtliche  Divisoren  von  n  der  Reihe  nach  (die  Einheit 
and  n  inbegriffen)  zu  setzen  sind. 

Eine  Repräsentantur  dieser  Art  Reihen,  deren  Goefficienten  also 
zahlentheoretische  Functionen  des  Index  sind,  ist  die  berühmte 
Lambert'sche  Reihe,  welche  aus  der  geometrischen  Reihe  her- 
vorgeht. 

Andere,  durch  ihre  Summirbarkeit  sich  auszeichnende  Reihen 
wären  folgende: 

1.    Wenn 
als  Stammreihe  gew&hlt  wird,  so  ist 

die  abgeleitete,  für  jedes  «  ^   i   i  convergente  Reihe.    Jeder  Coef- 

ficient  cn  ist  hier  die  Summe  sämtlicher  rcciproker  Divisoren  €l  des 
Index  n,  nämlich 

Sind  a,  6,  c  die  sämtlichen,  in  n  »  a^b^c'/  . .  .  aufgehenden  Prim- 
zahlen, so  besteht  dann  jeder  Cocfficient  c„aus  (a+l)i7^+l)(yH-l).- 
Gliedern;  ist  n  selbst  eine  Primzahl,  so  ist  die  Glieder- Anzahl  »  2 

nnd  Cn  —  1+^* 

Für  unendlich  grosse  Primzahlen  nimmt  cn  den  Wert  »  1  an. 
Wenn  dagegen  n  eine  unendlich  grosso  Potenz  einer  Primzahl  p  ist, 
also  »  »p<^,  so  ist  der  Coefficient 
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Besonderer  Erwähnung  verdient  der  Fall,  in  welchem  n  das  Product 
unendlich  hoher  Potenzen  von  unendlich  vielen  unmittelbar  aufein- 
ander folgenden  Primzahlen  2.3.5.7.11  ...  ist,  denn  hier  ist  dauu 


Ch 


=  -H-H-i+i+i+   .. 


gleich  der  harmonischen  Reihe  Iter  Ordnung,  fQr  welche  die  Be- 
ziehung gilt: 

beiderseits  mit  x**  multiplicirt,  kommt 

lira(j+^+^  +  ...^)a:H-lim(a;»*.logn)  =  limir.a:» 
da  nun 
lim(««logn)„^^-  --y  ,^^=«-Uoo  =01-1  <«<+l{ 

und  lim  Kx^  ebenfalls  =  0  ist,  so  ist  auch 

was  zwar  nur  eine  Folge  der  Gonvergenz  dieser  Beihe  ist,  wegen 
den  schwankenden  Werten  der  Coefficienten  aber  besonderer  Er* 
wähnuug  verdient. 

Werden  die  sämtlichen  cn  betrachtet,  welche  den  zwischen  zweien 
uumittolbar  aufeinander  folgenden  Primzahlen  p  und  p'  >>  p  liegen* 
den  Zahlen  entsprechen,  so  leuchtet  ein,  das  cp  und  Cf^  kleiner  sein 
werden  als  alle  cm,  wenn  n  zwischen  p  und  p'  liegt  und  kleiner  als 
cp-i  und  cp'4.1,  weil  p  —  l  und  p'4~l  gerade  Zahlen  sind,  somit  \ 
in  cp^i  und  cp'^i  als  Summand  enthalten  sein  muss. 

Die  Coefficienten  cp  sind  daher  Minima,  wenn  p  Primzahl  ist; 
zwischen  diesen  Minimalwerten,  deren  grösster  <^=  l-|-i  ist  und 
welche  selbst  eine  beständig  abnehmende  Reihe  bilden,  schwanken 
—  oscilliren  die  übrigen  Werte  cn»  Die  Schwankungen  werden  mit 
zunehmenden  n  immer  grösser. 

Eine  bemerkenswerte  Umwandlung  erfährt  diese  Reihe,  wenn 
sie  nach  den  Gliedern  der  harmonischen  Reihe  i«  i,  ^  • . .  geordnet 
wird;  es  ist  dann: 
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ool       a" 

Ferner  ist 

B(x)  =  Sog  Y^  --log^a-«»); 

die  Faetorenfolge  nach  Unionen,  Amben «  Temen  etc.  der  als  Ex- 
ponenten Ton  X  fangirenden  ganzen  Zahlen  entwickelt^  giebt: 

^l—a-»)—(l— «»)(!— ««)(1— «»)..— l--2?aj*4--raj-»uc*---r«<"jc*jEf-|-... 


=  1- 


1— «"^1— aj'l  — «»       1— «l-««'!-»«' 


daher 


Nach  Enler  (Introd  in  Anal.  inf.  I.  16)  wird  jede  Potenz  ob» 
in  n  ^  ^  80  oft  hervorgebracht,  als  sich  der  Exponent  n  ans  den 
ganzen  Zahlen  dnrch  Addition  hervorbringen  lässt;  es  ist: 

"^1^  -  l  +  «  +  2x«+3x»+5»*+7«»+ll*«+  . . . 

demnach  l&sst  sich  der  Satz  aussprechen : 

„Der  natflrliche  Logarithmus  der  Reihe,  in  welcher  jeder 
Coefficient  anzeigt,  auf  wie  viel  Arten  der  zugehörige  Ex- 
ponent aus  den  ganzen  Zahlen  durch  Addition  gebildet 
werden  kann,  ist  eine  Reihe,  deren  Coefficienten  die  Sum- 
men der  reciproken  Divisoren  der  correspondirenden  Ex- 
ponenten sind/* 

Da  femer 

n(l-a;*)  —  l~ar  — ««-f-«*-f-»7-x»«  -  «"+  -^ ... 

3n«±n 

=  Z(-1)»»     ^ 
0 
ist,  so  gilt  auch: 
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3n»+n 
i2(a:)  =  -log{r(-l)"x      2     j 

Werden  von   Ji(x)   die  Glieder   mit   ungeradem  Exponenten   zu 
einer  neuen  Reihe 


Ä'(x)-iaog(^^) 


vereinigt,  so  lässt  sish  letztere  mit  Hälfe  der  elliptischen  Functionen 
Summiren. 

Es  ist  nämlich, 
vorausgesetzt, 

Ä'('i)  -  a+(i+i)a»+(i  +  i)«»+(i-H)fl^+(i+i+J)«»+. . . 

ferner 

(Durego,  S.  227  (16)),  daher 

k'  ist  der  complementäro  Modulus  «  ?  ,    T  a  i    9T  le^.  *   '^  ^^' 
her  gilt  auch: 

+(i+W+(i+i+J)3^+... 

Durch  letztern  Ausdruck  wird  die  Reihe  R'{q)^  [in  welcher  die 
Coeflicienten  von  den  Teilern  des  zugehörigen  Exponenten  abhangen, 
dargcfitellt  durch  den  Quotienten  zweier  Potenz-Reihen,  deren  £x- 
))oncuten  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  sind.' 

2.    Sei 

IH  T"  2"  •    3»» "'   ' '  "  ^^  ^* 
so  ist  das  Product  Sm-^nSn  zweier  harmonischen  Reihen,   geordnet 
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nach  den  ntcn  Potenzen   der  reciproken  natürlichen   Zahlen ,   anch 

eine  Reihe  in  welcher  z.  B.  das  Glied  -  den  Coefficienten  S  ^rbe- 

sitzt,  wo  d  wieder  sämtliche  Teiler  von  a  zu  darchlaafen  hat   Denn 
es  ist: 


Sn 

6"»+* 


6*» 


+ 


2~.2» 


1 


2»»,  4»* 


3**.3«* 


4m  ^  4M 


5"».5«* 


+  2"».  6«*  "f" 

+  3ii^6^  + 

+ 
+ 


daher 


1  +  1     1+1      1+1  +  1     14.^ 


2* 


3» 


4» 


5* 


1+1+1+1 
^    lm'r2«'^3'^^6'»    , 

+  e»  +  •  •  • 

Die  Glieder  dieser  Reihe  sind  Functionen  ^(m),   welche  der 
Bedingung 

i|;(m')*(w»")  «t/;(w%'.m") 

far  ganze  m  genügen;  darum  lässt  sich  die  Reihe  Bh  auch  in  Form 
eines  unendlichen  Productes  anschreiben;  es  ist 


Rn 


t  L    *      p" 


^"^  pm~r  pitn 


p2H 


— pS +  -J 


^  i"    m  +  ^m  +  ^8» 


unter  p  Primzahlen   verstanden.    Die  Summe  der   eingeklammerten 
Reihe  ist 
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pfnin  pH 


somit  ist 

R  „  %—^!^ 

^-     /(p«+«-l(p--l) 

Boi  geraden  m  und  a  ist  Eh  durch  dio  Bernonlli'schen  Zahlen 
ansdrackbar;  z.  B.  ist  fflr  m  =  2,  n  —  2 

^8  — isi 2«      ' 3»       '  4»  ^  ••  • 

""     2!    •     41      ""540' 

Wenn  m  -»  Ö  ist,   verwandelt  sich  i?«  in  das  Quadrat  S»*  and 

der  Coefflcient  ^^^  ^-^  des  Gliedes  mit  dem  Nenner  a»  wird 

gleich  der  Anzahl  der  Teiler  von  a\  es  ist  nämlich 

c«-.l    .    2    .   2        3     .2^   .4 

"••  —  jn  i"  2»»  "•"  3"  '   4»*  "**  5*  '   6"  '    *  *  ' ' 

es  hat  z.  B.  das  Glied  g-^  den  Zähler  4,    weil   6  4  Divisoren:   1.  2. 

3.  und  6.  besitzt.  Es  treten  also  hier  ganz  dieselben  Coeffidenten 
wie  bei  der  Lambert'schen  Reihe  auf.  In  Form  einer  unendlichen 
Factoreufolge  geschrieben  ist: 


P' 


,2n  *  2^**  3^*^  5^** 


^^  ""  P  (2)~-rl)«  •"  (2*— 1)«  (3-— D«   (5-— 1)« 
3.    Bekanntlich  ist: 

der  Reihe  nach  x^  a;^  o:*,  .  .  .  für  x  gesetzt,  sämtliche  Reihen  addirt 
und  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordnet  giebt  das  Resultat: 

+  (r--" +li*-^' +I1  «-*-*+ l-r"*) '«''+••  • 
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Der  Goefficient  irgend  eines  Gliedes  x^  besteht  nnn  wieder  ans 
ebenso  vielen  Gliedern  als  n  Divisoren  besitzt;  letztere  treten  sowol 
als  Coef&cienten  als  auch  als  Exponenten  des  selbst  als  Exponent 
von  e  erscheinenden  Argumentes  x  auf,  so  zwar,  dass  immer  Ex- 
ponent und  Goefficient  das  constante  Produkt  *«  n  geben.  Die  Divi- 
soren von  n  erscheinen  femer  vollzählig  als  Goefficienten  von  der 

Form  -T-f  der  Exponentiellen  e.    Das  allgemeine  Glied  dieser  als 
Goefficient  der  Potenz  x^  fungirenden  endlichen  Reihe  ist  demnach: 

M 

dd-i  -tai, 
^* 

wenn  d  ein  Divisor  von  n  ist,   und   der   ganze  Goefficient  von 
schreibt  sich  daher: 


WO  f&r  /i  sämtliche  Teiler  von  n  zn  setzen  sind. 


Ist  n  eine  Primzahl  p,  so  hat  xp  den   nur  ans  2  Teilen  be- 
stehenden Goefficienten 

10         p         pp-l 

ist  hingegen  n  eine  unendlich  grosse  Potenz  einer  einzigen  Primzahl 

P^  so  ist  der  Goefficient  von  t»^  (v  =  od)    selbst   eine   unendliche 
Reihe: 

10        ,»       pp-i  p»-l        «2(p'-l)  |,»-2 


in  welcher  die  Goefficienten  und  Exponenten  von  e  nach  einem  leicht 
erkennbaren  Gesetze  fortschreiten. 

Mittelst  der  Reihe  für  «(^4.1)  ^^sst  sich  aber  offenbar  jede 

in  eine  Potenzreihe  entwickelbare  Function  f{x)  auch  in  eine  solche 
Reihe  verwandeln,  in  welcher  die  Goefficienten  der  Potenzen  von  x 

Summen   £  g>{ti)  von  Functionen  der  Teiler  des  Exponenten  n  sind, 

und  daher  aus  ebenso  vielen  Teilen  bestehen,  als  n  Divisoren  auf- 
weist 
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So  ist  z.  B. 

Hier  ist 

^  n      dl  n  dl 

ebenso 

10  /2i  1     l®        \ 

Der  Coefficient  vgn  a;**  ist  in  dieser  Reihe: 

n 

■G)'  " 

WO  sich  die  Snmmirung  wieder  auf  alle  Divisoren  d  des  Exponenten 
n  erstreckt 

Salzbarg,  Jali  1887. 
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XX. 


Die  Bestimmung  der  Anzahl  Primzahlen,  welche 
nicht  grösser  als  eine  gegebene  Zahl  sind. 


Von 

Franz  Rogel. 


Im  46.  Bande  des  geschätzton  Arcbives  berechnet  K.  £.  Hoff- 
mann  die  Anzahl  aller  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grenze  m 
mittelst  der  Function  9(1»)  und  einer  Grösse  fi,  die  auf  rein  empiri- 
schem Wege  unter  Beihilfe  die  Rechnung  abkflrzender  Kunstgriffe 
aus  der  Primzahlentafel  durch  Abzählen  gefunden  wird;  die  Inan- 
spruchnahme der  letzteren  erstreckt  sich  auf  Primzahlen,  welche 
weit  Aber  Vm  liegen. 

Diese  Lösungsart,  welche  dem  praktischen  Rechner  einen  sehr 
rasch  zum  Ziele  fflhrenden  Weg  zeigt,  lässt  daher,  ebon  wegen  des 
Auftretens  dieser  Grösse  /n,  die  Frage  nach  der  Form  der  Abhängig- 
keit der  gesuchten  Anzahl  von  der  gegebenen  Zahl  m  und  sonstiger 
Einfluss  nehmender  Grössen  (den  Primzahlen  •<  Vfn)  völlig  offen. 
Dieselbe  soll  nun  durch  die  im  nachfolgenden  entwickelte,  rein  rechne- 
risch vorgehende  Methode  beantwortet  werden.  Die  Benutzung  der 
Primzahlentafel  wird  hiebei  auf  ein  Minimum,  nämlich  auf  die  Auf- 
suchung der  Primzahlen  <C  Vm,  beschränkt. 

Die  Untersuchung,  ob  eine  vorgelegte  Zahl  m  Primzahl  ist  oder 
nicht,  führt  zu  der  Erkenntniss,  dass  hiezu  versuchsweise  Teilungen 
dieser  Zahl  nur  durch   die  Primzahlen  von  ^2  "*  ^   angefangen  bis 
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zur  grösston  noch  vor  Vm  liegenden  Primzahl  pn  erforderlich  und 
hinreichend  sind  '). 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Primzahlen-Menge  Um  auch 
nur  von  diesen  Primzahlen  |>„  Ps --  -  p»-i,  pn<.V*^  (Vi»<;pih-i) 
neben  der  Zahl  m  selbst  abhangen  wird. 

Bedeutet  nun  das  Symbol  (-j  die  grösste  im  Bruche  -  ent- 
haltene ganze  Zahl,  so  dass 

.  ^   „    ©<i<e)+' 

ist,  dann  stellt 

(^^)(r-2,3.  ...,-1,«) 

die  Anzahl  aller  nicht  über  m  liegenden  gegen  pr  relativen  Prim- 
zahlen vor. 

Die  Summe    ^  i  -  |  gicbt  jedoch  nicht  die  Anzahl   aller  gegen 

r=2  \pr/ 

P»  —  Pip,  . .  .  pn-ipn  relativen  Primzahlen  ( ^  i»);  denn  alle  durch 

zwei  oder  mehrere  der  Primzahlen  p^  ...  pn  zugleich  teilbaren  Zahlen 

SS  ^  werden  in  derselben  mehrmals  gezählt.    Zahlen  von  der  Form 

^q(p)  (Combinatioen  der  qt&n  Ciasse  ohne  Wiederholung  der  Elemente 
Ps  ••P'*)  erscheinen  gmal:  ebenso  oft  wie  flberhanP^  alle  Zahlen, 
welche  aus  q  Primzahlen  zusammengesetzt  sind. 

Um  nun  die  Anzahl  aller  gegen  Pn  relativen  Primzahlen  ^m  zu 
finden,  kann  das  folgende  inductive  Verfahren  eingeschlagen  werden. 

In  der  Summe  ("")+(""}  kommen  alle  durch  Ps*^  pt-  Ps 
(—2.3  —  6)  teilbaren  Zahlen  ^  m  zweimal  vor ;  daher  giebt 
{-)—•(—)—  ( j  die  Anzahl  aller  gegen  P,  relativen  Prim- 
zahlen ^  m. 


1)  J.  Frischanf,  Vorlesungen  Aber  Znhlontheonc. 
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Die  Samme  (^j+  (^j+  (??)  enthält  alle  durch  p,p,,  p,p, 
undp^p^  teilbaren  Zahlen  doppelt;  die  Differenz 

daher  nnr  einmal,    dagegen  sind  die  durch  p^p^p^  teilbaren  Zahlen 
in  den  positiven  Gliedern  zusammen  d  )  mal  in  den  negativen  eben- 

fiüls  Qjmal,   im  ganzen  also  L  j  —  O  «  Omal  gezählt 

Es  muss  daher  zu  dieser  Differenz  ( j    addirt    werden 

um  sodann  in 

\pj  "^  Vft/      \pJ  '^KPipJ^  \pj  PaJ  ~  \pVpa/      Vp^pSi/ 

die  Menge  aller  gegen  P^  -»l's  -rs  •1'4  relativen  Primzahlen  zu  er- 
halten, wofflr  man  auch  abgekürzt  schreiben  kann: 

i\Ctp)      t\c\p)      ,vqp; 


Durch  Fortsetzung   dieses  Verfahrens   erscheint  für   die  Anzahl 

r  gegen  Ph— ft.p 
Summe  von  der  Form: 


aller  gegen  Pn  »  Pt .  ps  •  •  •  Pn^i .  ;>»  relativen  Primzahlen  ^.m  eine 


^-ffe)-ffe)+-+'-'"ife)±- 

Die  Zeiger  beim  Summenzeichen  bedeuten ,  dass  die  Combinationen, 
welche  als  Teiler  auftreten ,  aus  den  Elementen  von  p^  bis  pn  zu 
bilden  sind. 

»*  /  m  \ 
Um  die  Summe  £  ( 7; —  1  zu  erhalten,  muss  m  durch  sämtliche 

Combinatlonen  der  rten  Classe  ohne  Wiederholung  dividirt  und  die 
ganzen  Quotienten  addirt  werden. 

Irgend  eine  Zahlform  p^'p^P  .  . .  p9r^\.m'  (m'  05  Pn)  welche 
ans  r  Primzahlen  ans  der  Reihe  p^  .  ..  pn  gebildet  ist ,  kommt  in 
S  wirklich  nnr  einmal  vor;  denn   in   der  ersten  Partial-Snmme  in 
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1)    nÄmlich  in  X(— — V   ist  für  (   jmal,  in  der  zweiten  — (o)»  ■•• 

in  der  (r— l)ten  {—^yCI^^  und  in  der  rten  (— 1)'-Hr  jmal,im 
ganzen  daher 

enthalten. 

Dass  die  Comhinationen  der  Primzahlen  p«  . . .  Pm  ,  welche  hier 
als  Teiler  auftreten ,   nicht  grösser  als  m  sein  sollen ,  ist  aberflflssig 

besonders  zu  bedingen,  da  ja  in  diesem  Falle  (-J  =  0  wird  (|:>>in). 

Durch  diese  successiven  Teilungen  werden  aber  die  Primzahlen 
Pt^  Ps  *•  •  P»-i)  Vn  <  Vm  <  pM^i  selbst  ausgeschieden;  indem  man 
ihre  Anzahl  n— 1  restituirt,  ergiebt  sich  als  Ausdruck  fllr  die  Anzahl 
aller  Primzahlen,  welche  nicht  grösser  als  m  sind: 

2]  2lm«  »I  — @+n-l 

oder 

««■- -ffe)+f(■<^7)-ffe)+■•■ 
f»  — ®  kann  symbolisch  auch  in  folgende  Form  gebracht  werden: 

fl  .-«•-„(.-yK)...(.-^X'-_y 

Das  eingeklammerte  m  zeigt  an,  dass  nach  vollzogener  Multiplication 
der  Factorenfolge  jedes  Glied  mit  [m\  noch  vor  der  Reduction  zu 
multipliciren  und  dann  ^ 

zu  setzen  ist;  sC^p  bedeutet  hier  die  «te  Combination  der  rten  Classe 
ohne  Wiederholung  der  Elemente  p«  . . .  pn. 

Die  Aehnlichkeit  dieses  Ausdruckes  4]  mit  jenen  fflr  die  Anzahl 


Digitized  by 


Google 


welche  nicht  ffrönser  ah  eine  gegebene  Zahl  find.  385 

^{m) ')    aller  zu   m  =•  a«.^/*  . . .  A;»  .  V-   relativen  Primzalilcii  ist  uu- 
rerkennbar;  es  ist  bekanutlich 

^.,  =  .(.-!)(x-!)...(.-i)(:-l) 

Barcb  Sobstitatioa  von  m  -  •  @  aus  4]  in  2]  wird 

i    \         Pn/ 

Eine  von  dieser  verschiedene  für  praktische  Zwecke  bedeutsame 
Form  fflr  %««  wird  mit  Benutzung  der  Gleichung 


(S)-#) 


erbalten.    In  seiner  ursprünglichen  Form  ist  nämlich 

"-—(D-CS)-!?.)-- 

\PtpJ  \PipJ  \PliPJ  ' 

/         »»       \  »»       \ 

\PiPiPA/       PtPtP^J 

\P^PSP4P6/ 


Da  die  Ordnung  der  Glieder   ohne  jeden  Einfluss   auf   die    Grösse 
von  Um  ist,  so  gilt  auch: 

»  =  «»  — 


~  \pj       \PipJ      \pipJ  ~\p%Pi  pJ 


+  «-1 


1)  G.  Lcjpnnc-Dirfchlot,  Vorlcsnngcn  über  ZahUmtheorio. 
Areh.  «er  Matb.  n.  Phya.    2.  Reihe,  T.  VII. 
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Diese  veränderte  Ansdrucksweise  entspricht  einem  Satze  der 
Combiuationslehre ;  9(m  wird  dadurch  nicht  geändert.  Nun  geht  dar- 
aus deutlich  hervor,  dass  die  zweite  Zeile  aus  der  ersten  durch  Tei- 
lung mit  — /)3,  die  3te  aus  der  2ten  durch  Teilung  mit  — jp4,  all- 
gemein die  rte  Zeile  aus  der  (r  — l)ten  Zeile  durch  Teilung  mit 
~/>rfi  entsteht.     Diese  Wahrnehmung  zum  Ausdruck  gebracht,  wird 


5]         ^m^m        ^      ^ 

\P2/  \  Ps 


Pa 


-  +..,«-1 


wo  die  Bruchformen,  besondere  Arten  von  aufsteigenden  Ketten- 
brüchen '))  80  zu  verstehen  sind,  dass  Glied  für  Glied  des  Zählers 
besonders  zu  teilen  ist,  weil  im  allgomeinen 


a+b+c  +  ,.,< 
P  "> 


|ry+a)+a)+- - 


Das  Bildungsgesetz  der  einzelnen  Glieder  ist  ein  leicht  erkeun- 
bares.  Die  wirkliche  Ausführung  für  ein  specielles  m  giebt  sich 
bedeutend  einfacher,  als  das  complicirte  Aussehen  dieser  Formel 
erwarten  lässt. 

Beispiel. 

m  -  359;  pn  -  17  <  VSÖÖ  <  19(=;?«+i);    n  =  8. 
Die  Teilerreihe  p^  . .  .  pn  ist  =  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17. 
Der  Mechanismus  der  Rechnung  ist  folgender: 

In  Ausführung  der  in  4  ]  angedeuteten  Operationen  werden  eine 
entsprechende  Anzahl  von  Colonnen ,  alternirend  mit  -|-  und  —  be- 
zeichnet, zur  Aufnahme  der  Quotienten  aufgestellt.    Zunächst  durch 

(359  \ 
—  J  «  — 179  in  die  mit  —  gekenn- 
zeichnete Colonne  eingetragen,  wodurch  schon  die  erste  Zeile  abge- 
schlossen ist;  dieselbe  wird  nun  durch  —  p^  =  — 3  Glied  für  Glied 
geteilt  und  die  Resultato  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  in  die 
gleichbezeichnete  Colonne  eingestellt.  Das  Verfahren  wiederholt  sich 
für  alle  Teiler  und  alle  Zeichen  bis  zum  letzten,  hier  pn  =»  17. 


1)  Kuntzc  und  SchlÖmilch  III.  Bd.  64. 


Digitized  by 


Google 


wetrh^i  nicht  grösser  ah  eine  gegebene  Zahl  sind.  387 

Die  Addition  mit  Hinzufügang  von  n— 1  «  7  crgicbt  8tm  =-  73. 

Zar  bessern  Uebcrsiclit  worden  5  Colounen  anfgestelH;  es  würden 
jedoch  zwei,  ffXr  +  und  —  vollkommen  genügen. 


Teiler  1      + 


+ 


11 


359  ! 


179 


119 


71 


-     1      + 


59 


35 
23 


11 


51 


32 


25 
17 

10 


16 

10 

ß 

4 


13 


27 

13 

4 

9 

2 

5 

1 

3 

1 

2 

1 
1 

17 


21 


10 
7 
4 
3 
1 
1 


ZuBammen  I  +359      ~50J    +263  |      -58       +2     |  «  66 

«  —  1  =  7 
Bafio  *=■  73 

Ist  die  Zahl  m  eine  zusammengesetzte,  etwa  von  der  Form 

so  bietet  die  Kenntniss  von  q>(m)   für  diese  Art   der  rechnerischen 
Ausführung  einen  kaum  nennenswerten  Vorteil,   da  die  Teilsummo 
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in  4']  ja  aas  sämtlichen  vorhergehenden  Gliedern   bestimmt  werden, 

die  Ermittlung  von    (  —  )    bis    (  —  )    daher  immer  vorznnehmen 
ist. 

Schliesslich   sei   noch   bemerkt,    dass  dieser  Algorithmus    der 
Combinationen  mit  Wiederholung  nicht  bedarf. 

Da  3«59  selbst  eine  Primzahl  ist,  so   kann  man  sagen,   dass  es 
73  Primzahlen  giebt,  welche  nicht  grösser  als  359  sind. 

Salzburg  im  Januar  1887. 
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XXI, 
Neues  über  Vier-  und  Vielecke. 

Von 

B.  Sporer. 


I.    Teil. 
L     (Fig.  1.) 


i4,  Ä,  C  und  D  seien  irgend  4  Pankte  der  Ebene,  M,  N  und 
P  die  Brennpunkte  der  Parabeln,  welcbe  die  Linien  AB^  AC\  BD^ 
BC  resp.  AB^  AD,  BC,  CD  und  ADy  AC,  BC\  BD  berühren. 
Die  Gcgenscitenpaare  des  Vierecks  AB,  CD,  AC,  BD  und  AD,  BC 
mögen  sich  ferner  in  den  Punkten  F,  E,  G  schneiden. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass,  wenn  wir  von  F,  E  und  G  Lote 
auf  die  4  Linien  EC^  AI),  DB  und  BC  fällen  und  deren  Fusspunkte 
der  Reihe  nach  verbinden,  die  Inhalte  der  dadurch  entstandenen  3 
Figuren  verschwinden,  so  ergiebt  sich  uns,  dass  für  jeden  Puukt  des 
Kreises  durch  P,  E  und  G  die  Vierecke  der  Fusspunkte  der  Lote 
auf  die  Seiten  des  gewöhnl.  Vierecks  ACBD  einen  verschwindenden 
Inhalt  haben  (Vergl.  J.  Steiners  Abhandl  über  Fusspunktcurven 
ges.  W.  B.  2  p.  121.)  Diese  Eigenschaft  der  Punkte  des  Kreises 
durch  P,  E  und  G  lässt  sich  nun  auch  noch  anders  ausdrücken. 
Soll  nämlich  für  irgend  einen  Pnnkt  des  Kreises  der  Inhalt  der  Fuss- 
puuktscnrve  verschwinden,  so  ist  dies  identisch  mit  dem  Umstände, 
dass  die  Verbindungslinien  der  Fusspunkte  der  Lote  von  diesem 
Punkt  auf  die  Gegenseiten  des  gewöhnl,  Vierecks  ACBD  unter  sich 
pansllcl  werden,  oder,  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  Satz: 

Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkte  des  durch  P,  E  und  G 
gelegten  Kreises  Lote  auf  die  Seiten  des  gewöhnl,  Vierecks  ACBD 
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and  verbinden  die  auf  den  Gegenseiten  gelegenen  Fusspunkto  mit 
einander,  so  sind  diese  Verbindungslinien  unter  sich  parallel. 

Erwägen  wir  ferner,  dass  die  Kreise  durch  die  Punkte  (r,  r 
und  N,  E^  F  und  M  analoge  Eigenschaften  in  Bezug  auf  die  Vier- 
ecke ABCD  und  ABDC  besitzeu,  so  ergiebt  sich  uns  sofort,  dass 
die  3  durch  P,  E^  G\  (?,  F,  N  und  E^  F,  M  gelegten  Kreise  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  y  treffen,  und  dass,  wenn  wir  auf 
die  6  Seiten  des  vollst  Vierecks  ABCD  Lote  von  y  filllen,  die  Ver- 
bindungslinien der  Fusspunkte  auf  den  Gegenseitenpaaren  unter  sich 
parallel  werden.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  es  im  allgemeinen  nur 
einen  einzigen  Punkt  geben  wird,  der  die  letzt  erwähnte  Eigenschaft 
in  Bezug  auf  ein  volles  Viereck  besitzt. 

Fassen  wir  die  entwickelten  Eigenschaften  zusammen,  so  er- 
halten wir  den  Satz: 

„Die  sechs  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  lassen  sich  3  mal 
„zu  2  Paaren  von  Gegenseiten  anordnen,  welche  je  eine  Parabel  bo- 
„rühren.  Legen  wir  durch  die  Brennpunkte  der  Parabeln  und  di& 
„Schnittpunkte  der  zugehörigen  Gegenseitenpaare  Kreise,  so  ergeben 
„uns  3  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Kreise  und  fällen  wir  von 
,,dem  gemeinsamen  Punkte  der  Kreise  Lote  auf  die  sechs  Seiten  des 
„Vierecks,  so  liegen  deren  Fusspunkte  auf  den  Gegenseitenpaaren 
„auf  parallelen  Linien,  und  im  allgemeinen  besitzt  nur  dieser  Punkt 
„in  Bezug  auf  das  Viereck  die  erwähnte  Eigenschaft  *' 


IL 

Logen  wir  ferner  durch  P,  A  und  B  einen  Kreis,  so  bildet 
dieser  mit  der  Linie  Aß  einen  Winkel  «  CGD+CED  —  2E,  da 
ein  durch  B^  Z>,  G  gehender  Kreis  durch  P  gehen  muss,  also  Wkl. 
DPB  «  Wkl.  CGD  und  ebenso  Wkl.  APD  =  Wkl.  CED  ist.  Ebenso 
bildet  der  durch  A,  M  und  D  gelegte  Kreis  mit  der  Linie  AD  einen 
Winkel  —  —  CPÄ— C^:£r-)-2R,  Daraus  folgt  aber,  dass  die  beiden 
Kreise  durch  A^  B^  P  und  A^  Z),  3f  in  ^  sich  unter  einem  Winkel 

a  =  4R  -^-BAD  —  CFB—CEB-^  CGD—  CED 
=  2R  -f  BAD—  CFB  -  CGD 

durchschneiden. 

Ebenso  finden  wir,  dass  die  Winkel  ß  und  /,  unter  denen  sich 
die  Kreise  durch  A,  J»/,  D\  D,  iV,  B  und  A,  B^  Pin  D  und  B 
durchschneiden,  sind: 
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ß  «  2R+ÄDB'-AGC—CEB 

y  -,  2B,+DBA  —  AFC'-'CED 

Aus  den  Werten  für  «,  ßy  y  folgt  nun  sofort  die  Relation: 

a  +  ß  +  y^^^R 
Schneiden  sich  nun  aber  3  Kreise  unter  Winkeln,  deren  Summe 
=  2R  ist,  so  gehen  sie  durch  einen  und  denselben  Punkt.  Die  Kreise 
durch  P,  4,  i^;  -4,  3/,  D  und  D,  iV,  B  gehen  somit  durch  einen 
Punkt.  Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  in  Bezug  auf  die  Dreiecke 
ACß,  ADC  und  BCD  analoge  Eigenschaften  wie  für  das  Dreieck  ADB 
gelten,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

„Legen  wii*  durch  die  Brennpunkte  der  (in  I.  erwähnten)  Para- 
„beln  und  die  Endpunkte  der  Seiten  des  Vierecks,  die  nicht  Tan- 
„gentcn  der  Parabel  sind,  Kreise,  so  erhalten  wir  sechs  Kreise,  welche 
„sich  viermal  zu  dreien  in  einem  Punkte  schneiden/' 

III.    (Fig.  2.) 

Wir  haben  in  I.  bemerkt,  dass  im  allgemeinen  in  Bezug  auf  ein 
Viereck  nur  ein  Punkt  y  existire,  der  die  in  I.  erwähnten  Eigen- 
schaften besitzt;  es  gicbt  jedoch  eine  bestimmte  Lage  der  4  Punkte 
A^  Ä,  C  und  D,  wo  dies  nicht  mehr  der  Fall  ist,  dann  nämlich, 
wenn  jeder  der  4  Punkte  Höhenschnitt  des  Dreiecks  der  3  übrigen 
Punkte  ist. 

In  diesem  Falle  liegen  nämlich  die  Punkte  P,  M^  N,  E,  F  und 
G  auf  einem  Kreise ,  indem  F  mit  F,  M  mit  G  und  N  mit  E  zu- 
sammenfallen. Der  Punkt  y  selbst  wird  auf  diesem  Kreise  unbe- 
stimmt, oder  mit  andern  Worten ,  jeder  Punkt  des  durch  E,  F  und 
G  gehendeo  Kreises  hat  die  erwähnte  Eigenschaft.  Nun  wird  aber 
der  Kreis  durch  die  Punkte  E,  F  und  G  zum  gemeinschaftlichen 
Feuerbach'schen  Kreise,  der  aus  je  3  der  4  Punkte  A^  B  und  D 
gebildeten  Dreiecke,  d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

„Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkte  des  Feuerbach'schen 
,,Kreises  eines  Dreiecks  Lote  auf  die  Seiten  und  Höhen  des  Drei- 
„ecks  und  verbinden  jeden  Fusspunkt  dieser  Lote  auf  den  Seiten 
„mit  dem  Fusspunkt  des  Lotes  auf  der  zugehörigen  Höhe,  so  sind 
„diese  3  Verbindungslinien  unter  sich  parallel." 


IV. 

Die  vorhin  erwähnte  Lage  der  4  Punkte  A,  B,  C  nnd  D  bietet 
aoch  in  anderer  Beziehung  noch  Interesse. 
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„Fällen  wir  uämlich  von  irgend  einem  Punkte  auf  die  'Sciton 
„eines  vollständigen  Vierecks  Lote  und  verbinden  die  auf  den  Gegen- 
„selten  gelegenen  Fusspunkte  derselben,  so  werden  sieb  die  dadurch 
„entstebenden  3  Yerbindnngslinien  im  allgemeinen  nicbt  in  einem 
„Punkte  scbneiden.  Haben  jedoch  die  4  Punkte  A,  B^  C  und  D  die 
„in  III.  erwähnte  Lage  zu  einander,  so  dass  also  jeder  der  Höhen- 
„schnitt  des  Dreiecks  der  3  andern  ist,  so  ist  dies  stets  der  Fall, 
„der  Punkt  möge  eine  Lage  haben,  welche  er  wolle. 

Sind  nämlich  von  dem  Punkte  P  auf  die  Seiten  eines  solchen 
Vierecks  die  Lote  FH,  PJ,  PK,  PO,  PM  und  PN  gefällt  und  dio 
Fusspunkte  dieser  Lote  auf  den  Gegenseiten  mit  einander  verbun- 
den, also  die  Linien  HO,  JK  und  NM  gezogen  und  ziehen  wir  femer 
PE,  PF  und  PG  und  durch  K,  Fund  G  parallele  Linien  EW,  FV 
und  Gl]  mit  HO,  JK  und  MN,  so  bilden  die  ersten  3  Linien  mit 
den  Linien  PE,  PF  und  PG  dieselben  Winkel  wie  die  letzteren  drei. 
Bedenken  wir  nun ,  dass  CE,  CG  und  CF  die  Halbirungslinien  der 
Winkel  des;.Drciecks  EFG  sind  und  dass,  da  EP,  FP  und  GP  sich 
in  einem  Punkte  schneiden, 

9inPGE    %\xxPEF     sin  PFG  __ 
sin  ÜGF'  smPEG  *  sin  PFE  ^  "~  ^ 

ist,  so  finden  wir,  dass  auch 

sin  UGE     sinTT^F    sin  VFG 


sin  UGF    sinWEG  '  sin  VFE 


ist,  oder  dass  sich  die  durch  F,  F  und  G  mit  den  Linien  HO,  JK, 
MN  gezogenen  Parallelen  EW^  FV  und  Gü  ebenfalls  in  einem 
Punkte  Q  treffen.  Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  sich  die  Linien 
HO,  JK  nud  MN  im  Halbirungspunkte  L  von  PQ  schneiden,  womit 
die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Zugleich  ergicbt  sich   daraus,   dads  die  Punkte  P  und  Q  sich 
gegenseitig  entsprechen. 


IL    Teil 

V.     (Fig.  3.) 

Sind  wieder  4  Punkte  gegeben,  und  fällen  wir  von  einem  der 
Punkte  D  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  der  drei  andern  Punkte  ABC 
die  Lote  DE,  DF  und  DG,  und  legen  wir  durch  die  Punkte  E,  G  und 
F  einen  Kreis,  so  wird,  da  Wkl.  Z)6?£;  ==  Wkl.  DCE  und  WkL 
DGF  =  Wkl.   DAF  ist: 
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WkJ.  EGF  -  Wkl.  DGB  +  Wkl.  DAB 

ADdererseits  ist  aber,  wenn  wir  durch  E  und  die  Halbirungspunkte 
tott  DC  und  DB  einen  Kreis  legen ,  HE  —  CH,  also  Wkl.  DHD  — 
2.HCE  und  Wkl.  DHJ=  Wkl  DCB  und  somit  Wkl.  JÄJ5  « 
Wkl,  Z>CÄ.:  Ebenso  wird,  für  einen  Kreis  durch  F,  J  und  den  Hal- 
bimiigspiinkt  K  von  AD,  Wkl  i?'irj=  Wkl.  DAF.  Fassen  wir  diese 
Resolute  mit  Worten  zusammen,  so  finden  wir  also,  dass  ein  Kreis 
durch  EFG  der  Peripheriewiukol  über  dem  Bogen  EF  so  gross  ist 
als  die  Summe  der  Peripheriewinkel  über  den  Bögen  EJ  und  JF 
der  Kreise  durch  HEJ  und  JFK,  oder  dass  die  3  erwähnten  Kreise 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  x  treffen. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  Kreise  durch  H,  JF,  J  und 
J,  J%  K  die  Feuerbach'schen  Kreise  der  Dreiecke  BCD  und  ABD 
sind,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

,,Sind.  4  Punkte  gegeben,  und  ftUen  wir  von  jedem  der  Punkte 
,JLote  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  der  3  andern  und  legen  durch 
,/ieren  Fusspunkte  Kreise,  so  erhalten  wir  4  Kreise,  welche  sich 
„in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Schnittpunkt  der  4  Feuer- 
„l>ach*schen  Kreise  der  4  Dreiecke,  welche  man  aus  je  3  der  4 
,4^onkte  bilden  kann,  schneiden^^ 

Oder: 

„Sieht  man  jeden  von  4  Punkton  als  Brennpunkt  eines  Kegel- 
„scbnitts  an,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  der  3  übrigen  Punkte  bo* 
„rflhrt,  so  schneiden  sich  die  über  den  Hauptachsen  der  Kegelschnitte 
„beschriebenen  Kreise  in  einem  Puukte,  dem  gemeinsamen  Punkte 
„der  4  Feuerbach'schen  Kreise  der  Dreiecke,  die  man  aus  je  3  der 
„4  Punkte  bilden  kann^S  (Vergl.  des  Verfassers  Mitt.  im  württ 
Korrespbl.  für  Gelehrten-  und  Realschulen  1885.) 

VI.     (Fig.  2.) 

Sind  wieder  4  Punkte  derart  gegeben,  dass  jeder  der  Höhen- 
schnitt des  Dreiecks  der  3  übrigen  ist  und  nehmen  wir  irgend  einen 
fünften  Punkt  P  au,  so  bildet  dieser  mit  den  ^  ersten  Punkten  A, 
B,  Cy  D  im  ganzen  10  Dreiecke.  Da  nun  die  Dreiecke,  welche  wir 
ans  je  3  der  4  Punkte  A^  B^  C,  D  bilden  können,  einen  gemein- 
samen Feuerbach'schen  Kreis  haben,  so  folgt  daraus  sofort,  dass  die 
Feuerbach'schen  Kreise  aller  dieser  10  Dreiecke,  die  je  3  der  Punkte 
^,  B.  C,  D  und  P  bilden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  x  gehen 
müssen.  Fällen  wir  nun  von  P  etwa  auf  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABD  Lote  PH^  PK,  PN  und  legen  durch  deren  Fusspunkte  H,  K 
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und   N  einen   Kreis,    so   gebt  dieser   nach  Y.    ebenfalls   durch   x. 
Daraas  erhalten  wir  den  Satz: 

„Sind  irgend  4  Punkte  so  gegeben,  dass  jeder  Höbenschnitt  des 
„Dreiecks  der  3  übrigen  ist,  und  fällen  wir  von  irgend  einem  5ten 
„Punkt  Lote  auf  die  Seiten  der  Dreiecke,  welche  wir  aus  je  drei 
„der  4  ersten  Punkte  bilden  können,  und  legen  durch  die  Fusspunkte 
„der  Lote  auf  den  Seiten  jedes  solchen  Dreiecks  Kreise,  so  schnei- 
„den  sich  dieselben  in  einem  Punkte  des  Feuerbacb'schen  Kreises 
„der  4  Dreiecke." 

Oder: 

„Sind  4  Punkte  derart  gegeben ,  dass  jeder  Höhenschnitt  des 
„Dreiecks  der  3  übrigen  ist,  und  sieht  man  irgend  einen  5 ton 
„Punkt  als  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  an,  der  die  Seiten  eines 
„Dreiecks  aus  3  der  gegebenen  Punkte  berührt,  so  erhält  man  4 
„Kegelschnitte  derart,  dass  die  über  den  Hauptachsen  derselben  be- 
„schiiebenen  Kreise  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  der  auf  dem 
„gemeinsamen  Feuerbach'schen  Kreise  der  Dreiecke  liegt,  die  man 
,^n8  je  3  der  geg.  4  Punkte  bilden  kann." 


vn. 

Fällen  wir  ferner  auf  die  Seiten  der  4  Dreiecke,  die  sich  aus 
je  3  der  4  Punkte  A^  B,  C,  D  bilden  lassen,  von  einem  Punkte  P 
Lote  und  legen  wir  durch  die  Fusspunkte  der  Lote,  welche  auf  den 
Seiten  eines  Dreiecks  liegen,  Kreise,  so  erhalten  wir  4  solche 
Kreise.  Sind  die  Fusspunkte  der  Lote  die  Punkte  E,  F,  G,  H^  J, 
Jf,  so  erhalten  wir  die  Kreise  durch  £,  F,  G\  F,  J,  H\  J,  G^  K 
und  -B,  H^  K,  Nun  ist  aber  der  Pcripheriwinkel  über  dem  Bogen 
JG  des  Kreises  durch  J^  G  und  A',  also  der  Winkel 

JGK  —  Wkl.  JÄ-P-Wkl.  GKP 
—  Wkl.  JZ>P~Wkl.  GCP 

und  ebenso  der  Peripherie winkel  über  dem  Bogen   GF  des  Kreises 
durch  F,  Gy  E^  also 

Wkl.  GEF  =  Wkl.  GEP  +  Wkl.  PEF 

«  Wkl.  ÖCP+ Wkl.  PBR 
Daraus  folgt: 

Wkl.  JGK'\-  Wkl.  GEF  «  Wkl.  JDP-\-  Wkl.  PBF 

«  Wkl.  y^P+Wkl.  PHF 
^  Wkl.  JHF 
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Der  Pcripheriowinkel  über  dem  Bogen  JF  des  Kreises  durch  J^  F 
II  ist  also  so  gross  als  die  Summe  der  Peripheriewinkel  über  den 
Bdgen  JG  und  GF  der  Kreise  durch  J,  6?,  K  und  durch  £,  F,  G, 
Daraus  folgt  aber,  dass  die  erwähnten  Kreise  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen,  oder  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  Satz: 

„Ordnen  wir  4  Punkte  viermal  zu  dreien  und  fällen  von  irgend 
,,einem  5ten  Punkt  Lote  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  von  je  dreien 
„dieser  Punkte  und  legen  durch  deren  Fusspunkte  Kreise,  so  er- 
„halten  wir  4  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Kreise/^ 

Oder: 

„Sehen  wir  irgend  einen  Punkt  als  Brennpunkt  der  Kegelschnitte 
„an,  welche  die  Seite  der  aus  je  3  von  4  Punkten  gebildeten  Drei- 
„ecke  berühren,  so  schneiden  sich  die  über  den  Hauptachsen  der 
„Kegelschnitte  beschriebenen  Kreise  in  einem  und  demselben  Punkte.'^ 


VIII. 

Wir  haben,  indem  wir  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesen haben ,  zugleich  den  Beweis  eines  andern  bekannten  Satzes 
gegeben,  den  Beweis  des  Satzes  nämlich: 

Legt  man  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  von  je  dreien  von  4 
Kreisen  durch  einen  Punkt  wieder  Kreise,  so  erhalten  wir  4  neue 
Kreise,  die  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Ziehen  wir  nämlich  von  dem  gemeinsamen  Punkt  der  4  Kreise 
die  Durchmesser  derselben,  so  gehen  die  6  Verbindungslinien  der 
Endpunkte  derselben  durch  die  6  weitern  Schnittpunkte  der  4  ersten 
Kreise,  woraus  sich  die  Figur  des  vorigen  Abschnitts  sofort  ergiebt. 

Um  zu  einem  weiteren  Satz,  über  das  Kreisviereck  wenigstens 
zu  kommen,  wollen  wir  die  gegenseitige  Lage  der  8  Mittelpunkte 
der  oben  erwähnten  Kreise  näher  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke 
beschreiben  wir  über  den  Linien  FÄ^  PB^  PC  und  PD  Kreise  um 
die  Figur  der  8  Kreise  vollständig  zu  erhalten  (Fig.  4.) 

Ziehen  wir  nun  LB^  OL^  LM  und  LN^  so  stehen  LR  senkr.  auf 
JG^  LM  senkr.  auf  PJP,  LN  senkr.  auf  -Fit?  und  LO  senkr.  auf  PJ. 

Daraus  folgt  sofort,  dass  Wkl.  OLM  =  RLN  ist,  da  ja  Wkl. 
JPF  ^  Wkl.  JGF  ist.  Nun  gehören  jedoch  die  Mittelpunkte  jR, 
L  und  ^3  Kreisen  durch  6?,  und  die  Mittelpunkte  O^  L^  M  Z 
Kreisen  durch  P  an.    Da  für  die  andern  Punkte  Analoges  gültig  ist, 
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80  köuncn  wir  daraus  schliessen,  dass  die  Verbindungslinien  der 
Mittelpunkte  von  4  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Kreisen  die- 
selben Winkel  mit  einander  bilden,  wie  die  Verbindungslinien  der 
Mittelpunkte  von  4  durch  einen  andern  Punkt  gehenden  Kreisen. 
Liegen  insbesondere  die  Mittelpunkte  von  irgend  4  solchen  Krciseu 
auf  einem  Kreise,  so  ist  dies  mit  den  Mittelpunkten  von  jeden  sol- 
chen der  Fall.    Daraus  folgt  der  Satz: 

„Liegen  die  4  (in  Abschnitt  7.  erwähnten)  Punkte  A^  -B,  Cund 
.,D  auf  einem  Kreise,  so  liegen  auch  die  Mittelpunkte  der  4  Fuss- 
„puuktskreise  auf  einem  Kreise,  und  überdies  liegen  je  2  der  letz- 
„tereu  Mittelpunkte  mit  je  2  der  Halbiruugspunkte  der  Strecken  AB^ 
„iM,  PÄ,  rc  und  PB  auf  einem  Kreise." 

Liegen  nämlich  die  Halbiruugspunkte  der  Strecken  FÄ^  PB^ 
PC  und  PD  auf  einem  Kreiso,  so  ist  dies  auch  niit  den  Punkten 
-4,  jB,  C,  D  selbst  der  Fall  und  umgekehrt. 


IX.    (Fig.  5.) 

Bevor  wir  nun  auf  die  Vielecke  und  Vielseite  übergehen,  wollen 
wir  einen  Satz  beweisen,  der  es  uns  ermöglicht,  ohne  weitere  grosse 
Schwierigkeit  zwei  analoge  Sätze  auszusprechen,  von  denen  der  eine 
sich  auf  das  Vieleck,  der  andere  auf  das  Vielseit  bezieht 

Sind  nämlich  5  durch  einen  Punkt  A  gehende  Kreise  gegeben, 
so  können  wir  dieselben  zehnmal  zu  dreien  anordnen  und  durch  die 
übrigen  von  A  verschiedenen  3  Schnittpunkte  je  dreier  dieser  5 
Kreise  wieder  Kreise  legen.  Dies  giebt  10  neue  Kreise,  welche  nach 
dem  vorigen  Abschnitt  sich  5  mal  zu  4  in  einem  Punkte  schneiden 
werden. 

Sind  nun  die  übrigen  Schnittpunkte  der  durch  A  gehenden  Kreise 
die  Punkte  -4,  jö,  C,  /),  E^  F^  6r,  //,  ^,  K  und  i,  so  können  wir 
nun  von  einem  dieser  Punkte  etwa  F  ausgehen  und  den  Punkt  F 
und  4  von  den  5  durch  diesen  Punkt  gehenden  Kreisen  betrachteu, 
also  etwa  den  durch  F,  C,  //,  J  und  A  gehenden  Kreis  ansschliessen. 
Die  5  Punkte,  in  welchen  sich  die  10  nicht  durch  A  gehenden  Kreiso 
je  zu  4  treffen,  seien  ferner  C/,  W^  X,  Y  und  Z.  Nun  schneiden 
sich  die  Kreise  FCBZY,  FGHVZ  und  FKJVY  ausser  in  F  noch  in 
den  Punkten  F,  Y  und  Z;  die  Kreise  ABFGK,  FCBZG,  FGHVZ 
in  B,  G  und  Z;  die  Kreise  ABFGK,  FCBZY  und  FKJVi  in  Ä, 
K  und  Y  und  die  Kreise  AtiFGK,  FKJVY,  FGHVZ  in  A',  G  und 
K  Legen  wir  nun  durch  F,  y,  Z;  J3,  G,  Z;  B,  a;  y  und  G,  AT, 
V  Kreise ,  so  müssen  sich  diese   in   einem   und   demselben  Punkte 
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treffen.  Nun  schneiden  sich  aber  die  3  letzteren  in  dem  Punkte  JST, 
woraus  sofort  folgt,  dass  ein  durch  K,  Y  und  2  gelegter  Kreis  auch 
durch  X  und  ebenso  auch  durch  TT  gehen  muss.  Wir  erhalten  also 
den  Satz: 

Gehen  5  Kreise  durch  einen  Punkt  und  legen  wir  durch  die 
fibrigen  Schnittpunkte  von  je  dreien  einen  Kreis,  so  erhalten  wir 
10  neue  Kreise,  welche  5  mal  zu  4  durch  einen  Punkt  gehen,  und 
diese  5  Punkte  selbst  liegen  wieder  auf  einem  Kreise. 

Anbei  sei  es  uns  gestattet,  noch  auf  eine  gewisse  Reciprocität 
zwischen  den  auftretenden  Kreisen  und  Punkten  aufmerksam  zu 
machen.  In  Abschnitt  YII.  traten  8  Kreise  und  8  Punkte  auf,  auf 
jedem  Kreise  lagen  4  Punkte  und  durch  jeden  Punkt  giengen  4 
Kreise.  Hier  treten  nun  im  ganzen  16  Kreise  und  16  Punkte  auf, 
auf  jedem  Kreise  selbst  liegen  5  Punkte  und  durch  jeden  Punkt 
gehen  5  Kreise. 

Geht  nun  durch  Ä  noch  ein  sechster  Kreis,  so  lassen  sich  diese 
6  Kreise  6  mal  zu  5  anordnen.  Dies  gicbt  6  Kreise  ir<^,  welche 
dem  obigen  Kreis  durch  7,  TT,  X,  F,  Z  entsprechen.  Durch  analoge 
Schlüsse  wie  oben,  könnten  wir  nun  beweisen,  dass  diese  6  Kreise 
K^^)  durch  einen  und  denselben  Punkt  P(^^)  gehen.  Davon  aus- 
gebend wieder ,  dass  zu  7  Kreisen  7  Punkte  P(^^)  gehören,  die  alle 
aaf  einem  Kreise  K(^'^)  liegen  u.  s.  f.  in  inf.,  wir  wollen  jedoch 
den  weitem  Beweis  hiefür  auf  eine  etwas  andere  Art  geben. 

Um  nämlich  den  durch  die  Punkte  F,  TV,  JT,  F,  Z  gehenden 
Kreis  zu  construiren,  haben  wir  nur  nötig  irgend  einen  Schnittpunkt 
der  5  Kreise  durch  A^  etwa  den  Punkt  F  festzuhalten  und  die  durch 
F  gehenden  Kreise  zu  construiren.  Dadurch  erhalten  wir  3  Kreise, 
welche  sich  noch  in  3  weiteren  Punkten ,  den  Punkten  K,  Y,  Z  des 
Kreises  durch  F,  T^,  X^  F,  Z  schneiden.  Tritt  noch  ein  solcher  Kreis 
durch  A  hinzu,  so  kommt  durch  F  ebenfalls  ein  weiterer  Kreis  hin- 
zu. Dadurch  sind  nun  4  Kreise  K^^^  bestimmt,  welche  sich  nach 
dem  Obigen  in  einem  Punkte  schneiden.  Wählen  wir  einen  andern 
Punkt  als  F,  so  erhalten  wir  ebenfalls  wieder  4  Kreise  Z<^) ,  die 
durch  einen  Punkt  gehen.  Daraus  folgt  jedoch  ohne  weiteres,  dass 
alle  6  Kreise  JT^^)  durch  einen  Punkt  P("J  gehen. 

Tritt  ein  siebenter  Kreis  durch  A  hinzu,  so  tritt  zu  den  4  durch 
F  gehenden ,  noch  ein  fünfter  Kreis ,  zu  diesen  5  gehört  jedoch  ein 
Kreis  mit  5  Punkten  P(^^);  wählen  wir  statt  F  wieder  einen  andern 
Punkt,  so  erhalten  wir  wieder  einen  Kreis  mit  5  Punkten  P(*'^), 
woraus  folgt ,  dass  überhaupt  alle  7  Punkte  P(^^  auf  einem  Kreise 
K^'fii)  liegen  u.  s.  w.  in  inf. 
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Was  die  Anzahl  der  auftroteudcn  Kreise  betrifft,  so  finden  wir, 
dass  dieselbe  sich  bei  jedem  weitern  Kreis  verdopplt  Ebenso  ist 
dies  mit  den  Punkten  der  Fall.    Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

„Legen  wir  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  von  je  dreien  von 
„4  durch  einen  Punkt  gehenden  Kreisen  wieder  Kreise,  so  erhalten 
„wir  4  Kreise  K^^^^\  die  sich  in  einem  Punkte  P<^n  treffen.  Fünf 
„Kreise  lassen  sich  fünfmal  zu  4  anordnen,  dazu  gehören  5  Punkte 
„P(^'')  auf  einem  Kreise  Ki^),  Sechs  Kreise  durch  einen  Punkt  lassen 
„lassen  sich  sechsmal  zu  fünf  anordnen.  Dies  gieht  6  Kreise  K^^'i 
„durch  einen  Punkt  P(*'^)  u   s.  w.  in  inf." 

„Ist  die  Figur  yollständig  construirt,  so  treten  im  ganzen  2"—* 
„Kreise  und  2*»-i  Punkte  auf.  Auf  jedem  Kreise  liegen  n  Punkte, 
„und  durch  jeden  Punkt  gehen  n  Kreise." 


Der  obige  Satz  ermöglicht  es,  uns  sofort  einen  andern  aufzu- 
stellen, der  sich  auf  das  vollständige  Vieleck  bezieht,  nämlich  den 
Satz: 

„Fällen  wir  von  irgend  einem  festen  Punkte  P  Lote  auf  die 
„Seiten  der  Dreiecke,  welche  je  3  von  4  Punkten  bilden,  und  bo- 
„schreiben  wir  durch  die  Fusspunkte  der  Lote,  welche  auf  den  Seiten 
,Jedes  solchen  Dreiecks  liegen,  Kreise ,  so  schneiden  sich  die  4  sich 
„ergebenden  Kreise  in  einem  Punkte  P(^n.  Tritt  ein  fünfter  Punkt 
„hinzu,  so  können  wir  diese  5  Punkte  5  mal  zu  4  anordnen  und 
„erhalten  in  Bezug  auf  P  5  Punkte  P^^^  auf  einem  Kreise  K^"^). 
„Sechs  Punkte  geben  6  Kreise  üTC^  durch  einen  Funkt  P^^^  u.  s.  w. 
„in  inf." 

Beschreiben  wir  nämlich  über  den  Linien,  welche  den  Punkt  P 
mit  den  geg.  Punkten  verbinden,  Kreise,  so  ergiebt  sich  uns  sofort 
die  Figur  zu  Abschnitt  IX.,  woraus  der  Satz  folgt 

XL 

Aus  Abschnitt  IX.  lälst  sich  ferner  ein  anderer  Satz  ableiten, 
der  einer  Notiz  in  Salmon -Fiedler  anal.  Geom.  d.  Eh.  4.  Aufl. 
Anm.  70.  p  687  von  Clifford  in  den  „Educat.  Times"  Dee.  1870 
veröffentlicht  wurde  ^).    Durch  circulare  Inversion  erhalten  wir  näm- 


1)  Der  Beweis  Clifford    ist  dem  Verfasser   nicht  beknnnt.     Obgleich    der 
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lieh ,  wenn  dafi  Centrnm  der  Inversion  in  einen  der  gemeinsamen 
Punkte  des  Kreissystems  des  Abschnitts  IX.  verlegt  wird,  sofort  den 
Satz: 

^,Yier  Linien  bilden  4  Dreiecke;  die  Umkreise  dieser  Dreiecke 
„schneiden  sich  in  einem  Punkte  P(^n.  Zu  fünf  Linien  gehören  5 
«^Punkte  P^^^  auf  einem  Kreise  JT^H,  zu  sechs  Linien  6  Kreise  K(^ 
9,durcb  eiucn  Punkt  P^*'^>   u.  s.  w.  in  inf." 

Auf  ähnliche  Art  wie  der  Satz  in  Abschnitt  X.,  lässt  sich  obiger 
Satz  ebenfalls  ableiten. 


XII. 

Wir  sind  in  den  letzten  Abschnitten  auf  eine  interessante 
Verwandtschaft  gestossen,  die  zwischen  Vielecken  und  Vielseiten 
existirt,  und  zwar  beruht  dieselbe  auf  Eigenschaften  der  circularen 
Inversion,  welche  uns  gewissermassen  gestattete  von  einem  n-eck  auf 
ein  n-seit  überzugehen.  An  Stelle  des  n-ecks  können  wir  zunächst 
n  durch  einen  Punkt  gehende  Kreise  setzen.  Die  2ten  n-Endpunkte, 
der  durch  den  gemeinsamen  Punkt  der  Kreise  gehenden  Durchmesser 
lieferten  die  Ecken  des  n-ecks,  während  die  Fusspunkte  der  Lote 
von  dem  Punkt  auf  die  Seiten  des  n-ecks  den  Schnittpunkten  der 
Seiten  des  aseits  entsprechen. 

Dadurch  sind  wir  öfters  in  die  Lage  versetzt,  einen  Satz  der 
sich  auf  ein  n-eck  bezieht,  auf  ein  n-seit  zu  übertragen  und  um- 
gekehrt. 

Die  Anwendbarkeit  dieses  Umstandes  wollen  wir  noch  an  zwei 
bekannten  Sätzen  über  über  das  Vierseit  und  Fünfseit  zeigen.  In 
jedem  Vierseit  schneiden  sich  die  über  den  Diagonalen  beschriebenen 
Kreise  in  zwei  Punkten  Q|  und  Q^.  Dieser  Satz  auf  das  Viereck 
übertragen,  lautet: 

Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkte  P  auf  2  Gegenseiten  eines 
Vierecks  Lote  und  legen  durch  deren  Fusspunkte  einen  Kreis  K^ 
der  den  Kreis  durch  diese  Fusspunkte  und  P  rechtwinklig  durch- 
schneidet, und  verfahren  wir  mit  den  anderen  Gegenseitenpaaren 
ebenso,  so  erhalten  wir  3  Kreise  K^  welche  sich  in  2  Punkten  Q^ 
and  Qs  (reellen  oder  imaginären)  schneiden. 


Satz  eigentlich  nicht  zu  der  Abhnndlnng  gehört,    glanbtc  der  Verfasser  diesen 
Snti  hier  dennoch  anfahren  zu  sollen. 
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Ist  insbesondere  das  Viereck  derart  bescbaffen,  dass  jeder  Ponkt 
Höbenscbnitt  des  Dreiecks  der  andern  ist,  so  ergiebt  sich  nns  der 
im  Abschnitt  lY.  entwickelte  Satz. 

Tritt  ein  öter  Punkt  hinza,  so  können  wir  dieselben  5  mal  za 
4  ordnen  nnd  erhalten  10  Punkte  Q,  welche  dem  Gauss-Bodermiller- 
schen  Satze  über  über  das  Fünfsei t  entsprechend  auf  einem  Kreise 
liegen. 

Weingarten,  (Württ.)  im  Januar  1886. 
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XXIL 


Sechs  Beweise  für  den  die  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  betreffenden  Additionssatz« 


Von 

Ulrich  Bigler. 


1^)    Nach  Riemannischen  Begriffen. 

Wenn  S,  y  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Funkes  in  der  Ebene 
bedeuten  (es  ist  die  geometrische  Ebene,  nicht  die  Hülfsebene,  die 
man  oft  zur  Yersinnlichung  der  imaginären  Zahlen  anwendet),  so  ist 

(l-5»y2-(l  +  5)(l-Jfc«iS«) 

die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  dritten  Grades.  (Sie  wird  durch 
die  Abscissenaxe  y  » 0  in  zwei  symmetrische  Hälften  geteilt  und 
besteht  für  die  sinnliche  Anschauung  ans  drei  getrennten  Stücken. 
Das  mittelste  Stück  liegt  zwischen  den  Geraden  iS=  —  l  und  5=1, 
berührt  jene  auf  der  Abscissenaxe  und  hat  diese  zur  Wendungs- 
asymptote; es  enthält  die  zwei  noch  übrigen  reellen  Wendepunkte 
und  wird  von  jeder  reellen  Geraden  reell  geschnitten.  Die  zwei  an- 
dern Stücke  entsprechen  den  Gebieten    5  <  —  jt,  'S?  >  ^,  berühren 

die  Geraden  /S  — — t  und  ^  *»  t  &uf  der  Abscissenaxe  und  liegen 

in  den  von  der  Abscissenaxe  halbirten  Scheitelwinkeln  der  zwei  ge- 
wöhnlichen Asymptoten  y  =»  k(S -{•!),  y  =  —  ^(5+1);  sie  werden 
nicht  von  jeder  reellen  Geraden  reell  geschnitten,  z.  B.  .nicht  von 
der  Geraden  jS  »  0,  und  machen  für  die  analytische  oder  geome- 
trisch-perspectivische  Betrachtung  ein  einziges  Stück  ans,  wie  die 
zwei  Zweige  einer  Hyperbel  (das  sogenannte  Oval).    (5  =  0,  y  =  1) 

Areh.  Uer  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe.  Teil  VII.  26 
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ist  ein  Punkt  der  Cnire;  die  Differeotialgleichong  der  Garve  wird 
hier  za  dy  —  rfS,  folglich  ist  y  =  1-f  5  die  Gleichung  der  Tan- 
gente in  diesem  Punlite.  Snbstituirt  man  diesen  Wert  von  y  in  die 
Gleichung  der  Curve,  so  erhält  man  Ä'(l+5)  =0.  Der  potenzirte 
Factor  S^  zeigt  die  Berührung  an,  der  einfache  Factor  1-j-iS  einen 
einfachen  Durchschnitt  im  Punkte  (S  =  —  1,  y  =  0). 


/i 


dS 
.^ — ^r-  im  Punkte  (6  =  0,  y  —  1)  begonnen  ist  das  ellip- 
U  —  iajy 

tische  Normalintegral  erster  Gattung,  Argument  der  mit  S  bezeichneten 

elliptischen    Function   sin.  am.     Als    rationale   Function    der   zwei 

Coordinaten  S  und  y  hat  ttziöT  ^^  jedem  Punkte  der  Curve  einen 

einzigen  Wert.  Daher  hat  auch  das  Integral  immer  einen  einfach 
bestimmten  Wert,  der  durch  den  Weg  bedingt  ist,  den  der  laufende 
Punkt  auf  der  Curve  zurflck  gelegt  hat.  Das  Oval  wollen  wir  von 
der  Betrachtung,  die  ganz  im  Reellen  vorweilen  soll,  ausscheiden. 
Wenn  der  laufende  Punkt  von  (^S  =  0,  y  -»  1)  aus  nach  der  Seite 
hingeht,  wo  8  und  y  zugleich  wachsen,  so  kommt  er  endlich  in  die 
Nähe  der  Wendnngsasymptote ,  wo  1  — ;S  positiv  sehr  klein  und  y 
positiv  sehr  gross  ist;  der  Wert  des  Integrals  geht  gegen  die  Grenzen 
K  bin  und  erreicht  dieselbe,  wenn  /S  =  l,  y  =  oo  geworden  sind.  Dann 
erscheint  der  laufende  Punkt  wieder  in  der  Nähe  der  Asymptote,  da 
wo  1  —  5  positiv  sehr  klein  und  y  negativ  sehr  gross  ist;  S  muss 
nun  abnehmen,  während  y  wächst,  und  weil  dS  und  y  zugleich  ne- 
gativ sind,  so  sind  die  lucremente  des  Integrales  positiv  und  be- 
kommen in  umgekehrter  Ordnung  dieselben  Werte  wie  früher.  Wenn 
der  laufende  Punkt  in  (5  «-  0,  y  —  — 1)  angelangt  ist,  so  beträgt 
folglich  das  Integral  2K.  Jetzt  wird  8  negativ  und  wenn  man  die 
bekannte  Quadratwurzel  als  Ausdruck  für  (1— /S)y  herstellt,  so  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  wenn  der  laufende  Punkt  in  (5  —  —  1,  y  «0) 
anlangt,  das  Integral  den  Wert  SiT  erreicht  hat.  Wenn  endlich  der 
laufende  Punkt  wieder  am  Ort  der  Abscisse  (<5  »  0,  y  -»  1)  ange- 
langt ist,  so  hat  das  Integral  den  Wert  4ir  erreicht  und  kann  nun 
durch  fortwährende  Wiederholung  dieser  Reihe  periodisch  wachsen. 

Wenn  in  der  Gleicung  ^«-|"J5y-|-C'  =  0  einer  Geraden  die 
Coefficienten  A^  B^  c  zu  ganzen  Functionen  einer  Yariabeln  l  ge- 
macht werden  (die  zum  Unterschiede  an  den  auch  variabeln  Coor- 
dinaten a;,  y  Parameter  heisse),  so  gehört  zu  jedem  andern  Werte  des 
Parameters  l  eine  andere  Gerade  und  die  Gleichung  stellt  nun  eine 
einfache  Schaar  von  Geraden  dar  (die  Gerade  hat  einfache  Beweg- 
lichkeit).   D\B  Gerade  schneidet  jeweilen  die  Curve  in  drei  Punkten, 
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y*    dS 
.^  _  ox    ifi  jedem  der 

drei  Schnittpunkte  annimmt,  kann  nar  von  iL  abhangen  nnd  wird 
durch  Permntation  der  Schnittpunkte  nicht  geändert.  Sie  kann  da- 
her, wenn  man  alle  reellen  und  imaginären  Werte  von  X  in  Betracht 
zieht,  auf  einem  einblättrigen  A -Felde  ausgebreitet  werden,  ist  hier 
überall  differentiabel  und  wird  nirgends  unendlich  gross.  An  pe- 
riodisches Zunehmen  kann  nicht  gedacht  worden,  weil  keine  unge- 
wöhnlichen Zusammenhänge  da  sind.  Die  genannte  Summe  kann 
daher  nur  eine  Gonstante  sein. 

Irgend  zwei  feste  Gerade  seien  durch  die  Gleichungen  p  =  0, 
#{  -*  0  gegeben;  dann  ist  auch  Ap-|-9  =  0,  worin  die  Goeficienten 
lineare  Functionen  des  Parameters  a  sind,  Gleichung  einer  Geraden, 
die  durch  den  festen  Punkt  (i?  =  0,  g  »  0)  geht,  und  die  um  diesen 
Punkt  sich  dreht,  wenn  X  nach  und  nach  alle  Werte  annimmt.  Zu 
1  =  00  gehört  die  Gerade  />  «  0  und  zu  1  =  0  die  Gerade  g  -=»  0. 
FUr  beide  Gerade  hat  die  Summe  der  drei  Integrale  nach  obigem 
denselben  Wert.  Obige  Gonstante  ist  also  für  alle  Geraden  dieselbe. 
Wir  kennen  eine  Gerade ,  die  in  (/S  =  0,  y  —  1)  berührt  und  in 
(S  «  —  1,  y  ^0)  schneidet  In  ihren  drei  Schnittpunkten  dürfen 
^ir  dem  Integrale  resp.  die  Werte  0,0,  —K  beilegen-,  die  Gonstante 
ist  also  —K  (im  allgemeinen  könnte  man  (4m — 1)K  setzen,  wo  m 
eine  ganze  Zahl  ist).  Beiläufig  ersieht  man  hieraus,  dass  die  ge- 
meinschaftliche Abscisse  der  zwei  im  endlichen  liegenden  reellen 
Wendepunkte  S(— JiT)  «-  ^S{\K)  ist.  Auf  der  positiven  Seite  der 
Abscissenaxe  (wo  y  positiv)  haben  im  Wendcpu  ukte  die  drei  Integrale 
in  der  Tat  die  Werte  -  JAT,  -  JJT,  -JüT.  Fährt  man  fort,  die  Ge- 
rade als  Tangente  an  der  Gurve  gleiten  zu  lassen,  indem  man  den 
Berührungspunkt  in  der  Richtung  von  (jS»0,  y^X)  gegen  (iS— — 1, 
y  »>  0)  hin  bewegt 9  so  gehingt  man  zu  einem  Punkte,  wo  die  Tan- 
gente durch  (S  —  0,  y  —  1)  geht;  die  drei  Integrale  sind  hier  — JiT, 

—  |ir,  0.  Ist  der  Berührungspunkt  in  (^S  =  —  1,  y  ««  0)  angelangt, 
die  Tangente  also  mit  der  Asymptote  parallel,  so  sind  die  drei  Inte- 
grale — Ä,  —K^  ^\  denn  der  dritte  Schnittpunkt  ist  auf  der  posi- 
tiven Seite  in  unendliche  Ferne  gegangen,  um  nachher  auf  der  ne- 
gativen Seite  in  grosser  Ferne  wieder  zu  erscheinen  (Durchgang 
durch  (5—  1|  y  »oo)).  Der  Berührungspunkt  kommt  dahin,  wo 
die  Tangente  durch   (5  —  0,  y  =>  —  1)  geht;  die  Integrale  —  JJT, 

—  flT,  2K,  Der  Berührungspunkt  gelangt  in  den  Wendepunkt,  der 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenaxe  liegt;   Integrale    -  S^, 

—  f^»  \^  I^er  Berührungspunkt  nach  (5  —  0,  y  — —  1),  wo  die 
Tangente  in  (5—  —  1,  y  —  0;  schneidet;  Integrale  — 2ä;  — 2ir,  3Jr. 

Die  neun  Wendepunkte  der  Gurve  entsprechen  den  Argument- 

26* 
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werten  ^\K,  K,  IK,  -iir+|L,  K+iL,  J/C+Ii,  -kK+iL, 
K+j^L,  IK+iL.  Da  S(K)  =-  1  schon  bekannt  ist,  so  bleiben 
für  die  sin  am  Fnnction,  die  zu  den  übrigen  8  Wendepunkten  ge- 
hört, nur  folgende  4  unbekannte  Worte:  Zwei  reelle  S(  —  ^K)  « 
5(J)Ä,  S(K+lL)  =  S(K+4^L)',  zwei  imaginäre  S(--iÄ-f-jL)  = 
^XJ^+SA  S(lK+iL)  «  S(-iK+iL).  Die  Gleichung  für  S  ist 
daher  vom  vierten  Grade,  nämlich 

1  +  25— 2ifc2>S3— Jk^Ä*  «  0 
Penn  man  findet 

und 

ist  die  Bedingung  für  das  Minimum  dos  Winkels,  den  die  Tangeute 
der  Curve  mit  der  Abscissenaxo  bildet. 

Die  Gleichung  der  schneidenden  Geraden  sei  y  «  aS-\-ß,  Ge- 
braucht man  die  Functionszeichen  C,  i>,  die  durch  C*  =  1 — S^, 
D*  «  1—k^S^  und  durch  die  Bedingung,  dass  sie  im  Ausgangspunkte 
(/S  =*  0,  y  -=  1)  beide  den  Wert  1  haben,  definirt  sind,  so  ist 

CD         {^  +  S)D 
^  ^  1  — Ä  C 

Man  hat  also  die  Gleichung 

Das  Zeichen  y  für  die  Ordinate  werde  fortan  nicht  mehr  gebraucht; 
dagegen  sollen  nun  die  Argumente  in  den  drei  Schnittpunkton  mit 
a,  X,  y  bezeichnet  werden.  Es  sei  also  a'{'X-\'y^  —  iT,  und  wenn 
—  a—K'^c  gesetzt  wird,  «-j-y  «  c.  Schreibt  man  die  Gleichg. 
drei  Male  hin  mit  den  Argumenten  a,  x^  y,  ersetzt  Sa,  C<i,  Da  resp. 

Ce  8(e)     l 

durch  —  H^i  "~  ^  nTl'  zT'  ®^  ^^**  ^^®  betreffende  Gleichg.  zu 

_  7«  iSc  ßPc  —  aCc 

Dc(Dc+Cc)  ""  De 

d.  h. 

Dc  —  Cc 
o   r>      ""  uCc  —  ßDc 

Sc  De  '^ 

wird  und  eliminirt  a,  /3  ans  allen  drei  Gleichungen,  so  hat  man  den 
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Additioussatz  in  eiucr  besonderu  Form.  Um  zu  den  soust  bekannten 
Formen  derselben  zu  gelangen,  wollen  wir  zaerst  die  Gleicbung  der 
Geraden  in  Bezog  auf  S  rational  machen.    Sie  wird 

F-  (5— l)(a5-f /J)«+(l+5j(l— A»iS«)  =0 

und,  wenn 

F—  ^--LS^+MS  —  N 

gesetzt  wird,  so  hat  man 

(««— ib«)Zr  «  o«—  2cr/3  +  ifc«;       (1  —  L)a* - 2aß     «  ife«(— 1  - L) 

Setzt  man  der  Eflrze  wegen 

J=l— i-f  3f— iV=(l  — iSa)(l  — äb)(1— Sy) 
und  addirt  alle  drei  geordneten  Gleichungen,  so  hat  man 

Die  erste  Gleichung  gibt  dann 

J2aß  =-  (l-L){k^J+2l^)  +  k*J(l  +  L)  —  2k^J+2fi{l  -L) 

also 

Jaß  =  ifc«J'+  ?  (1  —  i)  =  1  —  Z+Ä;«  ( Jf  —  N) 

Die  dritte  Gleichung  gibt 

Jß*  «  JV(Ä;«J+2Z«)+ J(l  -ifc'iyr)  =  y+2Z«iV 

Aus  den  fttr  Jo',  Jaß^  Jß*  gefundenen  Ausdrücken  folgt 

Ja(a--ß)  =  fi(l+L),     JiJ(a-/3)=.-Z«(3f+^) 

und  durch  Subtraction 

J(a-^ß)^  =  Pil+L+M+N)^lHl  +  Sa)(l+Sx){l+Sy) 

Um  endlich  er,  ß  zu  eliminiren,  kann  man  die  gefundenen  Ausdrücke 
in  der  identischen  Gleichung 

Jaß  X ^(a  -/3)»  — Ja(a  -/3)  X  Jßict  —  ß)  =  0 

substituiron  und  bekommt 

(1  — i+P(^-iV))(l  +  Zr+.l/+iV)+^^(l-fi)(ili+iV)  =  0 

das  ist 

1  —  (L^—2M)  +  2l*N+k*(M*  —  2LN)  -  k^N^  =  0 
wo 
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L'^Sa+Sx+S^,      M=^Sa(8x  +  8y)  +  SxSy,      N  ^  SaSxSy 
folglich 

Zr«  — 23/=  S«a+5««+5«y;  M*'-2LN  —  S9a(B*x+S^)+ShcS»p 
Die  Gloichang  ist  also 

Um  den  ungeraden  Term  2l*SaSxSy  in  einem  Quadrate  zu  ver- 
bergen, wollen  wir  — 8*a  durch  —flS^a — k*S*a  und  k^S^xl^y  durch 
—  l^S^xS*y+8*xS^y  ersetzen.    Dann  wird  die  Gleichung  zu 

—  P(Äi— ÄCi^)«+(l-ifc«5«a}(l-iS«aj— /S«y+S«x5«y)  -  0 
das  ist 

Jetzt  kann  man  die  Gleichung  spalten,  und  es  fragt  sich  nur  noch, 

welchen  der  zwei  Factoren  man  annulliren  soll.    Wenn  fl;=0,  ^«-0, 

a  —  —  i^,  so  ist 

DaOcCy^l,    &— &/Sy—  — 1 

Man  muss  also 

DaCxCy+HSa^SxSy)  «->  0 

setzen.  Da  man  die  drei  Schnittpunkte  beliebig  mit  einander  ver- 
tauschen darf,  so  kann  man  in  dieser  Gleichung  auch  a  mit  x  ver- 
tauschen und  hat 

CaDxCy-\'l(Sx'-8aSy)  —0 

Setzt  man  endlich   a=s  _jr— c  und  multiplicirt  die  Gleichung  mit 

-jj  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

CxCy—Cc-  DoSxSy  —  0;    —ScDxCy  +  DcSx+CcSy  —  0 

In  der  ersten  Gleichung  kann  man,  weil  x^  c—y  ist,  c  mit  x  und 
y  mit  —y  vertauschen  und  bekommt 

Cx  —  CcCy\'ScDxSy 

In  der  zweiten  kann  man  c  mit  y  und  x  mit  —x  vertauschen  und 
bekommt 

SxDy  =  SeOy  —  CcDxSy 


Multiplicirt  man  nun  die  zwei  Gleichungen 

Cx  =  CcCy  +  Sc  DxSy 
SxDy  —  ScCy—CcDxSy 

resp.  mit  1,  t  und  addirt,  so  erhält  man 


X  1 

X  i 
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Cx-^-i&ßDy  —  (Cc-^-iSeiiCy-iDxSy) 
also 

^-^'^^  Cy^iDxSy 
and  somit 

q/^a.«^         SxCyPy  +  CxDxSy,  Cx Cy ^ 8x Dx  Sy Dy 

Substitnirt  man  den  Wert  von  C(a;+y)  in  der  Gleichung 

CxCy  —  Cc  —  DeSx8y^0 
so  erh&lt  mau  anch 


DxDy--k^SxCxSyCy 


2®.)    Durch  Betrachtung  des  Unendlichwerdens  und 
Verschwindens. 

S{a+x)  als  Function  von  x  wird  unendlich  in 

o;  —  2mJr+(2n4-l)  Zr  — a 

und  nur  in  diesen  Punkten,  und  zwar  einfach  unendlich.    In 

»-4»iir+(2n+l)2--.a    ist 

kSa 
verschwindet  also  14^^^^  ^^^^  zwar  einfach;  in 
x  =  (4m  +  2)/f+(2n+l)X'-o    ist 

verschwindet  also  l  —  kSaSx  und  zwar  einfach.  Der  Ausdruck 
l—k*S*aS^x  verschwindet  also  überall  einfach,  vioSia-^-x)  unend- 
lich wird  und  sonst  nirgends.    Also  wird 

a  —  k^S^aS^x) .  S(a+x) 

in  »  —  2mÄ'4.(2«-f  l)i— a 

nicht  mehr  unendlich,  wohl  aber  in  allen  Punkten 

aj  —  2mK+(2n+l)L 

und  zwar  zweifach.  Wenn  der  Ausdruck  in  Form  einer  ganzen 
Function  von  Sx^  Cx^  Dx  ausgedrückt  werden  kann,  so  muss  er  da- 
her vom  zweiten  Grade  sein.    Weil  er  durch  den  Sdinitt  2K  in  sein 
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entgegengesetztes  übergeht,  so  mnss  er  in  Bezug  auf  Sx^  Cx  allciu 
von  ungeradem  Grade,  folglich  linear  sein;  und  weil  er  durch  den 
Schnitt  2L  nicht  geändert  wird,  so  muss  er  in  Bezug  auf  C«,  Z>x 
allein  von  geradem,  also  vom  zweiten  Grade  sein.  Er  kann  also  nur 
aus  den  zwei  Tennen  CxBx  und  Bx  bestehen.  Um  den  ersten  Term 
wegzuschaffen,  betrachten  wir  den  Ausdruck 

f{x)  —  (l-;k«/S«aiS«ir)(5(a+aj)— 5(a— «)) 
Die  Function 

AX+y)  =  (l-^Ty)  Us(a+y)"-ib5(a-y)) 

_  (g«a~5V)(>S(a+y)-5(a-y)) 
""  Ä;«S»y5(a  +  y)5(a-y) 

geht  für  ein  sehr  kleines  y  in  tiefster  Näherung  in  2  —:rr —  über, 
wird  also  nur  einfach  unendlich. 

Setzt  man  im  Ausdrucke  für  /(Zr-f-y),  y^^^a-^w^  wo  w  sehr  klein 
sein  soll,  so  wird 

/S*a  — S*y  =  — 2iSaCaI>a.w,       S(a  —  y)  =  — w 
also  ist 

f{L+a)  =  2^^  =  f(-L+a) 

also 

Ca  Da 
/(L-«)  =  -2-^ 

"Wenn  endlich  x  sehr  klein  wird,  so  ist 

f(x)  =:2CaDa.x 

Ueberall  also,  wo  Sx  unendlich  oder  null  wird,  wird  es  auch  f(x) 
und  umgekehrt,  und  in  allen  diesen  Punkten  ist 

Zum  Ueberfluss  mag  man  noch  untersuchen,  ob  f(x)  noch  anderswo 
verschwinden  könne,  als  wo  Sx  verschwindet.  Die  Punkte,  wo  der 
Factor  l—k*S^aS^x  verschwindet,  sind  schon  erledigt  Es  bleiben 
nur  noch  diejenigen  übrig,  wo  der  andere  Factor  Sia-^) — /S(a— ») 
verschwindet.    Denkt  man  sich  nun  das  zweiblättrige  iS-Feld  mit  den 

Yerzweigungspunkteu    -t,  —1,  1,  t    und   mit  den   zwei  Perioden 
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4^"  nnd  2L  des  Arguments,  die  den  zwei  aogewöhnlichen  Zasammen- 
h&ngeu  eutsprechen,  so  sieht  man,  dass  abgesehen  von  den  Perioden, 
demselben  Punkte  8  im  einen  Blatte  das  Argument  dc,  im  andern 
2K  -X  2agehört.  Aus  der  Gleichung  Sy  =  8(2)  folgt  also  mit  Not- 
wendigkeit entweder 

y  — »=  4mK+2fiL 
oder 

y+»=  {Am  +  2)K+2nL 
Aas 

5(a+»)  — /S(a— ä)  -0 

kann  man  aber  nicht  auf 

2a=:(4fi»4-2)Jr+2ni 

scfaliessen,  weil  a  schon  zufällig  gegeben  ist,  sondern  nur  auf 

2x  =  4LmK+2nL 
nnd  hieraus  entweder  auf 

aj  —  2mJr+(2»+l)Zr 

wo  f(x)  nicht  verschwindet,  oder  auf 

x  =  2mK-{'2nL 

wo  8x  und  f(x)  zugleich  verschwinden.  Die  zwei  Functionen  S(x) 
und  f{x)  haben  also  alle  Nullpunkte  gemein. 

Die  Function  ^^  hat  in  der  iS-Ebene  überall  nur  einen  Wert 

und  wird  nirgends  unendlich  (und  nirgends  null),  folglich  ist  sie 
keine  Function,  sondern  eine  Constante,  nämlich  2CaDa; 

(1— Ä«5«aiS«x)(5(a+ic)-5(a— »))  -  2CaDaSx 
Vertauscht  man  a  mit  x^  so  hat  man 

(l—h^ffaS^x){S(a+x)+S(a  -x)) '•^  28aQeDx 

nnd  die  Addition  ergibt 

1)  (1  — *«S«aS«aj)iS(a  +  a;)  ^  SaQßDx+CaDaSx 

Es  sei 

„»«  «  l^k'^'S^aS^x  =  C^a+S^aD^x  «  C^x+D^aS^x 

meoBip  «-  Ca,      msm<p  =  SaDx-^       mcosx  =  Cx^      wsinjj  =  I>aSx 

Dann  ist 

SaCxDx  »  m^sinqpcosx;        CaDaSx  =  m^cos^sin;^ 
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Die  Gleichang  1)  verwandelt  sich  also  in 

S(a  +  af)  =  sin(9>  +  z) 

Wenn  «  =  0,  soistm  =  l,  costp=zCa^  Bin*p  =  Sa^  cosx=l, 
sin  X  =  0,  also  x  =  0.  Unter  denselben  Yoranssetzangen  ist  die 
Gleichang 

C(a+ir)  «  cos  (qp  +  x) 

richtig.  Die  Gleichang  ist  also  überhaupt  richtig,  weil  der  andero 
Fall 

C(a-)-x)  —  —  C0S(9>  +  X) 

aasgeschlossen  ist.    Folglich 

2)  (l''h*S^aShi)C(a+x)  =  CaCx—SaDaSxDx 

Ferner  ist 

w«  =  JJ^a+k*S*a  C^x  =  D^x  +  k^  C*aS^x 

man  kann  also 

Z>a  »  m  cos  tf;,     k  Sa  Cx  =z  m  sin  tf;^    />»  =  mcostc,    ifeCbSr  =  m  sin  to 

setzen.    Die  Gleichang  1)  wird 

Ä?5(a-f  x)  =  sin(t/;-f-t(?) 
Also 

V(a+x)  =  C0S(tf;4-^) 
and  man  hat 

3)  (l'-k^S»aSh:),D(a+x)=:  DaDx—h^SaCaSxCx 


3^.)    Beweis  mittelst  zweier  Kreise,   von  denen  der  eine 

innerhalb  des  andern  liegt,    ohne  den  Mittelpunkt  mit 

ihm  gemein  za  haben. 

Wenn  in  einem  einzigen  Augenblick  eine  pnnktförmige  Masse  m 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  System  die  Coordinaten  o,  5,  c;  ein 
andrer  Massenpunkt  m'  die  Coordinaten  a',  b\  c*  etc.  hat;  wenn  x^ 
yy  z  die  Coordinaten  eines  freien  Punktes  P  sind,  der  von  m,  m', 
m"  ...  Gravitationswirkungen  erfährt,  und  wenn 

r«  -  (a-iK)»+(Ä-y)«+(<j-«)a 
etc.,  so  heisst 

als  Function  der   Coordinaten   x,  y,  z  des   freien  Punktes  P  be- 
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trachtet,  das  Potential  des  Massensystems  (m,  m\  m*'  .  , ,)  vi  Bezog 
auf  den  Punkt  P.  Die  Componentcn  der  Beschleunigang,  welche  der 
Pnnkt  P  durch  die  Gravitationswirkang  des  Massensystems  erfährt, 
sind 

dV        dV         dV 

dx         dy  dz 

Das  Potential  gewährt  also  den  Vorteil  der  Einheit  gegenüber  der 
Dreiheit  der  Gomponenten  der  Beschleunigang.  Wir  wollen  das 
Potential  eines  Kreisbogens  in  Bezug  auf  einen  innem  Punkt  seiner 
Ebene  berechnen. 

Der  Durchmesser  AB  eines  Kreises  (Fig.  1.)  werde  durch  den 
Pol  O,  auf  den  das  Potential  eines  Kreisbogens  AP  sich  bezieht,  in 
einen  grössern  Teil  AO  =  1  und  einen  kleineren  OB  ==  l  geteilt  M 
sei  Mittelpunkt;  Wkl.  ABP=  q>,  OP  —  r.  DieProjection  von  OPauf 
BP  ist  gleich  der  von  AO,  also  «  cosg»;  die  von  OPauf  AP  gleich 
der  von  OB,  also  lsmq)\  folglich 

Der  Radius  des  Kreises  ist  — ^>  der  Mittelpunktswinkel  AMP=z2q)y 

der  Bogen  AP  also  gleich  (l-|-;)<p.  Das  Bogenelement  PP',  das,  wenn 
man  vom  constanten  infinitesimalen  Querschnitt  und  von  der  Dich- 
tigkeit absieht,  als  Massenelement  gelten  darf,  ist  daher  (l'-\'l)dq). 
Das  Element  des  Potentials  V  ist  also 

dg> 


dV=(l-hD 


r 


Das  Potential  des  Kreisbogens  in  Bezug  auf  einen  innem  Punkt 
seiner  Ebene  ist  also  ein  elliptisches  Integral  erster  Art,  das  (l+O" 
fBLche  des  Normalintegrales,  wenn  l  den  complementären  Modul  be- 
deutet.   Wenn 

A;*  +  Z*  =  1,    so  ist    r*  —  1— Aj*8in*<p 

Bedeutet  x  das  Argument,  so  ist 

sin  g)^  Sa,    r  =  Dx,     F  =  (l  +/)« 

Der  Kreis  APBQA,  (Fig.  2.)  Mittelpunkt  Af,  Pol  O  seien  die- 
selben wie  vorhin.  Ausser  dem  Punkte  P  (Wkl.  ABP  =  q>)  auf  der 
positiven  Seite  der  Abscissenaxe  wähle  man  noch  einen  zweiten 
Q(Wkl.  y\BQ=x)  auf  der  negativen  Seite  und  vorlange,  dass  das  Po- 
tential des  Bogens  QP  in  Bezug  auf  O  constant  bleibe,  während  die 
Punkte  P  und  Q  sich  auf  der  Kreislinie  bewegen.  Wenn  9=ama;, 
X  =  amy,  so  sei  Ä  +  y  =  c,  amc  =  y.  Das  Potential  des  Bogens  QP 
in  Bezug  auf  0  soll  also  den  Wert  (1  +  Q<^  behalten, 
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Die  uiicudlich  nahe  aaf  die  Sehne  PQ  (Fig.  3.)  folgende  Sehne 
schneide  sie  in  T\  dann  darf  man  die  Dreiecke  TPP*  und  TQQ'  als 
ähnlich  ansehen ,  weil  jede  Sehne  von  der  Kreislinie  anter  gleichen 
Winkeln  geschnitten  vrird ;  folglich  ist 


PP'  _ 

QQ! 

TP 

TQ 

Dami 

t  aber  das  Potential  sich  nicht  ändere, 

mass 

ppf 

QQ' 

sein. 

Also  ist 

OP  - 

QT 
OQ" 

■  OQ 

TP 
OP 

Die  Gerade  OT  halbirt  daher  den  Winkel  QOP,  Macht  man  nun 
den  Winkel  TOE  dem  Winkel  OTP  gleich  {E  liege  auf  der  ver- 
längerten Sehne),  so  ist  ETO  ein  gleichschenkliges  Dreieck;  E 
Mittelpunkt  eines  durch  O  und  T  gehenden  Kreises. 

Wki.  £;op  =  Wki.  J5;or— Wki.  por  =  Wki.  £ro— Wki.  toq 

=  Wkl.  OQE,  Weil  die  zwei  Dreiecke  EOP  und  EQO  ausserdem 
noch  den  Winkel  in  E  gemein  haben,  so  sind  sie  einander  ähnlich. 

Daher 

EP  _  EO  _0P  _  TP 
EO  ^  EQ  "  OQ^  TQ 

und  weil    EO  =  ET,    so  ist 

EP  _  ET  PT 
EfEQTQ 

olglich  ____ 

EÖ*  =  E2^  =z  EP.  EQ 

Also  ist  EO  gleich  der  Länge  der  aus  E  an  den  Kreis  i4P^Q  ge- 
zogenen Tangente.  EF  sei  diese  Tangente.  Man  ziehe  EB  senkrecht 
auf  die  Abscissenaxe  AB.    Dann  ist 

ÖN^-{'NE^—  ÖE?  ^eP  =EM^ ^'mP  —  ldN^+  Nt?  -  MÄ* 

folglich  ist  BO  gleich  lang  wie  die  aus  N  an  den  Kreis  AFPBQ 
gezogene  Tangente.  Zieht  man  in  T  auf  die  Sehne  PQ  eine  Senk- 
rechte, welche  der  Abscissenaxe  in  C  begegne,  und  beschreibt  um 
den  Mittelpunkt  C  mit  dem  Halbmesser  CT  einen  Kreis,  so  ist  ET 
Tangente  an  diesen  zweiten   Kreis,   und  man   beweist  für  diesen 
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zweiten  Kreis,  dass  die  aas  N  an  ihn  gezogene  Tangente  gleich  NO 
ist,  gerade  sowie  für  den  ersten  Kreis  geschehen  ist 

Umgekehrt ,  wenn  aas  einem  Punkte  N  der  Abscissenaxe  (Mit- 
telpunktsgeraden) an  zwei  (oder  mehrere)  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
Af,  C  in  der  durch  N  gehenden  Mittelpunktsgeraden  liegen ,  gleich 
lange  Tangenten  gehen ,  denen  das  Stück  NO  der  Mittelpunktsgera- 
den gleich  gemacht  wird,  und  man  zieht  in  D  auf  die  Mittelpunkts- 
gerade  eine  Senkrechte  (die  Radicalaxe),  so  hat  jeder  Punkt  E  der 
Radicalaxe  die  Eigenschaft,  gleich  lange  Tangenten  an  beide  Kreise 
(überhaupt  an  alle  Kreise  der  Schaar,  liegen  sie  links  oder  rechts 
der  Radicalaxe)  zu  senden,  und  ihre  Länge  ist  gleich  E0\  (der 
Punkt  O  ist  der  eine  der  zwei  Schaarenkreise,  deren  Halbmesser 
unendlich  klein  geworden  ist)  und  wenn  T  Berührungspunkt  der  an 
den  zweiten  Kreis  gehenden  Tangente  ist,  seist  0E{=  EF)  geo- 
metrisches Mittel  zwischen  EP  und  "EQ,  Der  gemeinsame  Winkel 
E  der  zwei  Dreiecke  EPO^  EOQ  wird  also  von  proportionalen  Seiten 
eingeschlossen.    Die  Dreiecke  sind  daher  ähnlich;  folglich  ist 

qP       EP       ET       FT 

OQ  ^  ET  "  EQ  ^  TQ 

Von  welchem  Punkte  R  der  Radicalaxe  aus  man  an  irgend  einen 
Scfaaarkreis,  der  innerhalb  des  ersten  Kreises  liegt,  eine  Tangente 
ziehen  mag,  die  den  innern  Kreis  in  T  berührt,  und  den  äussern  in 
P,  Q  schneidet,  immer  wird  der  Berührungspunkt  T  die  Sehne  PQ 
in  zwei  Teile  teilen ,  die  sich  zu  einander  wie  die  Strahlen  OP  und 
OQ  verhalten.  —  Die  Bedingung  der  Constanz  des  Kreisbogens  QP 
ist  also  erfüllt,  wenn  man  den  zweiten  Kreis  (Mittelpunkt  C,  Radius 
CT)  festhält  und  an  ihm  die  Sehne  PQ  des  ersten  Kreises  fort- 
gleiten lässt. 

Für  die  geometrische  Vorstellung  ist  jetzt  die  Integration  der 
Differentialgleichung 

vollzogen;  denn  man  kann  sich  der  sichern  Ueberzeugung  hingeben, 
dass  man  im  Stande  sein  wird,  durch  trigonometrische  Formeln  die 
der  Figur  entsprechende  Abhängigkeit  der  Amplituden  q>  und  %  von 
einander  auszudrücken.  Diese  Form  des  Additionssatzes  ist  geome- 
trisch interessant  Denkt  man  sich  Q  als  beliebig  gewählten 
Anfangspunkt  und  zieht  nun  von  diesem  aus  eine  erste  Tangente 
QP  an  den  zweiten  Kreis,   so  ist  der  Punkt  P  durch  das  Argument 


Digitized  by 


Google 


414  Bigler:  Seehx  Beweise  Jür  den  die  elhpivtchen  Integrale 

beBtimrat.  Von  P  aas  ziehe  man  eine  zweite  Tangente  an  den  In- 
nern Kreis,  die  den  äussern  in  P^  irifft]  dann  gehört  zu  P^  das 
Argument  —  y+2c:  aus  Pj  ziehe  man  eine  Sehne  P^P^^  die  den 
Innern  Kreis  berührt;  ;dann  ist  P^  darch  das  Argument  —y  +  3e 
bestimmt,  und  so  fort.  Im  aligemeinen  wird  man  eine  endlose  ge- 
brochene Linie  bekommen,  die  dem  äussern  Kreis  eingeschrieben 
und  dem  Innern  umschrieben  ist.  Das  Potential  des  ganzen  äussern 
Kreises  in  Bezug  auf  O  ist  (l-{-Z).2Jr,  die  entsprechende  Zunahme 
des  Argumentes  also  2K.    Wenn  nun  im  besondern 

e=-  -.2K 
n 

ist,  wo  9»,  n  zwei  positive  zu  einander  primo  ganze  Zahlen  bedeu- 
ten, 80  gehört  zum  Punkte  P„  das  Argument  — y+^wüT;  dieser 
Punkt  Pn  fällt  also  mit  Q  zusammen ;  die  gebrochene  Linie  hat  sich 
geschlossen,  und  zwar  nach  m  Umläufen.  Man  hat  ein  Vieleck, 
dessen  Ecken  •  in  der  äussern  Kreislinie  liegen  und  dessen  Seiten  den 
inuern  Kreis  berühren.  Man  kann  den  Anfangspunkt  Q  verschie- 
ben; immer  wird  die  gebrochene  Linie  fortfahren,  sich  nach  m  Um- 
läufen zu  schliessen  und  ein  n-Eck  zu  bleiben. 

(In  dieser  Zeichnung  ist  der  Bequemlichkeit  wegen  %  negativ  an- 
genommen). Vom  laufenden  Punkte  P  des  äussern  Punktes  ans 
ziehe  man  eine  Gerade  durch  den  Pol  Q,  welche  den  äussern  Kreis 
noch  in  P',  den  innern  in  R  und  R^  und  die  Radicalaxe  in  G 
schneide.  Vom  Anfangspunkte  G  an  haben  der  Reihe  nach  die 
Punkte  P,  -R,  O,  Ä',  P'  die  Abstände  p^  r,  n,  r',  p'.    Dann  ist 

pp   '^  rr   «  n* 

es  sei  noch 

PT-«  t 


Versucht  man  nun  P  als  Anfangspunkt  zu  gebrauchen,  so  ist 


(r-p)(r'-p)  =  rr'+p«  -pir  +  r')  «  p(p'+p  -(r+r')) 

(P+Jt       ^+^'\ 
2 
ebenso 


0 


n-p)^^2p{^-^^n) 


OP  (früher  mit  r  bezeichnet;  mag  q  heissen.    Wenn  die  Mitten  der 
Sehnen  PP'  und  RR'  resp.  M\  C,  sind,  so  haben  diese  zwei  Punkte 

von  O  ans  die  Abstände  ^-y^»      2~'    ^®^^ 
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PÄ  .  7w  =  «« 

ist,  so  hat  man  darch  Etimioation  von  2p  die  Gleichang 

(*_       C'M'  _MC 
Q*'^  OM'   '^  MO 

Nicht  nur  ist  also,  wie  wir  schoa  wissen, 

TP       TQ 
OP"  OQ 

sondern  dieses  Verhältniss  ändert  sich  üherhanpt  nicht,  während  P 
den  äassem  Kreis  durchläuft  Der  hier  bewiesene  Satz,  allgemein 
ansgesprochen,  lautet: 

Wenn  Ton  einem  Punkte  eines  beliebigen  Schaarkreises  aus 
Tangenten  an  alle  innern  Kreise  derselben  Schaar  gehen,  so  ver- 
halten sich  die  Quadrate  der  Tangenten,  wie  die  Abstände  der  Mit- 
telponkte  der  betreffenden  innern  Kreise  vom  festen  Mittelpunkte 
des  ftossem  Kreises. 

Entweicht  der  Mittelpunkt  M  des  äussern  Kreises  in  unendliche 
Feme,  und  beachtet  man  nur  solche  innern  Kreise,  die  in  endlicher 
Nähe  um  O  herum  liegen,  so  nähert  sich  das  Verhältniss  der  Ab- 
stände irgend  zweier  Mittelpunkte  derselben  von  M  ohne  Ende  dem 
Werte  1 ;  und  der  äussere  Kreis  selbst  geht  in  die  Radicalaxe.  Der 
Satz,  dass  jeder  Punkt  der  Radicalaxe  gleich  lange  Taugeuten  an 
alle  Scbaarkreiso  sendet,  ist  also  als  besonderer  Fall  in  dem  zuletzt 
ausgesprochenen  Satze  enthalten. 

Man  findet  leicht 

1                      /  fl 

AN'^' ^     ON^z ;,     J5iV« 


1-r  -*'    i^t"     ^"     1--1 

Wenn  Q  mit  A  zusammenfällt,  so  muss  Wkl.  ABP  «  y  werden,  weil 
wir  dr-|-y  =  c,  am.0  =  y  angenommen  haben.    Daher  ist 

-4P—  (l+/)siny 

Weil    AO  =  1,  OP^  Jy,    so  ist 

^^ i_    ,j._(l+t)Bmy       AT 

^-^l+Jy'^^  1  +  Jy  AO 

gleich  dem  erwähnten   constanten  Verhältniss  [/  ^q-      Weil    Wkl. 
ACT-=zy  ist,  so  er^bt  sich 
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1  +  ^f  1  +  ^Y 

Halbmesser  des  innern  Kreises.  (Es  wird  vorteilhaft  sein,  alle 
Linienmaasse  durch  AC  zu  dividircn).  Da  wir  durch  diese  zwei 
Werte  die  Lage  des  innern  Kreises  kennen,  so  denken  wir  uns  die 
Sehne  PQ  wieder  so  gezogen,  dass  P  und  Q  auf  entgegen  gesetzten 
Seiten  der  Mittelpunktsgeraden  sich  befinden,  und  bezeichnen  die 
Mitte  der  Sehne  PQ  mit  M'.    Dann  ist 

Wkl.  QMP  ==  2((p  +  x)i    Wkl.  QMM'  =  Wkl.  M'MP  ^  q>  +  x 

und  wenn  man 

Wkl.  QMÄ  «  2% 
subtrahirt,  so  ergibt  sich 

Wkl.  AMM'  =  Wkl.  ACT=<p  —  x 
Also  ist 

PO 
PQ^(l+l)sm{q>  +  x\    ^-(l  +  ^y(qp  +  x) 

Weil  das  constante  Verhältniss  y  j^  —  ppig^^^fai  durch  ^ .  sin  y 
ausgedrückt  werden  kann,  so  ist 


Weil 
so  ist 
ferner  ist 
Weil 
so  hat  man 


TP        ,        ^  QT        ,       . 

—  «  smy.  Jq>,       -^^  «  smyz/x 

AM      l  +  Jy 
AC  "       2 

MC       1-  Jy 
AC^       2 

MM'      1  +  ^y       ,     .    ,       CT 
CT      MM'  ,    MC      , 

Äc=-Äc-+Äc'^'^'^-^ 


cosy  —       2      cos(y-{-x)  H g^^®^^  "^^  =cosyco8  3( 

—  ^/y  .sing)  sin  X 
üf' J  —  JfC'.sin(g>  — 5() 


Ferner  ist 
daher 

das  heisst 


TP      1  PQ       MC  .    , 
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QT 
ähnlicher  Ausdruck  für  j^;  also 

giuyJtp  =  i/ysln<]pcos][+co8<p8in% 

Fahrt  man  statt  der  Amplituden  g)^x,y  die  Argumente  x,  s^,  <;  -»a;-f-y 
ein,  so  hat  man  folgende  drei  Gleichungen  gewonnen 

C{x+y)  —  CxCy'-D{x+y)SxSy 

iS(aJ  +  y)  Dy^Sx  Cy  +  Z)(a;+y)  GrÄy 

von  denen  aus  es  leicht  ist,  zu  andern  bekannten  Formeln  zu  ge- 
langen. 

4®.)    Der  von  Euler  gefundene  älteste  Beweis  des 
Additionssatzes. 

Derselbe  entstand  aus  dem  Versuche  die  Differentialgleichung 

R(x)^  R{j,)       ^ 

wo  {Rix))"^  gleich  einer  ganzen  Function  vierten  Grades  von  x 
ist,  durch  eine  Gleichung  zu  integriren,  deren  linke  Seite  eine 
ganze  Function  von  x  und  y  ist,  die  in  Bezug  auf  jede  einzelne 
dieser  zwei  Yariabeln  nur  auf  den  zweiten  Fall  sich  erhebt  (in  Be- 
zug auf  beide  zugleich,  also  den  vierten  Grad  erreicht),  während 
die  rechte  Seite  null  ist.  Die  Goefficienten  in  dieser  Gleichung  sind 
wol  algebraische,  aber  nicht  rationale  Functionen  der  arbiträren 
Integrationscoustante.  Das  Polynom  der  Integralgleichung,  das 
die  Form  {x,  l)'(y,  1)'  bat,  muss  in  Bezug  auf  a;,  y  symmetrisch 
sein,  weil  die  Differentialgleichung  in  Bezug  auf  a;,  y  symmetrisch 
ist.  Es  enthält  daher  Coefficienten  für  die  Terme  x^y\  («*y+iry*), 
(^'+y^9  acy,  (x-|-y),  1,  sechs  an  der  Zahl.  Da  man  aber  mit  einem 
derselben,  wenn  er  nicht  verschwindet,  die  fflnf  übrigen  dividiren 
kann,  so  sind  nur  fttnf  unbekannte  Coefficienten  zu  zählen ,  die  als 
Fanctionen  einer  einzigen  Intcgratiousconstanton  dargestellt  werden 
mflssen.    Nach  x  geordnet  sei  das  Polynom 

V^Ax^-^^Bx  +  C 

wo  A^  B,  C  ganze  Functionen  zweiten  Grades  von  y  allein  bedeu- 
ten; nach  y  geordnet  sei 

iTeh.  d.  Mftth.  n.  Phys.    2.  B«ihe,  T.  VU.  37 
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WO  Z>,  E^  F  der  Reihe  nach  dieselben  Functionen  von  x  bedeuten, 
welche  -4,  B,  c  ton  y  waren.    Da  nun 


so  ist 
also  auch 


dV  dV 

\^^A.  +  B,      k^^Dy  +  E 

{Ax-^  B)dX'\-{Dy\~E)dy=:{) 

fix       ,         du 

TT-l-r.  =  ^>      wenn     V  ^ 


Dy  +  E^  Aj-+ß 

ist.    Diese  Gleichung  gibt  aber 

(Dy+E)^  =  E^'-DF 

ganze  Function  vierten  Grades  von  x  allein; 

{Ax+B)^=  B^  —  AC 

dieselbe  Function  vierten  Grades  von  x  allein.  Die  Differential- 
gleichung hat  also  wirklich  dieselbe  Form,  wie  die  vorgelegte.  Man 
muss  nun  bewirken ,  dass  E^  —  DF  sich  von  R^(x)  bloss  durch 
einen  constanten  Factor  unterscheidet.  Dieses  zählt  für  vier  Be- 
dingungen, weil  eine  ganze  Function  vierten  Grades  von  x  fünf  Terrae 
zählt.  Da  die  fünf  unbekannten  Coefficieutcn  nur  vier  Bedingungen 
ergeben,  so  ist  wirklich  noch  Spielraum  für  die  einzige  arbiträre 
Intcgrationsconstaiito  vorhanden. 

Wenn  das  Polynom  alle  fünf  Tenne  hat,  so  verursacht  die 
Zergliederung  des  Systems  der  vier  Bedingungen  für  die  fünf 
unbekannten  Constanten  beträchtliche  Schwierigkeiten.  Ich  will 
daher  den  Gegenstand  nicht  in  derselben  Allgemeinheit  wie  Euler 
behandeln,  sondern  von  Anfang  an  die  Normalform  des  elliptischen 
Integrales  erster  Art,  auf  die  man  ja  jedes  andere  solche  Integrale 
zurückführen  kann,  gebrauchen,  also 

(Itix))^  «  (l—x^){l—k^x^)  =-  1  -(l  +  k^)x^  +  k^x^ 

setzen.    Die  zu  integrirende  Differentialgleichung  sei 

Ji{8)  +  R{t)  "  " 

Auf  transcendente  Weise  ist  sie  sogleich  integrirt,  indem   man  setzt 

«  =«  Ar,     <  «  Sy^     aJ+y  =  c 

WO  das  Argument  c  die  Integrationsconstante  ist.  Die  algebraische 
lutogralgloirhung  sei   V  =  0,  wo 


Digitized  by 


Google 


erster   Gattung  betreffenden  Additionsaatz,  419 

HO  A^  B^  C  der  Reihe  nach  dieselben  ganzen  Functionen  zweiton 
Grades  von  t  allein  bedeuten,  welche  A  ^t  ^  von  a  allein  sind. 
Da  man  das  Polynom  V  mit  irgend  einem  constanten  Factor  multi- 
plidren  darf  (Null  ausgeschlossen),  so  steht  es  einem  frei,  unmittelbar 

iJ«— D/'— (Ä(#))* 

als  identische  Gleichung  zu  setzen;  man  hat  dann  fünf  Bedingungen 
für  die  sechs  unbekannten  Constanten  im  Polynom  V.  Um  die  Er- 
drtemng  von  Fallen,  die  sich  als  unstatthaft  erweisen  würden,  ab- 
zuschneiden, beginne  ich  mit  der  auf  den  ersten  Blick  ungerecht- 
fertigten Behauptung,  dass  mau  das  Polynom  V  als  gerade  in  Bezug 
auf  x^  y  zusammen  annehmen  dürfe,  das  heisst,  dass  es  sich  nicht 
ändere,  wenn  man  darin  zugleich  — a,  —  y  für  ar,  y  setze.  Denn, 
weil  -X  — y= — c  ist,  so  heisst  das:  die  Coofticienteu  in  1'  sind 
alle  samt  gerade  oder  alle  ungerade  Functionen  von  c  Die  Coef- 
ficienten  von  (x^y'\-Ty^)  und  von  (a^-f-y)  sind  dann  null,  folglich 

und  die  Gleichung 

I^^DF=  RHa) 
d.  h. 

y»t»  -(o««  +  /5)(0««+d)  «  1  -(1+^«)ä2+^'M 

soll  identisch  richtig  sein  (in  Bezug  auf  «).  Da  nur  1,  «^,  »^  darin 
vorkommen,  so  enthält  die  identische  Gleichung  nur  droi  Bediu- 
gungcn  für  die  vier  unbekannten  Constanten  0,  ß^  7,  d.  Eine  von 
diesen  wird  also  arbiträr  bleiben,  und  die  drei  übrigen  werden  als 
Functionen  derselben  bestimmt,  was  dem  Charakter  der  Aufgabe  au- 
gemessen ist.  Die  Behauptung  ist  jetzt  gerechtfertigt  und  mau  sieht 
ein,  dass,  wenn  man  auch  fünf  Bedingungen  mit  sechs  unbekannten 
Constanten  gehabt  hätte,  doch  mit  Notwendigkeit  (nach  Ausschei- 
dung unstatthafter  Fälle)  sich  würde  ergeben  haben,  dass  die  Coef- 
ficienten  von  {9^t-\-st^)  und  von  («-|-0  i^aH  sind. 

Die  drei  Bedingungen  sind: 

-/ja  =  1;       y«-«d  -  /3« (l+^•*);        -«/5  =  k^ 

Wenn  y  —  0,  so  ist 

aj  -»  c,     «  —  0,    sz=  S(c) 
Aus 

F«  Dt*+2Et+F=z  0    und     Dt+  E  —  R(s)  =  CxDx 

folgt  also,  wenn  < «-  0  ist,  F=  0,  das  heisst 

27* 
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iJ^Sc+a  — 0    und    E=zR{Se) 

das  heiBSt 

ySe  =■  CeDc 

Eliminirt  man  /J  aus  -  /Jd  =  1  und  jS.iS^c+d  —  0,  so  ergibt  sich 

JF-ib«5«c.*»*«  — (*«  +  /«)  +  2^CtfZ>c.t<  +  S»c 

Denkt  man  sich  #,  <,  folglich  auch  Sc  sehr  klein,  und  vernachlässigt 
die  sechste  Ordnung  des  Termes  k^S^ct'^t^  (indem 

CcDe-^  l-^!-|— S«+  ... 

durch  1  ersetzt  wird,  vernachlässigt  man  ohnehin  die  vierte  Ordnung 
neben  der  zweiten),  so  muss  die  Gleichung  die  Form 

nicht  die  andere 

-(«— 0*+^c  =  0 
annehmen;  also  muss 

Ö  =  —  Sc 
sein.    Dann  ist 

/»-l      .=  _*.&,     y  =  ^^     6-.-SC 
endlich  ist 

die  verlangte  Integralgleichung. 
Weil 

^""ä?^*"^*^"""^'       '^^    Sc 

so  wird  die  Gleichung 

Dt  +  E=  R(s) 
mit  Se  multiplidrt,  zu 

{l  —  k*S^cS*x)S3f  =  ScCxDx  -  CcDcSa: 

Da  y  =  c  -  a;,  so  bleibt  diese  Gleichung  bestehen,  wenn  man  c  und 
y  mit  einander  vertauscht  und  x  durch  -  o;  ersetzt;  dann  wird 

SxCyPy+CxjÜxSy 

Weniger  leicht  gelangt  man  von    V  *=>  0   aus   zu  dieser  Gleichung. 
Die  in  Bezug  auf  Sx^  Sy  rationale  Integralgleichung  ist  nftmlich 


/>=l(l-jfc«Ä»ö5«^),       E^^\Sx 
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Soll  sie  nan  in  Bezag  aaf  Sc  (was  man  als  die  arbiträre  Integra- 
tionsconstante  betrachten  kann)  rational  werden,  so  mnss  man  beide 
Seiten  derselben  mit 

-  (l  +  lfl8^x8^)Sh+8^+8^'-2CeDe,8x8^ 

mnltipliciren  nnd  bekommt 

[—il'\'k^S^xS%)S*c+S*x^S^y--4B»xS*if{l-{l+h^S^e+h*8^c)  =  0 

Die  linke  Seite  sei  mit  LS*€  —  2MS^c-\-J^  identisch.    Dann  ist 

Zugleich  ist 

iSx0i,D!fy^(CxDxSy)^  =  i8'x'^Sl^)(l--k^ShiS'y) 
AlBO 

M^"LN=^4:{8x  Cy  Dy)^  (Cr  Dx  8y)^ 

Man  mnss  die  Lösung 

L&c—M^  28xCyDy  .  Cx  Dx8y 

wählen  nnd  bekommt 

(1  -  k^  S^S^f  S^c  =  (Sx  Cy  Dy+CxDx8y)^ 

wo  man  wiederum 

{l-'h*S^xS'y)Sc  =  SxCyDy+CxDx8y 

wählen  mnss.    Sonst  kann  man  die  Gleichung 

—(1  +kl»S^xS*y)8*c+S*x+S*y+2CcDe  .  SxSy  =  0 

anch  wie  folgt  behandehi.    Weil 

8hi+8^  =  1  +  5*« 5«y-  ChiC^y 

ist,  so  wird  die  Gleichung  zu 

(?c  +  2ße/Sßx8^'~C^xC^'{'2CeDe.SmSy^0 

das  ist  zu 

(Cx-^DeSxSy)^-^  C^xC^  =  0 

nnd  nun  mnss  man  den  Factor 
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Cc  +  DcSxSy  —  CxCy  =  0 
wählen,  bekommt  also  die  bekannte  Gleichang 
Cc  =  CxCy-DcSxSy 


5^.)    Beweis  von  Lagrange. 
Es  sei 

Ä+y  —  c,     am.»  «=  9,     am.y  =»  x»     am.<?  =  y,  •  y+x  ^^  P 
Dann  ist 

g^  =  —  Ä:*iSa;Ca;  —  —  lA;»sin(p  +  3) 

g^, A^^Sy  Cy }Ä:»sin  (p-^q) 

also 

^2 «  —  Ä:»  siu|)  cos  <z,      g^a A?«  cosp  Bin  9 

Ferner  ist 

dp  dq  _(^jpy_(hy 

dx'  dx  ™  \dx  )         \dx/ 

=  D^x  —  D^y  =  —  ifc'  (sinV  —  sin*^)  —  —  A;*  sin/)  sing 

Dividirt  man  mit  dieser  dritten  Gleichung  jede  der  zwei  vorigen,  so 
bekommt  man 

d        dp  ^1     ?? 

dx    ^dx      cos  q        dx    ^dx       cosp 
dq     ^  sin  q*  dq       ""  sin  p 

dx  dx 

also 

dlogJ-  =  d  log  sin  5,    ^^^^öf  *°  rflogsinp 
Beachtet  man,  dass 

SO  geben  diese  Gleichnngen  für  y  =  0  (also  *  =  c,   x  =  0,  9  =  y. 
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Man    kann   also    boi   der  Into(;ration    der  zwei  letzten  Differential- 
gleichungen die  Integrationsconstanten  angeben  und  hat 

8p  1  —  -^y  .  da       1  +  ^y  . 

^ . — L.  sing,     rv-  ««  — ; — -  sin« 

ox  siny         ^'      ex  siny         ^ 

Mnltiplicirt  man  die  linke  Seite  der  erpten  Gleichung  mit  der  rechten 

Seite  der  zweiten,   und  die  rechte  Seite  der  ersten  mit  der  linken 

sin  y 
der  zweiten,  ausserdem  noch  mit  ~ö~^  so  hat  man 

— ——^Sinprfp  « 2 —  Sinqdq 

das  heisst 

rf  i ö— ^  cos  q  -J Y~^  ^^8  p  I  =»  0 

also 

d{CxCy  —  DcSxSy)  =  0 

Für  y  »  0  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  zu  Cc,    Also 

C(?=  CxCy  —  DcSxSy 

Die  zwei  vorhergehenden  Gleichungen,   addirt  und  subtrahirt  geben 
noch 

ßcDx  =-  T^ö/ScCy+CaJiSy;       Sc Dy  ^  SxCy+DcCxSy 


6^0    Beweis  aus  den  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie. 

Wenn  a,  ft,  c  die  Seiten,   A^  B^  C  die  Winkel  eines  Kugeldrei- 
ecks bedeuten,  so  gelten  die  Gleichungen: 

cosa  =  cos  Ä  cos  c  +  sin  &  sine  cos  ^ 

sinacos^  =  cos^sinc  —  sin&cosccos^ 

sin  a  sin  ^  =  sin&sini4 

1)  cos^  =  — cosÄco8C+sini?8inCcosa 

2)  sin  i4  cos  5  «  cosÄsinC-f-sini^cosCcosa 

Man  betrachte   Ä,  B,  C  als   die   drei   unabhängigen  Variabel n  und 

setze  k  «  - — T  =  etc. :  k  ist  also  eine  Function  von  Ä.  B.  C.    Die 
sin-4  '  '     ' 

Gleichung  1)  gibt,  wenn  man  A^  B  constant  setzt: 

(cos-ösinC-j-sin-öco8Cco8a)d6*— sini^sinCsinada  =  0 
also 
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sin  B  sin  Csina  0^  »  sin  il  cos  &  I 


Man  hat  also 

ÄrsinBsin^sinC            dA 
cos  acos  Ä cos c        ~  cos  a  ' 

dB     ,      dC 
'  COBb    *~  COS  c 

Wenn  z.  B.  jB  =  0,  so  ist 

Setzt  man  k  constant,  so  ist 

d(ir— C)  dÄ  .  dB 


Vi  -  *« sin*(»  -  C)      Vi  —  Ä«sinM  ^  Vi — ib«sin»iJ 
Von  der  Integralgleichnng  wähle  man  folgende  drei  Formen: 

C0B(n  —  C)  =  cos^cosB— sinulsin  Am)sc 
Bin(9K— C)cosa  =  cos^sinjB-f-sinicosfcosc 
Bin(» — C)cos6  =  BinAcosB-\'CosABmBcoBe 

Setzt  man 
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das  ist 

9a 
h  sin Ä sin  C Ä^  —  cosÄ  I 

i 
Vertauscht  man  B  mit  C,  so  hat  mau  I 


8a 
X;sin^sin  Cg^  =  C08c  1 

Endlich  ist  auch 

da 
Ajsinl^sin  C'g^  —  1 

Es  ist  somit 

3)    k sin  Bsin  Cda  ^^  dA-\- cos cdB  -}- co%  bdC 

Die  Gleichung 

sina — A;sini4  —  0 
gibt 

4)     COSada  =  k  COS  Ad  A-^- Bin  Adk 

Multiplicirt  man  Gleichung  3)  mit  cosa  und  snbstituirt  den  Wert 
aus  Gleichung  4),  um  da  zu  oliminiron,  so  erhält  man 

A;8iUil8in^sinCc£A;  s  (cosa— ib*  sin  llsinCcoB^)(ii+ cos  acos  (^ciB 

-|-cOBacos6dC 
Der  Coefficient  von  dA  ist 

cos  a-*  sin 6  sine  cos il  —  cosdcosc 
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A                                               B  n-C 

p        dtp  _    p  d<p     _    P  d(p 

e  0  0 

so  ist 

d$  ^=^dx^d!f 

die  Differentialgleicbung  and  gibt,  weil 

n-C  —  A 
wird,  wenn  B  verschwindet, 

dB  Integralgleichung,  von  welcher 

C9  =  QßCy  —  DeSfßSy 
SaDx^  CxSy+DßSxCy 
8aDy^  San C^  +i>«  GßCy 

drei  andere  Formen  sind.    Die  zwei  letzten  Oleichnngen  geben  durch 
Eümination,  wenn  man 

-Äf  —  SxCyDy  ^CxDxSy 
setzt: 

jf .  Ä  =  ShuC^y-^C^xS^  =  S^x—8^ 

M.Ds=zSxDxCy^C»SyDy 
und  dann  gibt  die  erste  Integralgleichung 

Weil  femer 

M{SxCyDy  +  CxDxSy)  =  (Ä««— /S^yXl— *«iS^/8»y) 
SO  erhält  man  schliesslich 

und  so  fort 

Bern,  den  19.  März  1888. 
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XXIII. 
Miscellen. 


Ueber  Yierecke  am  Kreise. 

Wenn  man  ein  Viereck  in  einen  Kreis  legt,  seine  Diagonalen 
zieht  nnd  die  gegenüberliegenden  Seiten  bis  zu  ihren  Dorchschnitts- 
punkten  verlängert;  so  kann  man  die  entstandene  Figur  dreimal  auf 
yerschiedene  Weise  als  inbeschriebenes  Viereck  betrachten.^  Man 
fasst  nämlich  zweimal  die  Diagonalen  als  gegenüberstehende  Seiten 
auf,  indem  man  ausser  ihnen  zwei  wirkliche  gegenüberstehende  Seiten 
hinzu  nimmt,  dann  entstehen  zwei  üb  erschlagene  Vierecke,  deren 
Eckpunkte  in  der  Peripherie  liegen,  welche  also  inbeschrieben  sind, 
und  zu  ihnen  kommt  das  gewöhnliche  inbesehriebene  Viereck. 

Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
und  den  Durchschniitspunkt  der  Diagonalen  kann  man  3  zusam- 
mengehörige Pole  nennen,  insofern  jeder  Yon  ihnen  Pol  zur 
Verbindungslinie  der  beiden  anderen  als  Polare  ist.  Man  nenne  die 
beiden  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Pole  Y  und  Z,  den  innen 
liegenden  X  Man  kann  die  besprochene  Figur  auch  auf  folgende 
Art  erzeugen;  man  stelle  die  Pole  X  und  Y  fest;  d.  h.  man  nehme 
z.  B.  X  an,  ziehe  eine  Linie  durch  X  und  suche  in  derselben  zu  X 
und  den  beiden  Durchschnittspunkten  des  Kreises  den  vierten  har- 
monischen Punkt,  dieser  sei  F.  Nun  ziehe  man  durch  F  eine  Se- 
cante,  verbinde  ihre  Kreisdurchschnittspunkte  mit  X  und  mit  den 
dadurch  entstehenden  zwei  neuen  Kreisdurchschnittspunkten,  so 
schneiden  sich  die  letzten  Linien  in  Z  und  die  Verbindungslinie  der 
beiden  letzten  Kreisdurchschnittspunkte  geht  durch  F. 
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Da  dio  erste  durch  Y  gelegte  Secante  nicht  bestimmt  ist,  so 
kann  man  die  drei  Punkte  X,  Y,  Z  auf  sehr  verschiedene  Weisen 
finden;  oder  es  ergicbt  sich  eine  inbeschriebene  Vi  er  eck  s - 
sc  haar,  welche  zu  den  drei  zusammengehörigen  Polen  j;  F,  Z 
gehört 

Verlängert  man  die  durch  JT  gehenden  Diagonalen,  bis  sie  YZ 
in  U,  zwischen  y  und  Z  und  7,  ausserhalb  der  beiden  schneiden; 
so  sind  die  Punkte  r,  IT,  Z,  V  harmonisch ,  denn  die  Linien  XXJ^ 
XV  TxxA  YZ  sind  die  Diagonalen  eines  vollständigen  Tierecks,  von 
welchem  Y  und  Z  zwei  Ecken  sind. 

Bei  einem  Viereck  aus  der  Vierecksschaar,  welche  zu  den 
Punkten  X,  r,  Z  gehört,  sind  aber  die  Punkte  TJ  und  V  nicht  nur 
harmonisch  zu  Y  und  Z,  sondern  sie  sind  auch  zusammengehörige 
Pole  zum  Punkte  X,  Wir  wollen  alsdann  diese  Punkte  F',  Z* 
nennen  und  das  betreffende  Viereck  das  Haupt  vier  eck  der  Schaar. 
Man  kann  ein  inbeschriebenes  Viereck,  dessen  Diagonalen  Polaren 
zu  einander  sind,  oder  deren  Durchschnittspunkte  auf  der  Polaren 
YZ  zum  Punkte  X  gehören,  (also  das  Hauptviereck)  auf  folgende 
Weise  finden;  man  wähle  X  und  construire  seine  Polare.  Dann 
ziehe  man  von  einem  Punkte  Z*  der  Polare  nach  dem  Mittel- 
punkt M  des  Kreises  und  fälle  von  X  auf  Z'M  ein  Lot,  welches  in 
A  schneidet  Dieses  Lot  ist  die  eine  der  Diagonalen  des  zu  con- 
struirenden  Vierecks  AY\  die  andere  ist  XZ\  Da  nämlich  r'Z' 
Polare  zu  -ST  ist  und  XY'  Polare  zu  Z\  so  ist  auchZZ'  Polare  zu  Y\ 

Zieht  man  MX  und  verlängert  diese  Linie,  bis  sie  die  Polare 
yz'  in  O  trifft,  ist  ferner  MX  —  a,  so  ist 

a 
(r  Badius  des  Kreises)  und 

o 

Nun  sind  aber  die  Dreiecke  MOZ\  MAX  und  Y'OX  einander  ähn- 
lich, und  wenn  man  OZ'  «  b  setzt,  so  hat  man 

b:-^OY*: 


a  a 

also  ist 

Daraus  ersieht  man,  dass 
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or  X  oz^  -  ^  ^,    ^ 

also  anabh&Dglg  Yon  &  ist;  sind  also  Y  and  Z  zwei  mit  X  zusam- 
mengehörige  Pole,  so  ist  das  Product  der  Abstände  FO,  ZO  von 
dem  Fasspnnkte  des  anf  die  Polare  vom  Mittelpunkt  gefällten  Lotes 
constant  und  stets 

a 

Man  kann  nnn  auch  die  Lage  der  beiden  Ecken  T  and  Z  des 
Vierecks  bestimmen.  Nennt  man  nämlich  OF'  =  c,  YY*  =x  and 
Y*Z=y^  so  hat  man  die  beiden  Gleichangnn 

«  :  y  —  b+e'-\-x:  6'-\-e  —  y 
and 

(»+<?)  (y  -c)  —  6ö 

Ans  denselben  findet  sich 

Nennt  man  noch 

ZZ'  —  a  —  b  +  c  —  y 
SO  ergiebt  sich 

Man  hat  somit  alle  drei  zwischen  den  harmonischen  Punkten  F,  F', 
Z^  Z*  liegenden  Linien  x,  y,  »  gefunden. 

Das  Viereck ,  dessen  Diagonalen  die  Polare  von  Z  in  F'  und 
Z'  schneiden,  ist  das  einzige  inbeschriebene  Viereck  der  Vierecks- 
schaar,  welche  zu  den  Punkten  X,  F,  Z  gehört,  dessen  Diagonalen 
gegenseitige  Polaren  zu  einander  sind;  denn  da  die  Punkte  F,  Z, 
F',  Z'  harmonisch  sind,  so  nähert  sich  F'  dem  Z,  wenn  Z*  sich 
ihm  nähert,  ebenso  entfernt  sich  F'  von  Z,  wenn  sich  Z'  von  ihm 
entfernt;  also  kann  der  Fall  nur  einmal  vorkommen,  dass 

OY'  X  OZ'  =  r«  (—^)    ist. 
Setzt  man 

und 

und  sucht  aus  den  Formeln 
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^  und  y\  indem  man  für  6'  und  c*  die  Werte  in  h  nnd  «  eineetzt, 
lo  ergiebt  sich 

x'  -  ^(ft-Vfti)  und    y'-^(-c+T/M 

Daa  heisst  also,  wenn  man  yon  Y  and  Z^  welche  ebenfalls  znge- 
hOrige  Pole  zn  X  sind,  ausgegangen  wäre,  so  würde  man  als  Dia- 
gonalen des  betreffenden  Vierecks  XY*  und  XZ'  gefunden  haben. 

Bis  giebt  also  zwei  inbeschriebene  Vierecksschaaren ,  welche  in 
der  Art  conjugirt  sind,  dass  die  eine  zu  den  Punkten  X,  Yy  Z  ge- 
hört, nnd  die  Diagonalen  ihres  Hauptvicrecks  durch  Y*  und  Z'  gehen ; 
während  die  andere  Schaar  zu  X,  Y\  Z*  gehört,  und  die  Diagonalen 
ihres  HanptTierecks  durch  Y  und  Z  gehen. 

Betrachten  wir  nun  die  Yierecksschaar,  welche  zu  Xy  F,  Z  ge- 
hört, näher.  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  O  näher  an  Z  als  an 
F  liegt  Die  Diagonalen  eines  dieser  Vierecke,  welche  sich  in  X 
schneiden,  fallen  sehr  nahe  mit  XF  zusammen;  dann  liegen  die 
Punkt  TJ  und  V  sehr  nahe  an  F.  Fallen  die  Diagonalen  in  JTF,  so 
fUlt  das  ganze  Viereck  in  die  Linie  JTF,  zwei  Seiten  werden  dabei 
unendlich  klein,  sind  als  Tangenten  aufzufassen  und  schneiden  sich 
in  Z.  Lassen  wir  nun  die  Diagonalen  grössere  Winkel  mit  XY  bil- 
den, so  rflcken  die  Punkte  U  und  V  nach  entgegengesetzten  Seiten 
fon  F  fort.  Dabei  kommt  ^  in  die  Mitte  zwischen  F  und  Z,  dann 
liegt  XV  parallel  FZ,  und  die  Sehne  wird  durch  X  halbirt.  Lassen 
wir  die  Winkel  der  Diagonalen  noch  mehr  wachsen,  so  liegen  nun 
J3  und  V  auf  der  zweiten  Hälfte  von  YZ  und  nähern  sich  Z,  Da- 
bei kommt  zunächst  der  Fall  vor,  dass  IJ  und  V  zu  F'  und  Z* 
werden,  oder  dass 

ÜOX  ^O-  F'OXZ'O  — ^^Cr«-««)  ist 

Dann  tritt  noch  der  Fall  ein ,  dass  £7  in  O  fällt,  und  endlich 
fallen  beide  Diagonalen  und  mithin  das  ganze  Viereck  in  XZ,  Die 
Punkte  F  und  Z  können  die  bisher  erörterte  Rolle  von  X  nicht 
spielen,  wdl  sie  ausserhalb  des  Kreises  liegen.  Die  beiden  durch 
X  gehenden  Polaren  XY  und  XZ  konnten  nämlich  als  Diagonalen 
oder  Seiten  eines  inbeschriebenen  Vierecks  angesehen  werden,  dies 
ist  jedoch  bei  den  Polaren  XZ  und  YZ  nicht  möglich,  weil  YZ 
ganz  ausserhalb  des  Kreises  liegt. 
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Zu  jedem  inbeschriebenen  Viereck  der  eben  besprochenen  Art, 
das  heisst  zu  den  drei  inbeschriebenen  Vierecken,  als  welche  man 
ein  vollständiges,  inbeschriebenes  Viereck  mit  seinen  Diagonalen  be- 
trachten kann,  gehört  ein  vollständiges,  umbescbriebenes  Viereck, 
dessen  Seiten  in  den  vier  Eckpunkten  des  inbeschriebenen  Vierecks 
den  Kreis  berühren. 

Ein  solches  vollstöndiges  Viereck  besteht  ans  drei  einzelnen 
Vierecken,  nämlich  einem  gewöhnlichen  Viereck,  einem  überschlage- 
nem  und  einem  mit  dem  einspringendem  Winkel.  Jedes  dieser  drei 
Vierecke  im  umbeschriebenen,  vollständigen  Viereck  entspricht  einem 
der  drei  Vierecke  des  inbeschriebenen  Vierecks  näher,  wenn  man 
die  Folgen  der  Eckpunkte  mit  den  Polgen  der  dazwischen  liegenden 
Durchschnittspunkto  der  Tangenten  zusammenhält.  Liegt  z.  B.  der 
Mittelpunkt  des  Kreises  innerhalb  des  gewöhnlichen  inbeschriebenen 
Vierecks,  so  entspricht  das  gewöhnliche  Viereck  des  umbeschriebe- 
nen  dem  gewöhnlichen  des  inbeschriebenen;  es  entspricht  dann  das 
überschlagene  Viereck  des  umbeschriebenen  einem  ttberschlagenen 
des  insbeschriebenen  und  das  mit  dem  einspringenden  Winkel  des 
umbeschriebenen  dem  anderen  überschlagenen  des  inbeschriebenen. 

Da  sich  indessen  nach  dem  Satze: 

Dreht  sich  eine  Linie  um  einen  Pol,  so  durchläuft  ihr  Pol  die 
Polare  des  ersten  Poles  --  alle|  Tangenten  des  umschriebenen  Vierecks 
in  den  Polaren  AT,  TZ  und  XZ  schneiden,  so  haben  alle  zur  in- 
beschriebenen Vierecksschaar  gehörigen  umbeschriebenen  Vierecke 
die  gemeinschaftlichen  Diagonalen  XYy  YZ  und  XZ. 

Es  gehört  also  eine  inbeschriebene  Vierecksschaar,  welche  zu 
den  Punkten  X,  F,  Z  gehört,  mit  einer  umsclirlebenen  Vierecks- 
schaar, welche  zu  den  Polaren  XYy  XZ,  yZ  gehört,  zusammen. 

Verfolgen  wir  nun  die  Durchschnittspunkte  der  Tangentenpaare 
dieser  umbeschriebenen  Vierecke,  welche  an  die  Enppunkte  der  Dia- 
gonalen der  inbeschriebeuen  Vierecke  gelegt  sind.  Dieselben  durch- 
laufen die  Linie  YZ^  wir  nennen  sie  U*V* . 

Fällt  das  inbeschriebene  Viereck  in  die  Linie  XY  zusammen,  so 
besteht  das  umbeschriebene  Viereck  aus  zwei  Tangenten,  welche  sich 
in  Z  schneiden.  Bilden  die  Diagonalen  des  inbeschriebenen  Vier- 
ecks kleine  Winkel  mit  XY,  so  liegen  V'  und  F'  nahe  bei  Z  and 
entfernen  sich  mit  wachsenden  Winkeln  mehr  und  mehr  von  diesem 
Punkte.  Dabei  kommt  zunächst  der  Fall  vor,  dass  ü'  in  O  fällt; 
dann  ist  die  Sehne  ZX  parallel  YZ, 
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Ferner  kommt  der  Fall  vor,   dass  U'  in  U  und  F'  in   V  fällt. 

Sie  heissen  dann  F'  und  Z',  und  es  ist 

r» 
U'OX  F'O«  ÜOX  FO«  r'OX  Z'0=~^'r*-a*) 

I>ann  flült  17'  in  die  Mitte  zwischen  Fund  Z^  wenn  die  nicht 
za  ü'  gehörige  Sehne  ein  Durchmesser  ist.  Endlich,  wenn  das  ganze 
inbeschriebene  Viereck  in  Z  zusammenfällt,  so  besteht  das  umbe- 
scfariebeue  Viereck  aus  2  Tangenten,  welche  sich  in  Y  schneiden. 

Legt  man  also  um  einen  Kreis  ein  Viereck,  sieht  die  Durch- 
sebnittspunkte  seiner  Diagonalen  mit  der  Peripherie  als  Eckpunkte 
eines  inbeschriebenen  Vierecks  an,  legt  um  dieses  wiederum  ein  Vier- 
eck, sieht  die  Kreis-Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  dieses 
zweiten  umbeschriebenen  Vierecks  wieder  als  Eckpunkte  eines  in- 
beschriebenen Vierecks  an,  und  legt  um  dieses  wiederum  ein  Vier- 
eck, so  fallen  die  Diagonalen  des  dritten  umbeschriebonen  Vierecks 
mit  den  Diagonalen  des  ersten  zusammen.  Das  erste  umbeschriebene 
Viereck  ist  nicht  notwendiger  Weise  dasselbe  wie  das  dritte,  kann 
aber  mit  demselben  auch  übereinstimmen.  Dann  kommen  überhaupt 
nur  2  umbeschriebene  und  zwei  in  beschriebene  Vierecke  vor.  Stets 
cxistiren  jedoch  bei  dem  aufgestellten  Satze  nur  2  versühiedene  in- 
bescbriebene  Vierecke. 

Hätte  man  die  Reihe  der  Vierecke  mit  einen  beliebigen  inbe- 
schriebenen angefangen,  so  brauchte  dieses  erste  Viereck  nicht  mit 
dem  dritten  überein  zu  stimmen;  stimmt  es  aber  mit  ihm  überein, 
so  existiren  auch  nur  2  Arten  von  inbeschriebeuen  Vierecken. 

Setzt  man  die  Art  von  Boschreibuug  der  Vierecke  in  und  um 
den  Kreis  fort,  so  wechsein  nur  2  inbeschriebeno  und  2  umbeschrie- 
bene Vierecke  ab. 

Ist  bei  einem  inbeschriebenen  Viereck 

a 
SO  ist  auch 

oY'  —  -  y;m^ 

a 

Das  Viereck,  zu  welchem  die  Linien  XZ*  und  XY*  Diagonalen  sind, 
und  die  ganze  Schaar,  deren  Hauptviereck  es  ist,  sind  in  diesem  Falle 
die  Trapeze,  deren  Diagonalen  durch  X  gehen. 

Bei  dem  Hauptvierock  der  dieser  Trapezschaar  coujugirten  in- 
beschriebenen Vierecksschaar  schneiden  sich  die  Diagonalen   recht- 
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winklig  nnd  eine  ist  Darchmesser,  dieses  Hanptviereck  ist  also  sym- 
metrisch, rechtwinklig.  Die  Ecken  in  YZ  dieser  Yierecksschaar 
liegen  paarweise  gleich  weit  von  O  entfernt.  Die  ambeschriebene 
Yierecksschaar  zar  ersten  Schaar  besteht  aas  symmetrischen  Vier- 
ecken ,  deren  Diagonalen  rechtwinklig  anf  einander  stehen  und  deren 
eine  ein  Darchmesser  ist.;. Das  Hanptviereck  der  zweiten  nmbeschriebe- 
nen  Yierecksschaar  ist  ein  Trapez;  sodass  bei  der  fortgesetzten  Yier- 
ecksbeschreibnng  bei  den  inbeschriebenen  Yierecken  ein  Trapez  mit 
einem  rechtwinkligen  symmetrischen  Yiereck  abwechselt,  bei  den 
nmbeschriebenen  Yierecken  ein  symmetrisches  Yiereck  mit  einem 
Trapez. 

Liegt  X  im  Mittelpunkt,  so  rttckt  YZ  in  die  Unendlichkeit.  Beide 
inbeschriebene  Yierecksschaaren  sind  Rechtecke  mit  parallelen  Seiten 
nnd  die  beiden  Hauptvierecke  sind  die  unter  diesen  vorkommenden 
Quadrate.  Die  Seiten,  oder  auch  die  Diagonalen  dieser  Quadrate 
bilden  Winkel  von  45^.  Die  beiden  umbeschriebenen  Yierecks- 
schaaren sind.  Rhomben,  deren  Diagonalen  gegenseitig  Winkel  von 
45^  bilden,  und  die  ihnen  gehörigen  Hauptvierecke  sind  wieder  die 
vorkommenden  Quadrate. 

Berlin,  den  12.  Sept.  1888. 

Dr.  BeysselL 


2. 
Geometrischer  Beweis  eines  Satzes  der  Fläehentheorle* 

Der  Beweis  des  Satzes  von  der  Unveränderlichkeit  des  KrQm- 
mnngsmaasses  einer  Fläche  bei  einer  Biegung  derselben  wird  auf 
den  Gauss'schen  Satz  gegründet,  dass  das  Krümmungsmaass  durch 
die  Fundamentalgrössen  £7,  F,  G  und  ihre  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitungen allein  darstellbar  ist.  Wir  teilen  nachstehend  einen  Yer- 
such  mit,  den  erwähnten  Satz  geometrisch  zu  begründen. 

Es  sei  M  der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  T  die  Tangential- 
ebene, Ifi,  ff^  ^16  beiden  zugehörigen  Hauptnormalebenen,  MN  die 
Normale;  bezüglich  der  Richtung  der  letzteren  wollen  wir,  um  an 
bestimmte  Yorstellungen  anzuknüpfen,  voraussetzen,  dass  sie,  wenn 
die  beiden  Hauptnormalschnitte  in  der  Umgebung  von  M  auf  der 
nämlichen  Seite  von  T  liegen ,  nach  dieser  selben  Seite  gerichtet 
sei;  im  andern  Falle  denken  wir  sie  auf  derjenigen  Seite  von  T 
liegend,  auf  welcher  der  Schnitt  mit  H^  sich  befindet. 
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Auf  den  Haaptnormalschnitten  mögen  nun  von  M  ans  nach 
beiden  Seiten  anendlich  kleine  Bögen  c2«j,  beziehungsweise  ds^  auf- 
getragen werden,  welche,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer 
Ordnong,  mit  den  zugehörigen  Sehnen  flbereinstimmen,  so  dass  mit 
dieser  Beschränkung 

gesetzt  werden  kann. 

Die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  Pj,  P^';  P„  P^  dürfen 
als  in  den  Ebenen  H^^  H^  liegend  und  mit  den  Normalen  der  zu- 
gehörigen Normalschnitte  zusammenfallend  angeschen  werden.  Die 
Winkel,  welche  die  Normalen  in  P,  und  P,  mit  der  Normale  MN 
in  M  bilden,  seien  dc^^  bzbw.  dc^\  dann  sind 


1_       ^1      1        do^ 
(fi      ^H      9i      ^*% 


(1) 


die  beiden  Hanptkrümmungen. 

Die  Winkel,   welche  die  Haupttangenten  t^^   t^  mit  den  Sehnen 

dOi     döa 
MPi^  MP^  einschliessen,  sind  -^>  -—  respective. 

Um  das  Erflmmungsmaass  der  Fläche  im  Funkte  M  zu  bestimmen, 
betrachten  wir  das  Dreieck  MPyP^  auf  der  Fläche  und  seine  Abbildung 
MU^n^  auf  der  Einheitskugel.  Beide  können,  wenn  es  sich  um 
ihre  Fläche  handelt,  mit  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Grössen 
der  zweiten  Ordnung  wie  ebene  rechtwinklige  Dreiecke  angesehen 
werden ;  demgemäss  sind 

dw  »  idsj^  ds^  (2) 

dl5  =  idc^  rftfg  (3) 

ihre  Flächeninhalte  und 

d^      da^da^         1 

dto         ds^tis^  Q^Q^ 

das  yerlangte  Erümmungsmaass  in  M. 

Die  vier  Dreiecke  MP^P^,  -MPi'ij,  AfPjPg',  MP^'P^',  welche 
hier  als  der  den  Punkt  M  umgebende  Teil  der  krummen  Fläche  be- 
trachtet werden,  bilden  eine  vierseitige  gleichseitige  Pyramidenfläche, 
welche  im  Falle  gleichgerichteter  Hauptkrümmungsradien  ganz  zu 
einer  Seite  von  T  liegt  und  bei  M  spitze  Eantenwinkel  hat,  während 
sie  im  Falle  ungleichgerichteter  Hauptkrümmungsradien  von  T  ge- 
schnitten wird  und  bei  M  stumpfe  Eantenwinkel  aufweist.    Bezeichnet 

Azeh.  d.  Math.  n.  Phyt.    2.  S«i]it,  T.  VH.  SS 
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man  den  Kantenwinkel  mit  y,  so  folgt  für  ihn  ans  dem  in  der  Kante 
MN  rechtwinkligen  Dreikant  M(P^P^N)  die  Bestimmiing 

c.,-«»(|-^-^)c.(|T^) 

ans  welcher  bis  anf  Grössen  der  zweiten  Ordnung 

l_f=±^l.  (4) 

folgt;  das  obere  Zeichen  gilt  fdr  gleichgerichtete,  das  untere  fOr  ent- 
gegengesetzt gerichtete  HauptkrQmmnngsradien. 

Denkt  man  sich  nnn  mit  der  Flache  eine  Biegung,  ohne  Deh- 
nung und  Zusammenziehung,  vorgenommen,  so  erleidet  die  eben  be- 
trachtete Pyramidenfläche  eine  Deformation,  die  jedoch  nur  die 
Flachenwinkel  alterirt,  während  die  Seitenflächen  ungeändert  bleiben; 
die  Seitenkanten  MP^,  M,P^\  MP^^  MP^  bewegen  sich  dabei  in  den 
Ebenen  H^^  H^  beziehungsweise.  Da  also  y  constant  bleibt,  so  än- 
dern sich  die  Grössen  <2<jj,  d<s^  vermöge  der  Gleich.  (5)  derart,  dass 

dc^  cfla^ + rfaj  d*tfi  —  0  (6) 

ist.  Die  sphärische  Abbildung  MIl^IJ^  erfährt  gleichfalls  eine  Ver- 
änderung, welche  der  Gleich.  (3)  gemäss  durch 

d^ö  =  ifdtfi  rf^cTj+dtf,  d«(ri)  (7) 

dargestellt  ist  und  daher  vermöge  der  Gleich.  (6)  verschwindet,  so 
dass  c2*c)  —  0  whrd.  Bei  der  Biegung  behält  demnach  nicht  allein 
diu,  sondern  auch  |dc),  somit  auch  K  seinen  Wert  bei,  d.  fa.  das 
Krttmmungsmaass  bleibt  bei  jeder  Biegung  der  Fläche  in  allen 
Punkten  derselben  ungeändert. 

Brunn,  1888. 

E.  Gzuber. 


3. 

Ein  geometrlseher  Ort. 

(Schüleraufgabe.) 


Es  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  einem  Drei- 
ecke eingeschriebenen  Kreises  zu  bestimmen,  wenn  die  Endpunkte 
der  Basis  des  Dreiecks  die  Brennpunkte  einer  Ellipse  sind,  deren 
Umfang  der  Scheitel  des  Dreiecks  durchläuft. 


Digitized  by 


Google 


MüeelUn,  435 

Bezeichnet  man  die  lanfenden  Coordinaten  der  Ellipse  mit  «^y,, 
die  Coordinaten  des  Ereiscentrams  mit  £77,  so  findet  man  ans  der 
Bedingung,  dass  der  Kreis  dem  Dreiecke  eingeschrieben  ist,  leicht 

1)  1»=,^ 


a.4-« 
Daher  ' 

Nennt  man  die  Segmente  der  Dreiecksseiten,  welche  dnrch  die 
BerQliningspnnkte  des  Kreises  gebildet  werden,  s  nnd  /,  so  finden 
sich,  wenn  die  Radienyectoren  des  Punktes  x^yj  mit  r^,  r^  bezeichnet 
werden,  leicht  die  folgenden  Relationen 

a^t  —  2e 

*+«  =  *•! 
*+»  -  '•« 

daher,  da  r|  +^9  "=■  2a  ist: 

tt  «  a — e 
Es  ist  aber  anch 

daher 

sabedtoirt  man  hierin  statt  17  seinen  Wert  ans  1)  nnd  nimmt  für 
9*1 — £  das  positiTO  Vorzeichen  ist,  so  findet  »an  nach  einigen  ein- 
gehen Reductionen  

daher  

^  ""     aVä  +  ö— ftVa  —  « 
Es  besteht  aber  zwischen  x^  nnd  y^  die  Bedingnngsgleichnng 

Darans  findet  sich  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 
d.  h.  eine  Ellipse  mit  den  Axen 

28* 
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Ich  brauche  wol  kaum  hinzuzufügen,  dass  a,  &,  e  gewöhnliche 
Bedeutung  (grosse  Halbaxe,  kleine  Halbaxe  und  Excentricität  der 
Ellipse)  haben.  Die  zum  Verständnisse  nötige  Figur  ist  leicht  her- 
zustellen. 

Waehring,  1888.  December. 

K.  Zelbr. 


4. 
Ueber  eine  Differentialgleiehung. 

Sei  9>  eine  beliebige  Function  von  x^  so  l&sst  sich  die  Gleichung : 

immer  integriren.    Denn  setzt  man 


so  folgt 


^.  (,  +  ^,. 


dieses  ist  aber  eine  homogene  Gleichung.    Oder  man  setze 

y  =a  — a:(j/9<w — ^^— 

SO  folgt 

rf*ii       z  du ^^u 

dx^       X  dx*x^^^ 
Diese  Gleichung  gehört  zur  Form : 

deren  allgemeines  Integral 

n 

y  «  SAkxßk 

ist,  wobei  Pn  die  verschiedenen  Wurzeln  der  Charakteristik 

0 

bezeichnen,  in  welcher 
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(^  I  0)  =  1 
(ß\k)^  ß(fi-l)(ß^2)  ...  (ß-^k+1) 

za  setzen  ist.    Sind  etwa  drei  gleich,  so  sind 

y  c=  xPi{Ai  +  Ailogx+AQ\og*x)  +  £Akxßi 
sind  zwei  conjngirt  imaginär,  so  folgt 

M 

y  B.  «^{A^COS  [nlogaj]  +  -4,8in  [n\ogx']\-{' £ Akxßu 

9 

wobei 

ßi  •=»  m — fit 

angenommen  wnrde.    Man  sieht,  dass  diese  Gleichungen  eine  Ana- 
logie za  jenen  mit  constanten  CoefBcienten  bilden. 

Prag,  November  1888. 

W.  L&ska. 


6. 

Zar  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbrechang. 

In  Brünnow's  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie  wird  im 
Abschnitt  über  „die  Refraction'^  bezüglich  der  yerschiedenen  Re- 
fractionstheorien  bemerkt,  dass  die  von  Cassini  gemachte  Hypothese 
einer  [Atmosphäre  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  mit  einmaliger 
Brechang  die  mittlere  Refraction  bis  zu  80^  ganz  gut  darstellt. 

Es  lässt  sich  demnach  erwarten,  dass  die  Annahme  einer  zwei- 
maligen Brechung  in  zwei  an  Dichtigkeit  verschiedenen  Schichten 
die  mittlere  Refraction  bis  zu  einem  höhern  Grade  genau  darstellen 
wird.  Wir  haben  diese  Berechnung  angestellt  und  geben  im  Nach- 
stehenden eine  Lösung  dieser  Aufgabe. 

Wir  bezeichnen  mit  i^  den  Einfalls-,  mit]  f^  den  Brechungs- 
winkel, mit  Sz^  die  Refractionsablenkung,  mit  ui  den  Brechungs- 
exponenten und  mit  r|  den  Radius  der  ersten  oder  äussern  Schicht 
der  Yoransgesetzten  Atmosphäre.    Dann  gelten  folgende  Gleichungen : 

sin^i  — ttjSin/,,    h— A+ä«i,    ^«i  =  (mj  —  1) tg/i 


«^-3 


V  sini.« 
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Für  die  zweite  Schicht  hat  man  ebenso: 

sini^-ttjsin/,,    «,«/i+*«t,-    '«i  -  («i— l)tg/. 


V^^"^ 


sin^ 


Bezeichnen  wir  den  Erdhalbmeeser  mit  o,  die  scheinbare  SiCDith- 
distanz  des  Sterns  mit  »  nnd  bemerken,  dass 

r^  sin  t|  =  r^  sin  fj^    nnd    a  sin«  —  y*!  sin/, 

ist,  so  erhalten  wir  vermittelst  der  Relationen 

sinti  =  -«iMjSin« 

sintf  »  — fi^sm« 
durch  Einsetzen  in  die  vorhergehenden  Ansdrflcke 

S,, !?i=l ■  *^-^ 


1/      '•>'.       _i      1/    V  1 

r  a*tt,*sin«*  r   a*  sin«* 

als  vollständige  ßefraction 

ö»  =  Ä»i  -f-  8»f 

Fflr  eine  3-  oder  n-malige  Brechung  wflrden  analoge  Glieder 
hinzukommen.    So  w&re  eine  4*malige  Brechung 

8x  —  "^"^  +  u^—1 

V\a)  Vtt3«fVsin««  ^  ^       V\a)   ti8««4«Bin^  ~  ^ 


V  \a)  Vsina«  "■  ^       r  \a)  sin  ««  "  ' 


Indem  wir  uns  zunächst  auf  eine  zweimalige  Brechung  beschrftn- 

ken,  haben  wir  die  Unbekannten  «.  und   u«  und  femer  -  und    — 

zu  ermitteln,  über  [welche  nichts  weiter  bekannt  ist  Da  aber  die 
obigen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  nicht  linear  sind^ 
so  würde  eine  directe  Herleitung  derselben  aus  «  und  &  Schwierig- 
keiten unterliegen.    Wir  schlagen  deshalb  den  folgenden  Weg  ein : 

Schreiben  wir  den  Refractionsausdruck  in  der  Form 
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^,^3 »  ^ 

ycot«>+y,       Vcot««4-y, 
oder 

und  entwickeln  ihn  nach  Potenzen  von  tg«,  80  kommt 

dz  —  («i+«2)tg«-K«4yi+a?«y«)tg»'+f(aiyi*+aJ,y,«)tg2Ö 

In  dem  genannten  Lehrbuch  ist  nun  bis  zu  diesem  Grade  eine 
analoge  Kelhe  entwickelt,  welche  wir  in  folgender  Form  benutzen 
werden 

&  =  57,"5234tg«-0,"066365tga» 

+0,:000  20986  ^g  «* -0, 000000  996  tg»^ 

Die  Coefficienten  der  yorhergehenden  Reihe  sind  demnach  als 
bekannt  anzusehen,  so  dass  wir  auf  das  nachstehende  Oleichungs- 
Bjstem  gekommen  sind: 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  der  Beihe  nach  die  Werte 

b  —  gyg c  —  by^  d — ey^ 

^^  ""  yi  —  y^"  yi(yi— y«)  ""  yi*(yi— yi) 
und  die  Verbindung  dieser  Relationen  liefert 

oyiy«  —  %i+ya)+<?  —  ^ 
*yiy«— <?(yi+y«)+^  =  o 
Demnach  stellen  sich  y^  und  y«  als  Wurzeln   einer  quadratischen 

Gleichung  ,     v     ,  r. 

y*— (yi+y2)y+yiya  "=  ^ 

dar,  deren  Coefficienten  sich  aus  den  beiden  vorhergehenden  Glei- 
chungen ergeben,  so  dass  man  hat 

y»(ft«  — «?)  — (Äc— ad)y+c*  ^bd  =  0 

Hierin  sind  einzuführen 

a«  57,5234,    6  «0,132  731,    c -=  0,000  559  66, 
d  =  0,000  003  1878 
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Die  Auflösung  dieser  Gleichung,  deren  Wurzeln  zugleich  auch 
Xj  und  X2  bestimmen,  führt  schliesslich  auf  folgenden  Refractions- 
ausdruck  für  eine  zweimalige  Brechung 

^   _  44,96 12,585 

"^ ""  ycöt^+ 0,001 328      Vcot««+0,  006  228 

Um  zu  sehen,  bis  zu  welchem  Grade  genau  diese  Formel  die 
Refractionen  wiedergiebt,  haben  wir  die  Refractionen  für  die  fol- 
genden Zenithdistanzen  berechnet,  und  geben  die  in  Klammem  dar- 
unter stehenden  Decimalen  den  Unterschied  zwischen  der  genauen 
mittleren  Refraction  und  der  berechneten  in  Bogensecunden: 


45» 

60« 

70» 

75»            80«            85» 

57,5" 

1'39,4* 

2'36,9" 

3'31,6"        6-15,6"        9'46,6" 

(0,2") 

(0,3") 

(0,4") 

(0,5")          (0,5")        (  -  0,1') 

860 

87» 

87»10' 

87»30'         88»           89«           90« 

l1'38,9" 

14'15,1" 

14'46,8 

15'55,8"    17'53,8"    22'23,6"        25' 

(0,0") 

(-0,5") 

(1,"0) 

(5")          (15")        (2'1")        (IC) 
£.  Oekinghans. 

6. 

Die  Befraotionsfläche  des  Meeresbodens. 

Betrachtet  man  Funkte,  Linien  oder  Flächen  durch  lichtbrechende 
Medien,  so  erscheinen  sie  im  allgemeinen  yerschoben.  Ein  inter- 
essanter Fall  ist  derjenige,  die  Gleichung  des  scheinbaren  Meeres- 
grundes aufzustellen  unter  der  Annahme,  dass  das  Meer  eine  Eugel- 
oberfläche  bedeckt. 

Wir  bezeichnen  mit  r  ihren  Radius,  mit  a  den  des  Meeresspie- 
gels, mit  h  die  Entfernung  des  Auges  vom  Mittelpunkt  der  Kugel. 
Durch  h  legen  wir  eine  Ebene  und  nehmen  in  dem  Meridianschnitt 
Tom  Radius  r  einen  beliebigen  Punkt  r{y)  in  Bezug  auf  h  als  Axe 
an,  lassen  von  ihm  einen  Lichtstrahl  ausgehen,  welcher  in  a(if;)  des 
zweiten  Meridianschnittes,  also  im  Meeresniveau  mit  dem  entspre- 
chenden Radius  a  den  Winkel  ff  bildet  und  dann  nach  erfolgter 
Brechung  unter  dem  Winkel  a  ins  Auge  gelangt. 

Nehmen  wir  endlich  noch  an,  dass  ein  zweiter,  dem  ersten  un- 
endlich naher  Lichtstrahl  von  r{y)  ausgeht  und  in's  Auge  tritt,  so 
werden  beide  divergirenden  StraWen  rückwärts  verlängert  sich  in 
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einem  Convergenzpankt  E{b)  schneiden,   welcher  der  Bildpankt  von 
rv/)  ist.    Kach  dem  Brechungsgcsetz  haben  wir  zunächst 

sin«  —  nBiuß 
nnd  femer 

i2sin(a— ip  +  O  —  «Bin« 

r8in(/5  — ^+y)  =  «sioP 

als  Gleichnngen  fOr  den  ersten  Strahl.     Die  Gleichungen  für  den 
zweiten  entwickeln  sich  ans  den  Differentialformeln 

COSada  '^ncosßdß 

ÄC08(«— v'+OC^«""^^)  ^  acosad« 
rC08(/J— *  +  y)(dlJ— dV;)  =  aCOS/fdlJ 

in  welchen  E  nnd  e  zunächst  als  Constante  zu  betrachten  sind. 

Die  Besultante  der  Elimination  von  da,  dß^  d^  ist 

n  1  an  o 

cos«""  cosjJ  ""  lZcos(c  — ij;-|-e)"~  rcos(jS— ^+y) 

oder  auch,  wenn  wir  die  rechte  Seite  vermittelst  der  ersteren  Glei- 
chungen transformiren 


Vi— sinut*      Vn«  — sin««       l/iZ«       .     ,      1 /»'♦'»       .     , 

Hierin  ist  filr  a  eine  andere  Variabele,  welche  zur  Polargleichung 
der  Befiractionscurye  des  Meeresgrundsmeridians  hinleitet  Hierfdr 
stehen  zwei  Wege  offen. 


Aus  der  2.  und  3.  unserer  Gleichungen  folgt 


a 


sin{«+€)cosv  — cos(«+e)sin^  =  „sin« 
und 

8in(/5+y)cosvr  — cos(/5-j-y)sinV'  —  -  sin/J 
woraus 

C08^sin(a+«  — jj  — y)  «—  ^sinacosCjS+y) — sin/5cos(«+«) 

8in^sin(a+e  — /?  — y)  =  ^8in«8in(/S+y)— ^Bin/?sin(«+0 
folgt 

Bezeichnen  wir  «+«  — /?— y  mit  IT  und  eliminiren  v^,  so  folgt 
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sinw*  =^2  8in«'+  -jSin/J*— p-sinasin/?.  cosu 


und  da 

.    «      Bin« 
'^  n 

auch 

.     ,                      sin  C7» 
«^«"-?— ^5 2^? ", 

Führen  T^ir  diesen  Wert  für  sina*  in  die  obige  Refractions- 
formel  ein,  so  werden  2  Wnrzelausdrücke  rational  and  es  bedarf  nur 
noch  einer  Eelation  von  ü  als  Function  von  R  and  c,  am  die  ge- 
suchte Gleichung  zu  erhalten. 

Wir  benutzen  hierzu  die  Formel 

Asin(a — 1/;)  —  asino 
aus  welcher 

-  =  cos^-— sinv.cota 

folgt.    Da  wir  Torhin  schon  cos^  und  sin^  entwickelt  haben,  so  er 
halten  wir  nach  Einsetzung  ihrer  Werte  in  die  letzte  Formel 

Bin(«-j?+c-y) _  sine  (a-ß-y) 

Ä  nr     *  R 

oder 

.    „/l      C08f\   ,         »rSine       sine 

und  man  hat  cos  17  aus  der  Gleichung 

„,/l        2co8e  ,   1\       28ine«       „  ,  sine« 

zu  berechnen  und  in  die  betreffende  Gleichung  einzusetzen. 

Da  aber  diese  Polargleichung  für  R(i)  etwas  complicirt  ist, 
wollen  wir  statt  ihrer  die  einfachere  für  g(q>)  einführen,  in  welcher 
Q  den  Badiusvector  vom  Auge  zum  Conyergenzpunkt  R(s) ,  und  q^ 
seinen  Winkel  mit  A,  d.  i.  mit  der  Normalen  Yom  Auge  zum  Meere 
bedeutet.    Dann  ist 

Asin^  —  asin«,    äcob(«— *+e)  —  heomp  —  Q 
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rcostf  — *  +  y)  ^yr^—a^  «inj?*  =:  j/r«  —  ^sina« 

flnd  die  Belation 


cos«      C08/5       i2co8(«  — ^+e)       rcOB(jS— ^+y) 

geht  über  in  die  folgende  einfache  Polargleichang  der  Bildcarve 
eines  grdssten  Kreises  des  Meeresgrundes,  dessen  Ebene  dorch's 
Auge  geht: 


^  ^  I  ^ 

Va«  — Ä«sing)«      VaK^^  Ä«sin  9»      Vn«r«- Aising)« 

Diese  Cnnre  und  demnach  auch  die  entsprechende  Botations- 
flftche  als  Bildfläche  des  Meeresbodens  liegen  symmetrisch  gegen  die 
Axe  A,  deren  Pol  im  Ange  ruht  Ihr  verftnderlidier  Parameter  ist 
hj  welcher  Yon  dem  jeweiligen  Orte  des  Auges  abhängig  ist. 

Die  Form  der  Curve  oder  Fläche  ist  in  Bezug  auf  massige  Höhen 
das  betrachtende  Auge  im  allgemeinen  concav.  Der  Meeresboden 
scheint  gehoben  und  napff5rmig  sich  nach  oben  auszubreiten. 

Setzen  wir  nämlich  9  »  0,  so  erhält  man  den  scheinbaren  Ort 
des  dem  Auge  nächsten  Punktes  aus 

Ä— ^       a       na'nr 
wobei  wir  tir  >*  a  voraussetzen,  welches  der  Fall  der  Natur  ist. 

Es  sei  die  Tiefe  des  Meeres  gleich  0  und  x  die  Höhe  des  Bild- 
punktes  beim  senkrechten  Sehen,  dann  ist 

X       n — 1 
e  "■      .e 

'  r 

oder  die  scheinbare  Tiefe  y^e—x  des  Meeresbodens  unter  dem 
Meeresspiegel 

1+- 
n+- 
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Dieselbe  hängt  also  ausser  von  n  von  der  Meerestiefe  e  und 
ihrem  Kugelradius  r  ab.  Je  grösser  e  und  r  ist,  um  so  grösser  wird 
auch  X. 

Ist  dagegen  -  =  0,  d.  h.  die  Oberfläche  und  der  Grund  des 
Meeres  eine  Ebene,  so  ist  die  Tiefe 

Blickt  das  Auge  zum  Meereshorizont,  wofür  die  Bedingung 

a  -»  hsingf 
gilt,  so  ist 

Q  —  ÄCOS^ 

Demnach  scheint  der  Meeresboden,  den  wir  als  kugelförmig  an- 
nehmen, sich  bis  zum  Horizont  zu  erheben,  wobei  aber  die  Bedin- 
gung r  >  -  erfüllt  sein  muss. 

Ein  lebendes  Wesen,  welches  sich  aus  dem  Grunde  des  als  voll- 
ständig durchsichtig  vorausgesetzten  Meeres  in  Wirklichkeit  immer 
weiter  vom  Auge  des  Betrachtenden  entfernt,  scheint  in  Folge  der 
Refraction  einen  ganz  andern  Weg  zu  nehmen,  indem  es  sich  in  auf- 
steigender Curve  scheinbar  dem  Meeresniveau  nähert  und  schliess- 
lich im  Horizont  verschwindet  Die  Sehrichtung  in  diesem  Ver- 
schwindungspunkt  ist  zugleich  auch  eine  Tangente  der  scheinbaren 
Bahn,  wie  sich  leicht  aus  dem  Differentialquotienten  der  Gleichung 
ermitteln  lässt. 

Ist  r  im  Verhältniss  zu  a  klein,  die  Meerestiefe  also  gross,  so 
erscheint  für  grössere  Höhen  h  die  Refractionscurve  des  Meridians 
dem  Auge  convex.  Für  bestimmte  Verhältnisse  kann  es  demnach 
möglich  sein,  dass  die  Curve  nur  schwach  gekrümmt  erschein^  wel- 
ches dann  eintritt,  wenn  die  concave  Krümmung  in  convexe  über- 
geht. So  kann  es  vorkommen,  dass  die  Gerade  zwischen  dem  Ter- 
schwindungspunkt  und  dem  dem  Auge  nächsten  Bildpunkt  senkrecht 
zur  normalen  Sehrichtung  steht. 

Setzen  wir  also  jetzt 

nr  »  hsing>^    hcosq)  —  Q 

n  — 1 


QCOSfp  —  Ä— r  — c 


'   r 


SO  folgt  als  Bedingung  aus  diesen  Formeln 
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wobei    h'^  a  sein  muss. 

Ist  z.  B.   n  —  I,     r«  3,    a  —  4,    so  ist    ä  —  6. 

Diese  specielle  Curve  würde  also  der  obigen  Bedingung  genügen. 
Ibre  Zweige  tangiren  den  grösseren  Kreis  in  Punkten,  deren  Yer- 
bindnngsgerade  dnrcb  den  obem  Bildpunkt  geht    Dagegen  ist 

Ä  =  —  (nr-^-a  —  r) 

zu  setzen,  wenn  für  a  »  Asing)  die  Curve  das  Niveau  erreicht 

um  die  Wendepunkte  der  allgemeinen  Curve  zu  bestimmen, 
wäre  der  zweite  Differentialquotient  y"  derselben  gleich  null  zu 
setzen,  wofür  in  Polarcoordinaten  auch  die  Relation 

gültig  ist  Doch  hat  die  Durchführung  dieser  Rechnung  nur  neben- 
sächliches Interesse,  weshalb  wir  darauf  verzichten. 

£.  Oekinghaus. 


7. 
üeber  die  Bewegrung  eines  Luftballons  in  mldger  Luft. 

Das  Volumen  des  Luftballons  sei  F,  das  Gewicht  eines  Liters 
Luft  in  der  Höhe  as  beim  Barometerstande  h  und  der  Temperatur  % 
sei  »p,  das  Gewicht  eines  Liters  Gas  =«,  das  angehängte  Ge- 
wicht —  P. 

Der  Auftrieb  des  Baiions  ist  also  V'p^  das  Gewicht  des  einge- 
schlossenen Gases  F«,  demnach  die  nach  oben  wirkende  Kraft  in  der 

Höhe  X  gleich 

Fp— F«-P 

F*-|-P 
Diese  wirkt  auf  die  Masse  — - —  ein,  und  die  Beschleunigung  g 

der  Bewegung  ist  folglich,  wenn  wir  noch  V»-\-P^  Q  setzen 

Yp—Q, 
-g-      ü      9 
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Indem  wir  nun  die  Formel  vdv  «»  qdx  benntsen,  erhalten  wir 

vdv  — g —  gdx 

Gemäss  der  barometrischen  Höhenformei    in  ihrer  einfachsten 
Gestalt 

X 

Po       h 
oder 

X  —  illog^ 

geht  die  Differentialformel  über  in 

m 

vdv  =  ^y-^PQe         —IJgdx 

worin  pq  nnd  öq  sich  auf  die  Erdoberfläche  beziehen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Bewegung  in  der  Höhe  ^znr  Ruhe 
kommt,  wo  also  T^^  —  Q  ist,  so  hat  man 

X 

vdv  »^ — M«  ^Ijgdx 

und  integrirt 

Da  nun  ttlr  v  =  0,  a;  -» IT  wird,  so  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Ballons  in  der  Höhe  x  durch 

»       _H 

gegeben.    Darin  ist  &i  der  Barometerstand  fOr  H. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  für  0;  =0  wäre  also  vermittekt 

bestimmt. 

Führen  wir  noch  für  ^  die  Geschwindigkeitshöhe  für  den  fireien 

A        bt 

Fall  ein,  setzen  also  c^  »  2ghj  so  ist  einfacher  wegen  0        =  ^ 

2- b^-^-^^f^b. 
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Der  Coefficient  A  bedeutet  eine  gewisse  Höhe,  bei  welcher  das 
VerhÄltniss  der  Barometerstände  ~  —  «  ist.     Für  &,  —  oy^o     wird 

Ä  ungefähr  gleich  8000  m.  Dabei  haben  wir  keine  Rücksicht  ge- 
nommen auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere,  der  Temperatur  und 
der  Breite,  um  die  Formeln  nicht  zu  complicirt  zu  machen.     Doch 

genügt  die  Formel  x  »  8000  log  ^  für  die  Breite  von  4b^  und  die 
mittlere  Temperatur  ==  0. 

Um  die  Zeit  des  Steigens  zu  finden,  gehen  wir  aus  von 

X 


-'i('  ^-.)+j 


2gA 


woraus 


i' 


Die  Integration  ist  nicht  ausführbar.    Für  massige  Höhen  kön- 

X 

nen  wir  indes  e         in  eine  Reihe  entwickeln,  so  dass  man  hat 


d% 


^     V  '~b^\A       2A*^  6i4»       24^*-  '  J^  A^  A 
Um  nicht  auf  elliptische  Integrale  zu  kommen,  lassen  wir  die 
dritten  und  höheren  Potenzen   fort  und  erhalten,  wenn  x  eine  be- 
stimmte Grenze  nicht  überschreitet,  das  Näherungsintegral 

X 


Nach  Bestimmung  der  Constanten  haben  wir 
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oder  nach  Einsetzen  von 


Tz= 


für  den  Grenzfall  *  —  -ff,  5  =  6^. 

Die  Zeit  des  Steigens  bis  znm  höchsten  Ponkt 

darin  bedeuten  ^^o  ^^^  h  beziehungsweise  die  Barometerstände  am 
antern  und  am  obem  Punkte,  g  die  Acceleration  der  Schwere  and 
ul  =  8000  m. 

Entwickelt  man  für  t^  — *  1+a;  den  Iog(l-|-^)  ^^  eine  Reihe,  so 
wird 


-i+J/^+i-? 


welche  Formel   man  für  kleine  Werte  von  x  noch  weiter  verein- 
fachen kann. 

Beispiel.    Ist  %  —  760mm,  b^  =690 mm,   also  jff »  761m,  so 
ist  T  ca.  73  Secunden. 

Gr&frath,  den  21.  September  1888. 

E.  Oekinghaus. 
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Za  beziehen  durch  Yietor  Dletz  in  Altenbnrg. 

Kepleri  opera  omnia.    s^rms-n 

in  8  braune  Galicobände  geb.  (124  M.)  ermlMifter  Preis  82  M, 


^.Naturwissenschaftliche  Wochenschrift'^ 

Keüktioa:  Dr.  H.  Potonl^  —  Yerlag:  Hermann  Rlemann,  Berlin  SW. 
Die  9,NatHrwi8senBChaftIiehe  Wochenschrift**,  bringt  allgemoin- 
interessanto  Aafsfttze  und  orientirt  über  die  Fortschritte  ans  dem 
Gesamtgebiet  der  NaturwisBenschaft  und  ihrer  praktischen  Anwen- 
dung. Auch  dem  sich  für  Naturwissenschaft  interessirenden  Laien 
ist  die  „NatnrwlBsettsehaftUehe  Woehensehrift**  durch  allgemein- 
verständliche Sprache  ein  werthYolles  Organ. 
Preis  Tlerteljfthrlieh  8  Mk.    —  Man  abonnlrt  bei  allen  Postftmtem 

und  allen  Bnehhandlungen« 
Mitarbeiter  nnter  vielen  anderen:  Prof.  Albreeht,  Universitäts-Pro  f. 
Aickenon,  Real-Gymnasialdir.  Bach^  Kgl.  Landesgeol.,  Prof.  Behrendt, 
Vereid.  Chemiker  d.  Kgl.  Gerichte  u.  d.  Polizei-Prftsidiums  zu  Berlin 
Dr.  BUchcffy  Oberbergrath  Prof.  Dr.  Credner,  Dr.  Dreher,  Geh.  Re- 
gieniDgsrath  Prof.  Dr.  GaUe,  Prof.  Frank,  DDr.  Arthur  n.  Aurel 
Krauee,  Dr.  Löw^  Prof.  Nehring^  Kreisphys.  Dr.  SchmiU, 
Prof.  Taeehenberg  u.  S.  W. 


nOLYTECHNlKÜM. 

Volkswii-thschaftliche  Wochenschrift 

für  die  deutschen  Techniicer 

in  Staatsdienst  und  Gewerbe  des  In-  und  Auslandes. 

Herausgegeben 

nnter  Mitwirkang  Ton  namhaften  Fachgelehrten 

Ton 

Professor  sa  dsr  TseltnisekeB  Hoehsehole  n  HaanoTsr. 

Vierteljährlich  2^  Mark* 

Jtdtn    Mittwoch   erscheint   eine    Nummer, 

p^  ProbeBmnmem  grmUtu  ""Wi 

Za   bezieben  durch   jede  Buchhandlang,   die    Post   (No.  4654a    des  13. 

Nachtrags  der  Post-Zeitungsliste)  oder  direkt  von  der  Verlagsfirma. 

Jede  Nummer  enth&lt  einen 

Stellennaohwels  für  Teohnlker, 

in  welchem  Anmeldungen  offener  Stellen  kostenfreie  Aufnahme  finden. 

Stellcilgetuche  werden  EU  ermissigtem  Satse  im  Inseratenteile  aufgenommen 

gj^  TorztlgrUehes  Insertionsorgran.  ^WiH 

Preis  fflr  die  dreigespaltene  Petitzeile  80  Pfennig. 

Helwingsehe  Terlagshuehhandliuig  In  HaimoYer. 


Digitized  by 


Google 


Zur 

Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 

auch  mit  Flgarentafeln,  halten  wir  den  Herren  Autoren  and  Verlegern 
unsere  für  mathematischen  nnd  Formolsatz  speziell  eingerichtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  correcter,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 


Greißwald. 


F.  W.  Kunike, 

Buch-  und  Steindruckerei. 


INHALT. 

S«tU 
XVIH.  Die  Lcinniskate.     Von  Kinil  Ockinghaus 337 

XIX.  lieber  eine  besondere  Art  von  Köihen.     Von  Frani  Regel     37 S 
XX.  Die  Bestimmung  der  Anzahl  Frimsahlcn,  welche  nicht  grOsser 

als  eine  gegebene  Zahl  sind.    Von  FransBogcl 381 

XXI.  Neues  über  Vier-  und  Vielecke.     Von  B.  Sporer     .    .   .    .    389 
XXII.  Sechs  Beweise  fdr  den  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

betreffenden  Additionssatz.     Von  Ulrich  Bigler 401 

XXIII.  MisccUcn. 

1.  Ucber  Vierecke  am  Kreise.    Von  Dr.  Beysaell      .    .    426 

2.  Geometrischer  Beweis   eines  Satzes   der  Fl&chentheorie. 
Vdu  E.  Czubcr 432 

3.  £iu    geometrischer    Ort.     (Schüleraufgabe).      Von     K. 
Zclbr 434 

4.  Uebcr  eine  Differentialgleichung.     Von  W.  Laska     .    436 

5.  Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbrechung.   Von 

E.  Oekinghaus 437 

6.  Zur    Befractionsfl&che    des    Meeresbodens.       Von    E. 
Oekinghaus 440 

7 .  Ucber  die  Bewegung  eines  Luftballons  in  ruhiger  LufL 
Von  E.  Oekinghaus 445 


GrtifswaU,  fitdrneki  b«i  l>.  W.  kvftik  e. 


Digitized  by 


Google 


Linwangdker  Bmrkht  XXV, 


Litterarischer  Bericht 

XXV. 


Lehrbücher. 

Anf&ngsgrflnde  der  Zahlen-  and  RanragrOssen-Lehre.  Im  Auf- 
trage der  Königlich  Prenssischen  General-Inspektionen  der  Artillerie 
znm  Gebrauche  als  Leitfaden  bei  dem  mathematischen  Unterricht  in 
den  Regiments-Schnlen  der  Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim 
Selbstunterrichte  bearbeitet  von  R.  Foth,  Feuerwerks-Hauptmann. 
Mit  135  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Dritte  Auflage. 
Hannover  1888.    Carl  Meyer.     284  S. 

Das  Buch  ist  mit  ungemeinem  Fleiss  und  Geschick  für  den  klar 
erfasaten  and  stets  im  Auge  behaltenen  besondem  Zweck,  für  den 
es  bestimmt  ist,  bearbeitet  Die  far  wissenschaftliches  Stadium  er- 
forderliche Ezactheit  und  Gründlichkeit  ist  nicht  zum  Ziele  ge- 
nommen, demgemftss  wird  die  Grundlegung  der  Begriffe  grossenteils 
durch  populäre  Erlftuterang  vertreten.  In  Hinsicht  aaf  den  aas- 
schliesslich  praktischen  Zweck  der  angestrebten  mathematischen  Aus- 
bildung aber  ist  es  sehr  anzuerkennen,  dass  der  Verfasser,  wie  es 
auch  im  Vorwort  ausgesprochen  ist,  den  grossen  Gewinn,  den  die 
Schaler  aus  der  Theorie  für  leichtere  Aneignung  der  Lehren  ziehen 
können,  richtig  gewürdigt,  sich  nicht  mit  Aufstellung  von  Bogein 
begnügt,  sondern  das  Selbstdenken  in  umsichtigster  Weise  erweckt 
und  ein  eingehendes  Verständniss  eines  grossen  Umfangs  von  Be- 
griffen zugänglich  gemacht  hat.  Die  Lehrweise  ist,  namentlich  im 
Anfang,  auf  ein  sehr  geringes  Fassungsvermögen  eingerichtet,  doch, 
wenigstens  soweit  Erklärung  oder  Herleitung  durch  die  Sache  ge- 
fordert war,  derart,  dass  die  grössere  Ausführlichkeit  stets  instructiv 
auch  für  die  fähigeren  Schüler  bleibt    Dies  möchte  wol  nicht  mehr 

▲rdi.  d.  Math.  n.  Phjs.    2.  Keihe,  T«U  VIL  | 
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gelten  von  den  Einichaltongen  zwischen  LehrsAts  nnd  Bewde,  welche 
zur  AnfBndnng  der  Bewelze  Anleitong  geben  sollen.  Diese  Anlei- 
tungen sind  weniger  einfach  nnd  schwerer  zu  verstehen  als  der  Be- 
weis selbst  nnd  werden  selten  gerade  den  Weg  reprftsentiren ,  auf 
dem  ein  Schttler  den  Beweis  findet  Statt  ihm  Vertrauen  zn  eigner 
Fähigkeit  einznflössen,  machen  sie  ihn  vorher  unselbständig,  indem 
sie  ihn  am  Oängelbande  flAhren.  Höchstens  durften  in  manchen 
Fällen  kurze  Winke  gegeben  werden.  Dass  der  Verfasser  es  mit 
Angaben  zur  Bestimmung  von  Omndbegriffen  nicht  genau  nimmt, 
wttrde  kaum  der  Rflge  wert  erscheinen.  Findet  sich  aber  zu  diesem 
Zwecke  ein  Satz  aufgestellt,  der  in  jeder  Beziehung  unrichtig  ist,  so 
kann  man  woli  auch  wo  der  Fehler  keine  pädagogische  Wirkung 
haben  sollte,  Abänderung  verlangen.  Auf  S.  4.  steht  der  dreifach 
unrichtige  Satz:  „Ist  man  berechtigt,  eine  Orösse  fdr  eine  andre  zu 
setzen,  so  sagt  man,  die  beiden  Grössen  seien  einander  g1eich^^  1) 
ist  die  Bedingung  unzureichend  aufgestellt  Innerhalb  seines  Eigen- 
tums ist  doch  wol  Jeder  berechtigt  Ungleiches  für  einander  zu  setzen, 
und  wenn  jemand  für  2  Mark,  die  er  zn  zahlen  hat,  20  Mark 
setzen  will,  so  wird  man  ihm  die  Berechtigung  wol  meistens  nicht 
absprechen.  2)  Ergänzt  man  die  verschwiegene  Bedingung,  dass 
nämlich  das  Ergebniss,  sei  es  Orösse  oder  Gleichung,  bei  der  Sub- 
stitution bestehen  bleibt,  so  ist  der  Begriff  der  Gleichheit  voraus- 
gesetzt, nnd  auf  Umwege  nur  derselbe  Begriff  dadurch  bestimmt* 
3)  Auch  alsdann  ist  der  Satz  eine  falsche  Umkehrung  eines  richtigen 
Satzes:  Gleiches  kann  man  für  einander  setzen,  das  Ergebniss  bleibt 
bestehen;  aber  bekanntlich  ist  dies  auch  oft  bei  Substitution  von 
Ungleidien  der  Fall,  z.  B.  in  algebraischen  Identitäten.  Also  nur 
der  nrsprftngliche  Satz,  nicht  seine  Umkehrung  war  hier  anszu- 
sprechen;  dieser  sagt  ebensowenig,  was  gleich  heisst,  aber  daftlr, 
wozu  die  Erkenntniss  der  Gleichheit  nfltz  ist,  und  damit  wird  das 
Wesen  des  Begriffs  deutlich.  —  Die  Herleitung  der  Sätze  der  Arith- 
metik geschieht  im  Anfang  an  speciellen  Zahlen;  wie  bekannt,  tritt 
die  Bttndigkeit  dabei,  solange  es  sich  um  einfache  Dinge  handelt, 
mindestens  ebensogut  ins  Bewusstsein.  Weiteriiin  werden  die  Bnch- 
staben  zum  Ausdruck  und  zur  Deduction  gebraucht  Dio  Operatio- 
nen werden  zuerst  an  positiven  ganzen  Zahlen  gelehrt,  dann  werden 
Brflche  und  benannte  Zahlen  eingeführt,  negative  Grössen  nur  bei 
der  Subtraction  erwähnt,  von  da  an  von  aller  Betrachtung  ausge- 
schlossen; selbst  die  zur  Uebuug  gegebenen  Gleichungen  sind  so  ge- 
wählt, dass  ihre  Lösungen  positiv  ausfallen.  Ausser  den  4  Species 
sind  noch  behandelt  die  Proportionen  nebst  den  darauf  beruhenden 
bürgerlichen  Rechnungsarten ,  die  Potenzen,  Wurzeln  nnd  das  Wnr- 
zelansziehen,  die  einfiichsten  Bestimmungsgleichnngen.  Die  Uebnngs- 
anfgaben  sind  sämtlich  für  militärische  Zwecke  eingerichtet    Der 
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2.  TeO  des  Boches  entUlt  die  Elemente  der  Plaaiaiatrie  ▼ollBtindig 
(ohne  Trigonometrie).  Ans  der  Stereometrie  sind  die  wichtigsten 
KOrperformen  nebst  Inhaltsberechnnng  behandelt  Der  Anhang  be- 
trifft die  Landesyermessong  mittelst  Kette  nnd  Stäben.  H» 


Leitfaden  der  elementaren  Mathematik  tob  Adolf  Sieken- 
berger,  Professor  am  k.  Lnitpoldsgymnasinm  in  Manchen.  Enter 
Teil.  Algebra.  Zweiter  T^  Planimetrie.  Dritter  TeiL  Stereo- 
metrie. —  Trigonometrie.    75  +  88  -f-  76  S. 

Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebnngsbeispielen  von  Adolf 
Sickenberger,  Professor  am  k.  Lnitpoldsgymnasinm  in  Manchen. 
Vierte  Auflage.    192  8. 

Manchen  1888.    Theodor  Ackermann. 

Von  letzterem  Bache  ist  die  erste  und  zweite  Auflage  besprochen 
im  228.  nnd  247.  litt  Berichte  Seite  33  und  24.  Die  dritte  war  mit 
einer  völligen  Umarbeitnng  verbanden,  der  Lehrtext  ist  erheblich 
vereinfacht,  der  Uebangsstoff  beträchtlich  erweitert  worden.  Die 
4.  Anflage  ist  der  dritten  soviel  als  möglich  gleich  erhalten. 

Das  erstere  Bach  soll  nicht  zar  Unterweisung  dienen,  sondern 
nach  empfangenem  Unterrichte  das  Erlernte  in  bester  Ordnung  vor- 
führen. Za  diesem  Zwecke  ist  die  Darlegung  so  kurz  geüasst  als 
möglich.  Sie  spart  also  alle  Erl&uterung  dessen,  was  bereits  ver- 
standen sein  mass,  und  alle  Ausfahrang,  zu  welcher  die  Fähigkeit 
vorausgesetzt  werden  kann,  enthält  dagegen  vollständig  alle  Elemente 
des  Lehrgangs,  Definitionen,  Sätze  nebst  Andeutung  des  Beweisver- 
fahrens,  Aufgaben  nebst  hinreichender  Angabe  des  Weges  der  Lö- 
sung, sämtlich  in  höchst  abersichtlicher  Form.  Die  An&tellungen 
sind  derart,  dass  sie  sich  einem  logisch  correcten  Unterrichte  an- 
schliessen  können,  mit  Ausnahme  einer  Stelle  in  der  Algebra  nebst 
ihrer  noch  einmal  auftretenden  Consequenz,  welche  sich  der  Ver- 
breitung von  Irrtum  schuldig  macht.     Zuerst  ist  es  falsch  (&  12.)9 

wenn  man  sagt,  ^  sei  unendlich  gross.     Deutet  jemand  symbolisch 

durch  ^  einen  Bruch  an,  dessen  Nenner  stetig  verschwindet,  so  setzt 

er  die  Infinitesimalrechnung  als  bekannt  und  geläufig  voraus.  In 
diesem  Buche  aber,  wo  weder  vom  Begriffe  des  Unendlichen  noch 
von  symbolischen  Ausdrucken  etwas  vorkommt,  ist  das  Aufgestellte 
geradezu  Unsinn.  Dieser  Unsinn  wird  noch  ärger  auf  S.  21,  wo  ans 
der  Gleichung  Oäs  =  a  der  Verfasser  schliesst  %  =  od.  Offenbar  ist 
die  Gleichung  gltichbedeutend  mit  0  =  a,  sagt  also  aber  x  nichts 
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EQg.  Wetterhio  wtrd  richt%  bemerkt,  (k  —  Ö  sei  eine  analytische 
61eichaog(  aber  Oa;  »  a  ^  0  ist  auch  eine  solche,  nor  ist  sie  falsch. 

Die  Algebra  (d.  i.  BnchBtabenrechnang)  teilt  sich  zuerst  in  die  4 
Species  (erste  and  zweite  Rechenstufe)  und  die  Potenzenrechnnng 
(dritte).  Die  erstere  Abteilung  umfasst  auch  die  linearen  Glei- 
chungen und  die  Proponionen ,  die  letztere  die  quadratischen  Glei- 
chungen, die  Logarithmen,  die  Seihen  und  die  Gombinatorik..  Bei 
den  Logarithmisn  hätte  die  Formel  nicht  fehlen  dürfen:  logdc  (fftr 

Grundzahl  a)  —  .— ^-  (fflr  beliebige  Grundzahl).     D3nn  nur  durch 

diese  wird  es  verständlich,  warum  das  brigg'sche  System  für  jede 
Grundzahl  ausreicht,  was  im  Buche  gar  nicht  erklärt  ist  und  doch 
ein  wesentliches  Element  der  Lehre  bildet.  Im  2.  Teil,  Geometrie, 
wird  nach  einander  behandelt:  der  Winkel,  das  Dreieck,  das  Vier- 
und  Vieleck,  der  Kreis,  Flächeninhalt,  Proportionalität  und  Aehn- 
lichkeit,  Kreismessung  —  im  dritten :  offene  Gebilde  (Lage  der  Ebe- 
nen und  Geraden  im  Baume),  geschlossene  Gebilde  (Körper),  Tri- 
gonometrie (ebene  und  sphärische).  H. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik.  Bearbeitet 
von  Prof  Dr.  H.  Suhle,  Direktor  des  Herzogl.  Friedrichs-Real- 
gymnasiums zu  Dessau.  Erstes  Heft.  Zweites  Heft.  Zweite  Auf- 
lage.   Cöthen  1888.    Paul  Schettler.    100  +  147  S. 

Das  erste  Heft  erstreckt  sich  auf  die  4  Species,  an  welche  sich 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  1.  Grades  und  von  den  Proportionen 
anschliesst.  Der  zweite  der  3  Anhänge  behandelt,  mit  Ueberschrei- 
tung  dieser  Grenzen,  die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Kubik¥nir- 
zeln.  Dieses  Heft  ist  in  1.  Auflage  bereits  im  244.  litterarischen 
Berichte,  S.  44  besprochen.  In  2.  Auflage  ist  auf  das  Bemerkte 
keine  RQcksicht  genommen,  und  obgleich  der  Verfasser  im  Vorwort 
auf  2  empfangene  Recensionen ,  insbesondere  auf  eine  darin  ent- 
haltene Missbilligung,  die  wir  sowenig  wie  er  als  gerechtfertigt  an- 
erkennen, antwortet,  doch  der  oben  citirte  Bericht  ganz  verschwie- 
gen, der  darin  gerflgte  elementare  Schnitzer  unverändert  beibehalten 
worden.  Eine  einfache  Hinweisung  hat  also  nicht  genügt,  es  muss 
noch  einmal  und  schärfer  gesagt  werden.  Jeder  denkende  Anfänger 
weiss,  dass  der  Ausdruck  a-f-d  nicht  2  Zahlen,  a  und  &,  sondern 
nur  eine  Zahl  bezeichnet.  3  Stellen  im  Buche  entsprechen  ent- 
schieden der  falschen  Auffassung ,  alle  übrigen  lassen  beide  Auffias- 
sungen  zu.  1)  Auf  Seite  4  steht:  „Zusatz.  Die  Addition  ungleich- 
namiger Zahlenansdrflcke  kann  nur  ausgeftthrt  werden,  indem  man 
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cKeselbeii  durch  das  Additionszeichen  verbiudet^^  Die  Aasffthraiig 
einer  Rechnung  kann  offenbar  nur  die  Form,  nicht  Sinn  und  Wert 
eines  Ansdmcks  ftndem.  Hiernach  würde  also  a-^-b  nichts  anderes 
als  a  und  5,  wie  es  vor  der  Ansffthrung  vorlag,  bedenten.  Es  masste 
heissen:  ,,—  kann  nicht  ansgeftlhrt  werden^^  —  sofern  die  OrOsse 
a-^-b  nicht  anders  aasgedrOdct  werden  kann.  2)  In  grOssenn  Um- 
fange spricht  sich  schon  auf  Seite  1  der  Mangel  an  klarer  Anffas- 
snng  ans  in  dem  Satze:  „Ans  gegebenen  Zahlen  nene  Zahlen  finden, 
welche  zn  den  gegebenen  in  bestimmt  Torgeschriebener  Beziehung 
stehen,  heisst  Bechnen/^  Der  Rechner  findet  nie  eine  nene  Zahl, 
sondern  eine  Zahl  ist  ihm  expUcite  oder  implieite  gegeben,  immer 
aber  voraus  bestimmt,  ehe  seine  Tätigkeit  beginnt;  an  dieser  Zahl 
darf  er  nichts  ändern  als  die  Ausdrucksform.  Man  gehe  alle  F&lle 
der  Anwendung  des  Wortes  Rechnen  durch,  nie  wird  die  damit  be- 
zeichnete Tätigkeit  in  Bildung  neuer  Zahlen,  also  in  Wertverändc- 
mng  von  Zahlen  bestehen,  vielmehr  ist  letztere  stets  ein  willkOr- 
licher  durch  äussere  Umstände  auferlegter  Act,  welcher  dem  Rechnen 
vorhergeht  Addire  25  a  zu  14  a  oder  in  mathematischen  Zeichen 
14a4-25a,  sagt  der  Lehrer  oder  das  Anfgabenbuch;  letzteres  nennt 
man  den  Ansatz  der  Aufgabe,  die  Ausflbung  des  Rechnens  besteht 
allein  darii),  die  willkürlich  gegebene  Zahl  140+260  ohne  Wert- 
änderung in  der  beabsichtigten  Form  39  a  darzustellen.  In  der 
Rechenschule,  wo  die  dekadische  Form  stets  die  beabsichtigte  ist, 
können  jene  falschen  Begriffe  nicht  wol  aufkommen;  in  der  Algebra 
hingegen,  wo  die  Definitionen  der  „Rechnungsoperationen'^  dem  Miss- 
verständniss  nicht  wehren  können ,  sofern  es  sich  darin  um  Forde- 
rung und  Ausfahrung  gar  nicht  handelt,  ist  es  wesentlich  im  Be- 
wusstsein  zu  erhalten,  dass  alles  Rechnen  ein  zu  einem  Ziele  führen- 
des Transformiren  ist  und  mit  dem  Willkflracte  der  BUdung  neuer 
Zahlen  nicht  verwechselt  werden  darf.  3)  Auf  Seite  2  steht  — 
„Wenn  das  Resultat  einer  Rechnung  (eine  Summe,  Differenz  u.8^w.) 
selbst  wieder  als  Zahl  gelten  soll  etc.'^  —  Hiemach  soll  a-f-5  nur 
dann  als  eine  Zahl  gelten,   wenn  es  in  Klammem  geschlossen  ist. 

Auch  die  unrichtige  Formel  q  "^  ^  ist  in  der  neuen  Auflage  bei- 
behalten. Was  zur  Erklärung  vorausgeht,  ist  zum  Yerständniss  nicht 
hinreichend  und  würde,  wenn  man  es  vervollständigte,  doch  die 
falsche  Formel  nicht  richtig  machen.  Wann  und  mit  welchem  Rechte 
man  für  die  Variable  ihren  Grenzwert,  für  die  Unendlichkleine  die 
Null  setzen  kann,  ist  gar  nicht  erörtert,  in  dem  hier  vorliegenden 
Uostetigkeitspunkte  ist  es  bekanntlich  nicht  gestattet. 

Das  2.  Heft  behandelt  zuerst  die  dritte  Rechenstufe  (Potenzen, 
Wurzeln,  Logarithmen).    Hieran  schliessen  sich  dann  die  Gleichungen 


Digitized  by 


Google 


6  UUerariaeker  Beridä  XXV. 

2.  Orades  and  Exponentialgleichongen,  die  Progressionen,  die  Ck>mbi- 
natlondehre,  Wahrscheinlichkeitsrechnnng,  der  binomische  Lehrsatz, 
die  Kettenbrflche ,  die  nnbestimmten  Oleichnngen.  O^gen  eine  De- 
finition der  Potenz,  welche  als  zweite  der  ersten,  anf  ganze  positive 
Exponenten  beschrftnbten ,  detaillirten  Erklftmng  beigeftkgt  wird,  ist 
Ton  andrer  Seite  Einwand  erhoben;  der  Yerfssser  erklärt,  ohne  den 
Einwand  zn  nennen  und  zn  widerlegen,  anf  die  angefochtene  Defini- 
tion nicht  verzichten  zn  wollen.  Schon  im  1.  Hefte  war  der  Er- 
klftmng  des  Prodncts  als  zweite  die  folgende  beigegeben:  yJ>9A 
Prodnct  ah  entsteht  ans  dem  Maltiplicandns  a  ebenso,  wie  der  Hnlti- 
plicator  h  durch  Addition  ans  der  Einheit*^  Dies  ist  ein  Hinweis 
anf  eine  Analogie,  den  der  Verfasser  nnr  nicht  hatte  Erkl&mng 
nennen  sollen,  der  aber  mit  Hfllfe  der  vorausgehenden  detaillirten 
Erklärung  verstanden  werden  konnte.  In  der  Potenzlehre  kehrt 
dasselbe  Verfahren  wieder,  aber  mit  weitgehenden  unbegrOndeten 
Ansprachen.  Erklärung  wird  hier  folgender  Satz  genannt:  „Die 
Potenz  a**  entsteht  ans  der  Grundzahl  a  durch  Multiplication  ebenso 
wie  der  Exponent  n  durch  Addition  aus  der  Einheit*^  Ob  der  Sinn 
dieses  Satzes  aus  der  vorausgehenden  detaillirten  Erklämqg  für 
ganze  positive  n  deutlich  wird,  soll  uns  nicht  beschäftigen.  AUein 
eine  Anmerkung  dazu  behauptet  sogar,  nach  dieser  Definition  ergebe 
sich  die  Entstehung  der  Potenz  auch  für  negative  und  gebrochene 
Exponenten.  Also  <A  entsteht  durch  Multiplication  ans  a,  wie  ^ 
durch  Addition  aus  1.  Und  wie  entsteht  dann  ^  durch  Addition 
aus  1  ?  Das  ist  eine  Verweisung  auf  etwas,  was  nicht  existirt.  Stdle 
dich  auf  den  Nordpol  und  schaue  nach  Osten,  dann  wirst  du's  sehen  1 
Die  Anmerkung  ist  aber  keine  beiläufige,  sondern  der  Satz  wird  bei 
der  Rechnung  mit  Potenzen  mit  gebrodienen  Exponenten  wirklich 
als  Beweisglied  gebraucht,  also  ein  Beweis  auf  recht  grobe  Art  er- 
schlichen. Das  ist  es,  worauf  der  Verfasser  erklärtermassen  nicht 
verzichten  wiU.  Hoppe. 


Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Einfahrung  formaler 
Zahlbegriffe  dargelegt  von  Dr.  Otto  Reich el,  Professor  am  Egl. 
Kaiserin  Augusta-Oymnasinm  zu  Gharlottenbnrg,  Dozent  an  der  Egl. 
landwirtschaftlichen  Hochschule  zu  Berlin,  Mitglied  der  PtUfnngs- 
kommission  fär  Landmesser  daselbst.  Halfsbuch  fOr  den  Unterricht. 
Teil  1.  Natarliche,  algebraische,  gebrochene  Zahlen.  Berlin  1886. 
Haude  n.  Spener.    d3  S. 

Dies  Buch  ist  bereits  im  18.  litt  Bericht,  S.  13  besprochen 
worden.  Inzwischen  ist  es  mit  einer  Abänderung  auf  S.  29.  wieder- 
erschienen,  wo  2  Satte  nachträglich  eingeschaltet,  die  folgenden  bis 
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Ende  §.  25.  durch  andre  ersetzt  sind.  In  der  citirten  Besprechnng 
ist  die  Angabe  zu  berichtigen  (S.  16.  Z.  6.),  dass  die  Buchstaben 
durchweg  natürliche  Zahlen  bedeuteten.  Vielmehr  sind  zum  Aus- 
druck nat&rlicher,  algebraischer  und  gebrochener  Zahlen  bzhw.  das 
deutsche,  lateinische  und  griechische  Alphabet  verwandt  Die  Tor- 
ausgehende  Aussage  indes ,  dass  den  Erweiterungen  des  Zahibegriffs 
der  Schlussstein  fehle,  bleibt  dabei  in  Geltung.  Denn  wenn  bis  zu 
Ende  3  Zahlensysteme  in  der  Lehre  figuriren,  so  kann  der  Schüler 
nicht  leicht  inne  werden,  dass  die  Algebra  eine  einzige  ungeteilte 
Theorie  ist,  vielmehr  scheint  die  Erweiterung  statt  der  erwarteten 
Vereinfachung  nur  immer  neue  Verwickelung  herbeizuführen. 

H. 


Regeln  und  Erläuterungen  zum  Bechnen  nebst  einer  Skizze 
eines  Lehrganges  und  Masstafel.  Zum  Gebrauche  an  Gymnasien 
und  andern  Mittelschulen.  Von  A.  Moroff,  k.  Studienlehrer  zu 
Landshut.    Bamberg  1888.    Buchner.    42  S. 

Das  Buch  besteht  aus  3  Teilen.  Der  erste  enthftlt  die  Er- 
klärungen und  Hauptsätze  über  die  4  Species  und  Proportionen  mit 
positiven  unbenannten  ganzen  Zahlen,  gemeinen  und  Decimalbrüchen. 
Jeder  Satz  ist  allgemein  in  Worten  ausgesprochen,  bisweilen  ein 
Beispiel  beigefügt  Der  2.  Teil  entwickelt  eingehend  den  Lehrgang, 
welcher  auf  4  Classen  verteilt  ist.  Der  3.  Teil  i^bt  Uebungsbeispiele 
in  numerischen  Ansatz.  H. 


Leitfaden  der  Elementar-Mathematik.  Herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  H.  Lieber,  Oberlehrer  am  Friedrich- Wilhelm-Bealgymnasium 
in  Stettin,  und  F.  von  Lühmann,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in 
Königsberg  i.  d.  Neumark.  Erster  Teil:  Phmimetrie.  Mit  6  Figuren- 
tafeln.   Fünfte  Auflage.    Berlin  1887.    Leonhard  Simion.    99  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  zuerst  durch  Reichhaltigkeit  aus: 
es  gibt  nicht  allein  das  Notwendige,  sondern  auch  das  Interessante. 
In  extensiver  Hinsicht  erstreckt  sich  der  Inhalt  über  die  gewöhn- 
lichen Grenzen  hinaus  auf  harmonische  Teilung,  Potentialität  und 
Construction  algebraischer  Ausdrücke.  Aber  auch  in  den  grund- 
legenden Abschnitten  stehen  viele  wissenswerte  Sätze,  einige  in  voller 
Ausführung  unter  den  notwendigen  Sätzen,  die  übrigen  als  Uebungs- 
sätze  verzeichnet.  So  finden  sich  auch  die  in  jedem  Abschnitte  sich 
darbietenden  geometrischen  Oerter  zusammengestellt.  Ausserdem  ist 
die  concinne,  einfache  Darstellungs-  und  Entwickelungsweise  hervor- 
zuheben.   Die  Fassung  ist  fast  durchgehends  ezact  und  geht  in 
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dieser  Besiebong  in  maachen  Paokten  mit  gntem  Beispiele  voran 
Dennoch  ist  der  Parallelensatz  mit  einem  Beweise  aufgestellt,  der- 
sich  anf  einen  ganz  gemeinen  Trngschluss  stützt  Der  Fall  ist  &ar 
insofern  nicht  der  gewöhnliche,  als  der  Betrug  nicht  durch  incor- 
recte  Fassung  der  Winkel-Theorie  vorbereitet  ist  Ganz  sachgemäss 
wird  hier  vielmehr  erst  der  Winkel,  und  zwar  durch  die  Winkel- 
fignr  erklärt,  dfinn  der  Richtungsunterschied  zweier  Geraden  durch 
den  Winkel  zwischen  ihnen  bestimmt  Hiermitist  es  ausgesprochen, 
dass  das  Wort  Unterschied  nicht  das  Resultat  einer  Subtraction  be- 
deutet, sowenig  als  der  Unterschied  zwischen  Vogel  und  Fisch,  son- 
dern erst  durch  den  Winkel  gemessen  zur  Grösse  wird.  Die  Be- 
handlung des  Parallclensatzos  aber  löscht  das  angezündete  Licht 
wieder  aus,  kehrt  das  Sachvcrhältniss  um  und  schliesst  von  der 
Gleichheit  der  Richtungen  auf  die  Gleichheit  der  Winkel.  Obgleich 
indes  jene  principiellen  Sätze  von  den  Winkeln  tadellos  aufgestellt 
sind,  so  sind  sie  doch  noch  unvollständig ;  denn  der  Winkel  ist  nicht 
als  Grösse  definirt:  es  fehlt  die  Bedingung  der  Gleichheit  und  Un- 
gleichheit, welche  die  Messung  eines  Winkels  durch  einen  andern 
ermöglicht  Dieser  Mangel  steht  in  naher  Beziehung  zu  der  Unklar- 
heit, welche  der  erste  Satz  des  Buches  einführt  mit  den  Worten: 
„Die  Geometrie  hat  die  Betrachtung  der  Raumgrössen  zum  Gegen- 
stände.^^ Sind  Punkt,  Lage,  Richtung,  Stellung,  Grössen?  oder  kein 
Gegenstand  der  Geometrie?  oder  endlich,  fängt  die  eigentliche  Geo- 
metrie erst  da  an,  wo  jene  qualitativen  Elemente  auf  Grössen  zu- 
rückgeführt sind?  Im  letzten  Falle  würde  die  ganze  elementare  Geo- 
metrie blosse  Vorbereitung  zur  analytischen  sein.  Der  gerügte 
Trugschlnss  zeigt,  dass  es  nicht  überflüssig  ist  das  Unterscheidende 
der  Grösse  zum  Bewusstsein  zu  bringen.  Hoppe. 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  H.  Kö stier,  Oberiehrer 
am  Domgymnasium  zu  Naumburg  a.  S.  Fünfte  und  sechste,  ver- 
besserte Auflage.  Mit  47  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Halle  a.  S.  1887.    Louis  Nebert.    21  S. 

Leitfaden  der  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten. 
Von  Prof.  H.  Kost  1er.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten. 2.  Heft  Lehre  vom  Flächeninhalt.  Eonstructionslehre. 
Zweite,  teilweise  umgearbeitete  Auflage.  Halle  a.  S.  1888.  Louis 
Nebert.    42  S. 

Die  Vorschule  ist  in  3.  und  4.  Auflage  im  8.  litt  Bericht  S.  41, 
das  1.  Heft  des  Leitfadens  im  2.  litt  Bericht  S.  14,  das  a.  Heft  im 
241.  litt.  Bericht  S.  29  besprochen.  Das  vorliegende  2.  Heft  besteht 
aus  3  Teilen,  welche  nach  einander  behandeln  die  Flächengleichheit, 
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FlfteheninesflQDg  und  Gonstractionslehre.  Auf  dio  Sätze  folgt  eino 
Reihe  von  Zu-  und  UebungsBfttzon ,  dann  von  Aufgaben ,  und  zwar 
erst  in  annitte)bar  gcomelriscber  Gestalt ,  dann  Beispiele  ans  der 
Praxis.  Die  Aufgaben,  namentlich  im  3.  Teile  sind  vermöge  des 
kurzen  Ausdrucks  und  der  Systematik  auf  kleinem  Baume  reich- 
haltig und  vielseitig.  Auf  Seite  28  sind  aus  Versehen  die  Wörter 
„flberbestimmt'^  und  „unbestimmt"  mit  einander  Terwechselt.  Ferner 
ist  doch  gemäss  auf  Seite  20  der  Ausdruck  nicht  sachgem&ss:  „Das 
Messen  der  Flächen  durch  das  umständliche  Abtragen  des  Flächen- 
masses"  (Einheit  in  Quadratform)  „ist  nicht  nötig  —  ^S  Da  es  nur 
in  besondem  Fällen  möglich  ist,  so  kann  von  umständlich  nicht  die 
Rede  sein.  Offenbar  kann  der  Begriff  von  Flächenmessung  nicht 
der  analoge  von  Streckenmessung  sein.  Wir  verstehen  unter  Flä- 
chenmessung stets  Flächenberechnung  auf  Grund  der  Linearmessung, 
das  durfte  bei  der  Erklärung  nicht  verschwiegen  werden.  Allerdings 
gibt  es  auch  einen  rein  geometrichen  Weg  zur  Ermittelung  des  In- 
halts: man  kann  das  Quadrat  in  solche  Teile  zerlegen,  dass  sie  sich 
auf  das  gegebene  FlächenstQek  auftragen  lassen.  Diese  Aufgabe  ist 
wieder  als  specielle  in  der  allgemeinen  enthalten:  2  gegebene  gleiche 
Vielecke  in  congruente  Stücke  zu  zerlegen.  Letztere  Aufgabe  lässt 
sich  mittelst  der  vorausgehenden  elementaren  Theorie  lösen,  sie  ist 
instructiv  und  ihre  Lösbarkeit  jedenfalls  wissenswert  Anlass  ist 
also  da,  sie  in  den  Cursus  aufzunehmen,  wiewol  es  sich  empfiehlt, 
sie  dem  Studium  vorzubehalten.  Ftlr  die  Definition  von  Flächen- 
messung aber  kann  die  constructive  Darstellung  schon  darum  nicht 
in  Betracht  kommen,  weil  sie  bei  krummer  Begrenzung  versagt. 

H. 


Constructive  Geometrie  der  Kegelschnitte  auf  Grund  der  Focal- 
eigenschaften.  Einheitlich  entwickelt  von  Adalbert  Breuer,  k.  k. 
Reallehrer  in  Trautenau,  Böhmen.  Ein  Lehrbuch  fttr  höhere  Lehr- 
anstalten und  für  den  Selbstunterricht  Mit  83  in  den  Text  ge- 
gedrnckten  Original-Figuren.    Eisenach  1888.  J.  Bacmeister.   110  S. 

Die  Kegelschnitte  werden  durch  eine  Focaleigenschaft  als  Orte 
von  Punkten  definirt,  dann  die  Übrigen  Focal-  und  andern  Eigen- 
schaften, die  Beziehungen  der  damit  verbundenen  und  sie  charak- 
terisirenden  Gebilde  und  die  Lösungen  der  wichtigsten  Aufgaben 
daraus  constmctiv  hergeleitet  Die  Behandlung  ist  zuerst  eine  ge- 
meinsame fttr  die  3  Curvenformen,  weiterhin  werden  Ellipse,  Para- 
bel, Hyperbel  einzeln  betrachtet  Warum  ist  aber,  da  doch  die 
Einheitlichkeit  der  Methode  betont  ward,  der  Krttmmungskreis  der 
Ellipse  nur  in  den  Scheiteln,  der  von  Parabel  und  Hyperbel  allge- 
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mein  nntersacht?  Der  Vortrag  Ist  so  ein&ch  nod  leicht&sslicli ,  als 
er  Dar  sein  kann;  anch  das  trägt  sar  leichten  Auffassang  bei,  dass 
von  gewöhnlichen  and  nahe  liegenden  KOrzongen  nirgends  Gtobraoch 
gemacht  wird.  Die  Anwendungen  vom  Uebergang  zur  Grenze  wer- 
den dem  Anfänger  keine  Schwierigkeit  verorsachen.  Das  Bach  ist 
denjenigen,  welche  ohne  Mflhe  mit  den  Elementen  der  Kegelschnitts - 
lehre  bekannt  werden  wollen,  sehr  za  empfehlen.  H. 


Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  höhere  Lehran- 
stalten. Von  Professor  Dr.  F.  W.  Fischer,  Oberlehrer  am  Gym- 
nasium zu  Kempen.  Drei  Teile  in  einem  Band:  Planimetrie.  — 
Stereometrie.  —  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  Zweite  Aus- 
gabe. Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Freibnrg 
i.  Br.  1887.    Herder.    203  -|-  106  +  172  S. 

Das  Lehrbuch  charakterisirt  sich  durch  Ausführlichkeit  nnd 
Reichhaltigkeit.  Ueber  die  Grenzen  des  für  die  Theorie  notwendigen 
Inhalts  gehen  die  hinzugefügten  Abschnitte  über  Transversalen, 
Maxima  und  Minima,  harmonische  Teilung,  Pol  und  Polare,  Potenz 
und  Potenzlinie  und  ein  Anhang  zur  Goniometrie  über  einige  analy- 
tische Themata  hinaus.  Ausserdem  ist  das  Buch  reich  an  Aufgaben. 
Die  Abfassung  ist  grossenteils  correct,  die  logischen  Erfordernisse 
mit  Umsicht  berücksichtigend.  Als  Ausnahme  ist  zu  nennen  die 
Behandlung  des  Parallelensatzes  and  des  Winkel-Begriffii.  Ersterem 
ist  ein  angeblicher  Beweis  hinzugefügt,  der  nichts  ist  als  Wieder- 
holung der  Behauptung  mit  andern  Worten.  Der  Winkel  soll  die 
Grösse  der  Drehung  sein;  wodurch  aber  die  Drehung  zu  einer  mess- 
baron  Grösse  wird,  ist  nicht  gesagt,  und  lässt  sich  doch  so  leicht 
sagen.  H. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Auf  Grund  von  Dr.  F er d.  Kom- 
me rell's  Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido 
Hauck,  Geh.  Regierungsrat  und  Professor  an  der  Königl.  Techni- 
schen Hochschule  zu  Berlin.  Sechste  Auflage.  (Fünfte  der  Mca- 
bearbeitung.)  Mit  67  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Tübingen  1888.    H.  Laupp.    226  S. 

Die  4.  Auflage  ist  im  251.  litt  Bericht,  S.  31  besprochen.  In 
dieser  war  bereits  die  Neubearbeitung  vollzogen.  In  der  gegenwftr- 
tigen  sind  noch  viele  Aenderungen  im  einzelnen  hinzugekommen: 
einige  Bezeichnungen,  veränderte  Fassung  von  Lehrsätzen,  Ver- 
mehrung von  Anhängen  und  Aufgaben  u.  a.  m.  H. 
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Leithden  der  Experimental-Physik  Ar  Gymnasien.  Mit  einem 
Anluuig:  Mathematische  Geographie  und  Gnmdlehren  der  Chemie. 
Von  Prof.  Dr.  Georg  Krebs,  Oberiehrer  an  der  Mnstersohule 
(Bealgymnasinm)  za  Frankfürt  a.  M.  Zweite,  verbesserte  Auflage. 
Mit  412  Fignren,  2  lithogr.  Tafeln,  1  Farbentafel  and  Logarithmen- 
tafel.   Wiesbaden  1887.    J.  F.  Bergmann.    476  S. 

Die  Bezeichnung  der  Physik  als  experimentale  auf  dem  Titel 
Iftsst  sich  nicht  als  unterscheidend  verstehen.  Der  Vortrag  besteht 
zum  grössten  Teil  aus  Beschreibung  und  elementar  theoretischer 
Erklärung  der  Naturerscheinungen  ergänzt  durch  Experimente,  wo 
sie  erforderlich  sind.  Die  Erklärungen,  sofern  sie  die  physikalischen 
Begriffe  zu  entwickeln  haben,  auf  die  daher  das  grösste  Gewicht  zu 
legen  ist,  sind  mit  Fleiss  und  Umsicht  bearbeitet  Was  ihnen  an 
Exactheit  fehlt,  beruht  zum  Teil  auf  dem  approximativen  Fortschritt 
aller  inductiven  Wissenschaften,  welcher  von  geringem  Einflössen 
anfänglich  absehen  muss,  aber  auch  zum  andern  Teil  auf  Connivenz 
g^en  die  populäre  Anschauung.  Die  Schwere  der  Anziehung  ge- 
radezu gleichzusetzen  ist  ein  Absehen  von  einer  kleinen  Differenz; 
dagegen  Buhe  und  Bewegung  direct  als  absolute  zu  betrachten,  wie 
es  hier  geschieht,  dient  nur  der  vulgären  Unklarheit.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buches  sind:  Eigenschaften  der  Körper,  Mechanik, 
Wellenlehre  und  Akustik,  Licht,  Magnetismus,  Elektricität,  Wärme, 
mathematische  Geographie  und  Astronomie,  Grundlehren  der  Chemie. 

H. 

LeitfEiden  fttr  den  wissenschaftlichen  Unterricht  in  der  Chemie. 
Fttr  Realgymnasien,  Gymnasien,  Bealschulen  und  zum  Selbstunterrichte. 
Von  Dr.  W.  Cas  sei  mann,  weil.  Professor  und  Lehrer  der  Chemie 
und  Technologie  am  Realgynmasium  zu  Wiesbaden.  Erster  Kursus* 
Zweiter  Kursus.  Fünfte,  umgearbeitete  Auflage,  bearbeitet  von  Prof. 
Dr.  Georg  Krebs,  Oberlehrer  an  der  Musterschule  (Bealgymna- 
fflum)  zn  Frankfurt  a.  M.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Wiesbaden  1887.    J.  F.  Bergmann.    139  -f  137  S. 

Der  Lehrgegenstand  ist  die  anorganische  Chemie.  Der  erste 
Corsus  ist  fär  Secunda,  der  zweite  für  Prima  bestimmt.  In  beiden 
folgt  der  Lehrgang  der  Reihe  der  Grundstoffe,  Metalloide  in  5 
Gruppen,  Metalle  in  5  Gruppen,  und  knüpft  an  experimentelle  Unter- 
suchung von  Natur-  oder  Kunstprodncten  an.  Die  Versuche  im  2. 
Cursus  sind  jedoch  andere  und  unterscheiden  sich  dadurch  von  denen 
im  1.  Cursus,  dass  sie  auf  Entwickelung  der  Theorie  ausgehen. 
Veränderungen  in  der  theoretischen  Auffassung  haben  die  Umarbei- 
tung mancher  Teile  in  der  gegenwärtigen  Auflage  notwendig  gemacht 

H. 
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Leitfaden  der  Physik.  Von  Dr.  W.  von  Beetz,  weil,  ordentl. 
Professor  der  Physik  an  der  techniscbeD  Hocbschale  zu  HfiDchco, 
ord.  Mitglied  der  k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mit  399  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Nennte  Auflage.  Nach  dem  Todo 
des  Verfassers  bearbeitet  und  heransgcgeben  von  J.  Henrici,  Pro- 
fessor am  Gymnasium  in  Heidelberg.  Leipzig  1888.  Th.  Griebeu 
(Fornaa).    354  8. 

Die  6.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  S.  40  besprochen.  Das 
Buch  hat  in  den  snccessiven  Auflagen  sehr  an  Umfang  zugenommen. 
Die  8.  Auflage  erhielt  entsprechend  der  Einführung  absoluter  elektri- 
scher Masse  und  der  Anwendung  des  Potentials  zur  Erklärung 
elektrischer  Erscheinungen  eine  Reihe  von  Zusätzen,  welche  in  der 
gegenwärtigen  mit  dem  Ganzen  enger  verknüpft  worden  sind. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Rendicouto  deir  Accadcmia  delle  scienze  fisiche  o  matematichc 
(sezione  della  Societä  Reale  di  Napoli).  Serie  2*.  Vol.  I.  (Anno 
XXVI).    Napoli  1887. 

Die  Zeitschrift  erscheint  in  monatlichen  Heften.  Jedes  Heft 
gibt  zuerst  die  Verhandlungen,  dann  einzelne  Arbeiten,  denen  mei- 
stens ein  Bericht  von  Seiten  eines  Mitgliedes  der  Akademie  unmit- 
telbar vorausgeht  Der  1.  Band  enthält  folgende  mathematische 
Arbeiten. 

£.  Pas-cal:  lieber  die  Constmction  des  regelmässiges  257ecks. 
—  Ueber  ein  neues  Symbol  in  der  Theorie  der  binären  Formen  zu 
2  Reihen  von  Variabein.  —  Ueber  eine  Methode,  eine  beliebige 
invariantive  Form  einer  binären  kubischen  Function  mittelst  der 
des  vollständigen  Systems  auszudrücken. 

P.  del  Pezzo:  Ueber  eine  fundamentale  Eigenschaft  der  Flä- 
chen und  der  in  einem  Räume  von  mehr  Dimensionen  enthaltenen 
Mannichfaltigkeiten. 

G.  Emery:  Ueber  die  Lage  der  Centralaxe  der  Momente  der 
Bewegungsgrössen  in  einem  in  sphärischer  Bewegung  begriffenen 
starren  materiellen  Systeme. 

A.  Gapelli:  Beobachtungen  über  die  Relationen,  welche  zwischen 
den  invariantiven  Operationen  identisch  stattfinden  können.    —  Be- 
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stimmong  der  inyariantiven  Operationen  zwischen  2  Reihen  von 
Yariabeln,  welche  sich  mit  jeder  andern  Operation  derselben  Art 
Tertanscheu  lassen. 

M.  Pannelli:  Ueber  die  involntorischen  vielfachen  Transfor- 
mationen zweier  Räume. 

A.  del  Re:  Gorrelationen,  welche  die  doppelt  gelcrflmmte  Curve 
4.  Grades  in  die  Abwickelbare  ihrer  doppelt  berührenden  Ebenen 
verwandelt. 

F.  Amodeo:  Ueber  einen  speciellen  Connex  (3,  2). 

H. 
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Gegehiehte  der  MAthematik  nnd  PhTsllu 

Encke,  J.  F.,  gesammelte  mathematische  n.  astronomische  Ab- 
haDdlungen.  2.  Bd.  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Fehler- 
theoretische Untersnchnngen.    Berlin,  Dflmmler's  Verl.    8  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Astronomie.  Nr.  13.  1887.  Leipzig, 
£.  H.  Mayer.    2  Mk. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Vierteljährliche  Berichte.  Hrsg. 
V.  K.  Strecker.  1.  Jahrg.  1887.  4.Hft.  Berlin,  Springer.  6Mk.20Pf.; 
kplt.  20  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  Jahre  1882.  Dargestellt  v.  d. 
pbysikal.  Gesellschaft  zu  Berlinr  38.  Jahrg.  2.  n.  3.  Abth.  Berlin, 
6.  Reimer.    31  Mk. 

Jahrbnch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v. 
G.  OhrtmauD.  Hrsg.  v.  M.  Henoch  n.  E.  Lampe.  17.  Bd.  Jahrg. 
1885.    3.  Hft.    Ebd.    10  Mk. 

Unger,  F.,  die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  histo- 
rischer Entwickelnng  vom  Anfange  des  Mittelalters  bis  auf  die 
Gegenwart    Leipzig,  Tenbner.    6  Mk. 

Wähle,  R.,  üb.  die  geometrische  Methode  d.  Spinoza.  Leipzig, 
Freytag,    50  Pf. 

Methode  und  Principien. 

Lindemann,  F.)  über  Moleknlarphysik.  Yersnch  e.  einheitl. 
dynam.  Behandig.  der  pbysikal.  u.  ehem.  Kräfte.  Königsberg,  Koch. 
1  Mk.  60  Pf. 

Schellwien,  R.,  optische  Häresien,  erste  Folge,  a.  das  Gesetz 
der  PoIariUt.    Halle,  Pfeffer.    2  Mk.  50  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Natnrkräfte  n.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
16.— 18.  Lfg.    Berlin,  Dümmler's  Verl,    ä  50  Pf. 
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Sickenberger,  A^  Leitfaden  cL  elemeotaren  Mathematik. 
1—3.    Manchen,  Th.  Ackermann.    &  1  Mk.  20  Pf. 

—  Yierstellige  logarithmisch-trigonometr.  Tafeln.    Ebd.    40  Pf. 

SammlmigeD« 

Oeerling's  Rechenbuch.  Hand-  n.  Hilfebnch  f.  höh.  Sabaltern- 
beamte,  Militäranwärter  n.  Praktikanten,  welche  znm  Zwecke  ihrer 
Anstellang  od.  BefSrdemng  in  höh.  Amtsstellgn.  e.  Rechenexamen 
abznl^en  haben.    4.  Afl.    Frankfurt  a/M.,  Oestewitz.    Geb.  2  Mk. 

Oenau,  A.,  Rechenbuch  f.  Lehrerseminare.  2.  Afl.  v.  A.  Genau 
u.  P.  A.  Tüffers.  2.  Bd.  Fttr  die  Mittel-  u.  Oberstufen  d.  Seminare. 
Gotha,  Thienemann.    1  Mk.  80  Pf.;  Antwortenheft.    2.  Afl.    60  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  422. --443.  Hft.  Stuttgart,  J.  Maier. 
ä  25  Pf. 

Lichtblau,  W.,  u.  B.  Wiese,  Sammlung  geometrischer  Rechen- 
aufgaben zum  Gebrauch  an  Seminarien  sowie  zum  Selbstunterricht 
Breslau,  Hirt,  Verl.    1  Mk.  25  Pf. 

Martus,  H.  G.  £.,  mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  an 
den  obersten  Klassen  höh.  Lehranstalten.  1.  Tl.  Aufgaben.  7.  Afl. 
Leipzig,  Koch's  Verl.    3  Mk.  60  Pf. 

Servus,  H.,  Sammlung  v.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  u. 
Algebra  f.  Gymnasien,  Realgymnasien  u.  höhere  Bürgerschulen.  1. 
u.  2.  Hft.    Leipzig,  Teubner.    Kart,  k  60  Pf. 

Zähringer,  H.,  methodisch  geordnete  Aufgaben  flb.  die  Ele- 
mente der  Buchstabenrechnung  u.  Gleichungslehre.  1.  ELft.  5.  Afl. 
Von  C.  Enholtz.  Zürich,  Meyer  &  Z.  60  Pf.;  Antworten  dazu. 
1  Mk.  80  Pf. 

Tabellen. 

Gezeiten-Tafeln  f.  d.  Jahr  1889.  Hydographisches  Amt  der 
Admiralität    Berlin,  Mittler  &  S.    1  M.  50  Pf. 

Markoff,  A.,  Tables  de  valeur  de  Tint^grale  fl^^^,  Leipzig, 
Voss'  Sort.    2  Mk. 

Sehrön,  L.,  siebenstellige  gemeine  Logarithmen  d.  Zahlen  von 
1—108000  u.  d.  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  u.  Gotangenten  aller 
Winkel  d.  Quadranten  von  10  zu  100  Secnnden.  (Ungarisch.)  Hrsg. 
V.  J.  Sztoczek.  Taf.  1  u.  2.  Neue  Asg.  Braunschweig,  Vieweg  &  S. 
4  Mk.  80  Pf. 

—  dasselbe.    Taf.  3.    Neue  Asg.    Ebd.    1  Mk.  80  Pf. 
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Arifhmetlky  Algebn  und  xeliie  Aiudysb. 

Blaschke,  E^  flb.  die  Ausgleichong  v.  Wahrsebeiiilichkeiten, 
welche  Faoctionen  e.  nnabhäoglg  YariabeleQ  sind.  Leiprig,  Ffeytag. 
90  Pf. 

Lembcke,  E.,  allgemeine  Arithmetik  u.  Algebra  in  ihrer  Be- 
ziehg.  zn  einander  n.  zn  den  höheren  bürgert.  Rechnungsarten,  etc. 
Wismar,  Hinstorff.    3  Mk. 

Lie,  8.|  Theorie  der  Transformationsgrnppen.  I.  Abschnitt. 
Leipzig,  Teubner.    18  Mk. 

Lurtz,  F.  K,  Rechenschnle.  1.  Tl.  7.  Afl.  Kronstadt,  Zeidner. 
Geb.  1  Mk. 

Mortons,  F.,  invariante  Gebilde  v.  Nullsysteinen.  Leipzig, 
Freytag.    40  Pf. 

Pitra,  K.,  das  Rechnen  m.  gemeinen  Brflchen.  Leipzig,  Fock. 
60  Pf. 

Rotter,  L.,  das  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen  n.  nu  Dezimal- 
zahlen, einheitlich  behandelt.    Ebd.    60  Pf. 

Schwarz,  H.  C,  e.  Beitrag  zur  Theorie  d.  Ordnnngstjpen. 
Halle,  Schmidt    1  Mk.  60  Pf. 

Schwärze's,  B.,  Unterrichtsbriefe  d.  gesamten  Rechnens.  2.  Afl. 
Nen  bearb.  y.  Th.  Eolbe.    Berlin,  Liebel.    In  Carton.    4  Mk. 

Sickenberger,  A.,  Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebangs 
beispielen.    4.  Aü.    München,  Th.  Ackermann.    1  Mk.  60  Pf. 

Spieker,  Th.,  Lehrbuch  der  Arithmetik  n.  Algebra  m.  Uebangs- 
Aufgaben  f.  höhere  Lehranstalten.    3.  Afl.    Potsdam,  Stein.    3  Mk. 

Stadthagen,  H.,  üb.  die  Genauigkeit  logarithmischer  Berech- 
nungen.   Berlin,  Dümmler's  Verl.    2  Mk.  50  Pf. 

Wolff,  H.,  Sätze  u.  Regeln  der  Arithmetik  u.  Algebra  nebst 
Bcispieleu'U.  gelösten  Aufgaben.  Leipzig,  Teubner.  Kart  1  Mk.  60  Pf. 

Geometrie« 

F6aux,  B.,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie.  7.  Afl., 
besorgt  y.  A.  Balkenhol.    Paderborn,  Schöningh.    2  Mk.  50  Pf. 

Genau,  A.,  Leitfaden  der  elementaren  Geometrie  f.  Lehrer- 
seminare.   6.  Afl.    Büren,  Hagen.    2  Mk.  10  Pf. 

Klimpert,  R.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  Stuttgart,  J.  Maier. 
3  Mk. 

Knoblauch,  J.,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krum- 
men Flächen.    Leipzig,  Teubner.    8  Mk. 

Költzsch,  A.,  Grundzüge  d.  Raumlehre.  1.  Hft  Leipzig, 
Merseburger.    60  Pf. 

Reeb,  W.,  methodischer  Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der 
ebenen  Geometrie.    Nach  konstruktiYen  u.  heurist  L^rverfahren  f. 
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Oppolzer,  Th.,  Bitter  v.,  zam  Entwarf  e.  Mondtheorie  ge. 
Mreiide  Entwickelaog  der  Differeotialqnotienten.  Nach  dessen  Tode 
tollendet  unter  Leitg.  y.  R.  Schräm.    Leipzig,  Freytag.    10  Mk. 

Schwahn,  P.,  th.  Aendergn.  d.  Lage  d.  Fignr-  n.  d.  Rotations- 
axe  d.  Erde  sowie  flh.  einige  m.  d.  Rotationsproblem  in  Beziehg. 
steh,  geophysische  Probleme.    Berlin,  Mayer  &  M.    2  Mk.  bO  Pf. 

Sirius.  Zeitschrift  f.  popnl&re  Astronomie.  General-Register. 
(Nene  Folge.)  I-XY.  Bd.  (1873—1887.  Jahrg.)  Leipzig,  Scholtze. 
2Mk. 

Zenker,  W.,  die  Vertheilnng  der  Wärme  auf  der  Erdoberfläche. 
Berlin,  Springer.    3  Mk. 

Nantik. 

Jahrbach,  kleines  nautisches,  f.  1889..  28.  Jhg.  Bremerhaven, 
V.  Vangerow.    60  Pf. 

Jahrbach,  nautisches,  od.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  d.  Jahr  1891 
zur  Bestimmung  der  Zeit,  Länge  u.  Breite  zur  See  nach  astronom. 
Beobachtnngen.  Hrsg.  vom  Reichsamt  des  Innern  unter  Red.  v. 
Tietjcn.    Berlio,  C.  Heymann's  Verl.    Geb.  1  Mk.  50  Pf. 

Ludolph,  W.,  Leuchtfeuer  u.  Schallsignale  der  Erde.  17.  Jahrg. 
5.  Afi.    Bremerhaven,  v.  Yangerow.    Geb.  6  Mk. 


Physik. 

Fricke,  A.,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  der  Physik.  2.  Kurs. 
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Litterarischer  Bericht 

XXVI. 


Sammlangen. 

Stereometrische  Aufgaben.  Herausgegeben  von  Prof.  Dr.  H. 
Lieber,  Oberlehrer  am  Friedrich- Wilhekn-Realgymnasinm  in  Stettin. 
Berlin  1888.    Leonhard  Simion.    141  S. 

Diese  Aufgaben  beziehen  sich  ausschliesslich  auf  Eörperberech- 
nung.  Construction  wird  durch  ihre  Stellung  nirgends  gefordert. 
Gleichwol  wird  durch  ihre  Bearbeitung  die  stereometrische  Anschauung 
grfindlich  getibt,  indem  zu  ihrer  Lösung  eine  Vorstellung  der  Kör- 
per,  sei  sie  nun  frei  oder  unterstützt  durch  Skizze,  notwendig  ist. 
Zu  präcisen  Constructionen  würde  die  Eenntniss  der  beschreibenden 
Geometrie  erfordert  werden,  welche  auf  der  Schule,  für  die  das  Buch 
bestimmt  ist,  überhaupt  nicht,  für  andre  wol  schwerlich  vor  der 
Stereometrie  getrieben  wird.  Die  untersuchten  Figuren  sind  Poly- 
eder, Cylinder,  Kegel,  Kugel  und  deren  Zusammensetzungen.  Die 
Aufgaben  sind  erst  nach  den  Figuren,  dann  gruppenweise  nach  der 
Behandlung  geordnet.    Das  Resultat  steht  unter  jeder  Aufgabe. 

H. 


Geometrische  Konstruktions-Aufgaben.  Herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  H.  Lieber,  Oberlehrer  am  Friedrich- Wilhelm-Realgymnasium  in 
Stettin,  und  F.  von  Lühmann,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in 
Königsberg  i.  d.  Neumark.  Achte  Auflage.  Mit  einer  Figurentafel. 
Beriin  1887.    Leonhard  Simion.    206  S. 

Die  4.  Auflage  ist  im  247.  litt.  Bericht,  S.  30  besprochen.  Seit- 
dem ist  ein  vierter  Anhang  hinzugekommen,  welcher  in  den  einzelnen 
Paragraphen  teils  neue  Aufgaben,  teils  einfachere  Lösungen  nach- 
trägt. H. 

Aieh.  A.  Math.  il  Pliye.    8.  Seihe,  Teil  YH.  2 
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Planimetrische  Aufgaben  fflr  den  Gebrauch  im  Schul-,  Privat- 
und  Selbst-Unterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Reidt,  Oberlehrer 
am  Gymnasium  zu  Hamm.  Zweiter  Teil.  Aufgaben,  geordnet  nach 
AuflOsnngs-Methoden  und  mit  Anleitung  zur  Behandlung  versehen. 
Zweite,  umgearbeitete  Auflage.  Breslau  1888.  Eduard  Trewendt 
127  8. 

Das  Charakteristische  an  diesem  Aufgabenbuche  liegt  darin,  dass 
es  von  den  Postulaten  als  den  unmittelbar  durch  die  Instrumente 
dargebotenen  Lösungen  aus  in  allmähliche  Variationen  der  Au^ben 
und  Buccessiven  HinzufOguogen ,  die  kein  erdenkliches  Glied  tiber- 
springen, zu  immer  mehr  Mittel  erfordernden  Aufgaben  fortschreitet 
Die  zu  erlernenden  L<ysung8mittel  sind  unter  folgende  Titel  geord- 
net: Methode  der  Httlfsfignren,  der  geometrischen  Oerter,  der  fthn- 
lichen  Figuren,  der  algebraischen  Analysis.  Diese  Methoden  sind 
nicht  definirt,  sondern  durch  Beispiele  erläutert.  Die  ganze  reich- 
haltige Reihe  von  Aufgaben  bildet  daher  eine  Anleitung  zur  Lösung 
solcher,  die  jedoch  fem  von  Einttbung  schematischen,  die  Erfindung 
ersparenden  Yerfiihrens  ist,  (welches  immer  nur  f&r  einen  gewissen 
Besirk  ausreicht,  llber  die  Schule  hinaus  keinen  Gewinn  bringt),  die 
vielmehr  darauf  abzielt  die  Fähigkeit  zur  Erfindung  zu  .wecken ,  zu 
entwickeln  und  zum  Bewnsstsdn  zu  bringen  —  gewiss  die  beste  Hülfe 
flkr  schaler,  denen  das  Suchen  nach  Löaungen  zu  schwer  OUt 

EL 


Planimetrische  Konstmktionsaufgaben  nebst  Anleitung  zu  deren 
Lösung  für  höhere  Schulen.  Methodisch  bearbeitet  von  E.  R.  Mül- 
ler.   Zweite  Auflage.    Oldenburg  1888.    Gerhard  Stalling.    68  S. 

Die  Reihe  der  Aalgaben  ist  zunächst  geteilt  in  Aufgaben  ohne 
und  mit  Verhältnissen.  Die  Aufgaben  schliessen  sich  mit  wenigen 
Ausnahmen  an  das  Dreieck  an  und  schreiten,  von  den  fundamentalen 
beginnend,  zu  immer  mehr  impliciten  Bestimmungen  fort  Auf  jede 
Gruppe  folgen  die  ausgefohrten  oder  angedeuteten  Lösungen  einiger 
Aufgaben  und  am  Schlüsse  jedes  der  beiden  Abschnitte  die  Erklä- 
rung der  Methoden.  H. 

TeKtgleichuiigen  geometrischen  Inhalts.  FOr  den  Gebrauch  beim 
Unterricht  entworfen  von  Dr.  Th.  Harmuth,  ord.  Lehrer  am  XönigL 
Wilhelms-Gymnasium  in  Berlin.  Berlin  1888.  Julius  Springer. 
66  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Sammlung  von  450  Au^ben  zur 
Uebung  in  der  elementaren  Geometrie  und  Gleichungslehre.    Von 
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einer  Figiur  Bind  einige  BeetimnnuigigröBBen  in  mbenannten  Zahlen, 
die  Winkel  in  Graden  gegeben,  nach  andern  wird  gefragt  Mit  An- 
wendung seiner  Kenntniss  von  messender  und  abzählender  Geometrie 
hat  dann  der  SchtUer  die  Beiation  zwischen  bekannten  nnd  gesuchten 
Grössen  anzusetzen,  dann  die  Gleichung  aufzulösen.  Die  Aufgaben 
sind  nach  den  Figuren,  zuerst  ebenen,  dann  rftumlichen,  geordnet. 
Die  Besultate  aller  Au^faben  stehen  am  Ende  des  Buches. 

H. 


Aufgaben  aus  der  Elektridtfttslehre.  Methodisch  geordnet  und 
mit  Berfldcsichtigung  aller  Theile  der  Mektridtit  sowie  unter  Zu- 
grundelegung der  absoluten  Maasse  bearbeitet  von  Dr.  Robert 
Weber,  Professor  an  der  Akademie  in  NeochAtel.  Mit  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.    BerHn  1888.    Julius  Springer.    176  & 

Die  experimentelle  und  rechnende  Elektridtitslehie  wird  als 
bekannt  vorausgesetzt,  durch  die  vorliegmden  Aufeahen  soU  die 
Rechnung  eii^^bt  und  Vertrautheit  mit  der  untersuchenden  nnd 
techniedien  Präzis  erzielt  werden.  Die  Reihenfolge  schttesst  sich 
dem  Lehrgange  an  und  gdit  mehr  und  mehr  zn  den  einzelnen  tech- 
nischen Verwendungen  Aber.  Auf  jede  Angabe  folgt  die  Lösung. 
Erklärung  wird  nicht  g^^eben,  sondern  nur  auf  den  letzten  12  Seiten 
tabellarische  Znsammenstellungen,  aus  denen  die  quantitativen  Re- 
lationen ersichtlich  sind.  Nicht  zu  billigen  sind  häuüg  wiederkeh- 
rende nachlässige  Kürzungen.  Der  Verfasser  scheint  sich  in  seiner 
Praxis  daran  gewöhnt  zu  haben,  notwendige  Grössenangaben  nach 
GntdOnken  wegzulassen,  wenn  Einheiten  gemeint  sind.  Er  i^cht 
vom  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  760  mm,  von  einer  Kraft, 
die  1  cm  Beschleunigung  in  einer  Grammmasse  erwirkt»  «.  a.  m. 
Letztere  Vernachlässigung  ist  so  durchgehend,  dass  sie  zu  dem  Mis- 
verständniss  verleitet,  der  Verfasser  habe  einen  eigentflmlichen  Be- 
griff von  Kraft  (sowie  deren  Einheit  Dfn)\  erst  Tafel  Gl.  zeigt  durch 
die  Angabe  MLT-\  dass  dies  nicht  der  Fall  ist  H. 


Tabellen. 


Nonvelles  tables  de  logarithmes  la  drconfirenoe  6tant  priie  pour 
unit6  (texte  en  fran^).  Par  J.  de  Mendizabai  Tamborrel, 
Ingenieur  gtographe,  Professenr  d'astronomie  et  de  giodösie  ä  l'icole 
militaire,  Membre  de  la  sodedad  cientifica  „Antonio  Alzate*\ 
Anden  AKve  de  Föcole  d'ingenieurs«    (Mexico.) 
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Diese  Logarithmentafel  ist  berechnet  von  dem  genannten  Pro- 
fessor de  Mendizabal  Tamborrel  nnd  wird  anf  Subscription  heraus- 
gegeben von  der  genannten  Gesellschaft  Antonio  Alzate  in  Mexico. 
Die  Zeit  des  Erscheinens  ist  nicht  angekündigt.  Der  erste  Teil  ent- 
halt anf  125  Seiten  die  siebenstelligen  Logarithmen  der  Zahlen  bis 
125000,  der  zweite  Teil  auf  274  Seiten  die  siebenstelligen  Logarith- 
men der  Ereisfnnctionen ,  letztere  durch  die  Millionstel  der  ganzen 
Periode  von  4  Rechten.  In  Betreff  der  Frage,  ob  die  ganze  oder 
die  Viertel  Periode  decimal  zu  teilen  sei,  führt  der  Verfasser  als 
Autoritäten  Yvon-Villarceau,  Wolf  und  Hoüel  an.  Die  zwei  Erst- 
genannten sind  der  ersten  Meinung.  Hoüel  dagegen  nennt  den  Qua- 
dranten die  natürliche  Einheit  Als  rationales  Motiv  den  erstem 
beizutreten  wird  nur  geltend  gemacht,  dass  bei  Teilui^  des  Tages 
bereits  vom  ganzen  ausgegangen  werde.  Dieser  Grund  ist  offenbar 
hinftllig;  denn  wenn  factisch  eine  Decimalteilung  des  ganzen  Tages 
angeordnet  worden  ist,  so  ist  dies  ohne  Berücksichtigung  oder  mit 
Hintansetzung  des  Charakters  der  Periodicit&t,  bloss  den  Tag  als 
Zeitmass  im  Auge,  geschehen.  Jede  periodische  Function,  wofern 
keine  besondem  Eigentümlichkeiten  eine  Abweichung  verursachen, 
durchläuft,  vermöge  ihrer  doppelten  Symmetrie,  ihre  sämtlichen  ab- 
soluten Werte  im  Umfange  eines  Quadranten,  und  diese  sind  es, 
weiche  eine  Tafel  dem  Rechner  liefern  muss.  Die  angekündigte 
Tafel  wird  daher  für  den  Rechner  stets  die  Bedeutung  einer  solchen 
haben,  die  den  Rechten  in  250000  Teile  teilt,  und  die  damit  ver- 
bundene Unbequemlichkeit  wird  dadurch  nicht  verringert,  dass  sie 
auch  an  der  Zeitrechnung  haftet  Das  gegenwärtige  Unternehmen 
hat  für  uns  nur  das  Schätzenswerte,  dass  dadurch  die  Herausgabe 
einer  siebenstelligen  Tafel  der  Logarithmen  der  Kreisfunctionen  mit 
Decimalteilung  der  Winkel,  welche  längst  Bedttrfniss  ist,  aufs  neue 
in  Anregung  kommt.  *  H. 


Vierstellige  logarithmisch-tngonometrische  Tafel  zum  Schul-  und 
Handgebrauch  zusammengestellt  von  Adolf  Sickenberger,  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  am  K.  Luitpoldsgymnasium  in 
München.    München  1888.    Theodor  Ackermann.    8  S. 

Diese  Tafeln  stellen  auf  kleinst  möglichem  Räume  die  am  häufig- 
sten gebrauchten  Zahlenangaben  zusammen:  vierstellig  die  Loga- 
rithmen der  Zahlen  100  bis  1000  nebst  Differenzen,  die  der  sin,  cos, 
tg,  cot  durch  alle  halben  Grade,  dreistellig  die  genannten  Functionen 

selbst,  vierstellig  die  Quadrate  und  Quadratwurzeln,  »r,  -  und  logw, 

dreistellig  die  Zinsen  für  1  bis  10  proc.  vor*  und  rückgängig  auf 
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48  Zeiten,  Kuben  und  Knbikwnrzeln  von  1  bis  10,  fernere  Potenzen 
Yon  2,  3,  4,  5,  Binomialcoeffidenten  und  Facnltäten,  38  Bpecifische 
Gewichte,  13  Geschwindigkeiten,  Länge,  Bectascension,  Declination 
ond  Zeitgleichnng  der  Sonne  fllr  37  Jahrestage,  Grössenangaben  für 
die  Erde,  für  Mond  und  Planeten,  Breite  und  Lftnge  Ton  11  St&dten, 
21  Stamorte,  Pr&cession  nnd  Befraction.  H. 


Physik. 

Lehrbach  der  Eiektridtat  nnd  des  Magnetismos.  Von  K  Mas- 
cart,  Professor  am  College  de  France,  Director  des  Bureau  central 
m^t^orologique,  und  J.  Joubert,  Professor  am  Golldge  Bollin. 
Antoiisirte  deutsche  Uebersetznng  von  Dr.  L  e  o  p  o  1  d  L  e  v  y.  Zweiter 
Band.  Mit  137  in  den  Text  gedruckten  Abbüdungen.  Berlin  1888. 
Julius  Springer.    716  S. 

Der  1.  Band  ist  im  5.  litt  B.  S.  8  besprochen.  Der  2.  Band 
handelt  vom  Messen,  und  zwar  sind  die  successiven  Gegenstände: 
die  Messungsmethoden  ttberhaupt,  einzeln  Messung  von  Winkeln,  von 
Schwingungen,  von  Eräfteparen,  Eigenschaften  der  Kreisströme,  In- 
ductionscoefficienten;  dann  elektrische  Messungen,  und  zwarElektro- 
metrie,  Messung  von  Strömen,  Yergleichung  von  Widerst&nden,  Mes- 
sung von  elektromotorischen  Kräften ,  von  Capadtäten,  Dielektrica, 
Gonstanten  der  Rollen,  Messung  von  Widerständen  in  absolutem 
Masse,  Yerhältniss  der  Einheiten  zu  einander;  dann  magnetische- 
Messungen,  und  zwar  magnetisches  Feld,  Magnetisirungsconstanten 
dann  industrielle  Anwendungen  nnd  numerische  Constanten. 

H. 


Handbuch  der  statischen  Elektricität.  Von  E.  Mascart,  Pro- 
fessor am  College  de  France,  Director  der  meteorologischen  Central- 
anstalt  in  Paris.  Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Jgnaz  G.  Wall  en- 
tin, k.  k.  Professor  am  Staatsgjmnasium  im  IX.  Bezirke  Wiens. 
Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Zweiter  Band.  Wien 
1887.    A.  Pichler's  Witwe  u.  Sohn.    690  S. 

Der  1.  Band  ist  im  278.  und  17.  litt.  Bericht,  resp.  S.  19  und 
9  besprochen.  Im  2.  Bande  kommen  folgende  Gegenstände  hinzu : 
conductive  Entladungen,  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  der  Eiek- 
tridtat, dismptive  Entladungen,  Dauer,  Schlagweite  des  Funkens, 
Formen  der  Entladungen,  elektrische  Versuche  und  Eigenschaften 
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des  Funkens,  Lichtwirkangen  der  Entladung,  ^ektrisohe  Bewegun- 
gen, physiologische,  chemische  Wirkungen,  Magnetisirung  und  In- 
duction  durch  die  Entladung;  Maschinen,  Beibungsmaschinen,  Ifo- 
schinen,  welche  auf  die  Influenzwirkung  und  die  Uebertragung 
gegründet  sind,  Inductionsapparate,  Yergleichung  der  Elektrisirma- 
schinen,  Elektricitätsquellen,  Gontactelektricit&t,  Spannungsreiheo, 
elektrostatische  Erscheinungen  in  den  8&ulen,  thermoelektrische  Er- 
scheinungen, Gesetze  der  Fortpflanzung  der  Elektricität,  Pyroelek- 
tricität,  mechanische  und  physikalische  Wirkungen,  Yerdajnpfnng, 
chemische  Erscheinungen,  physiologische  Elektricität,  elektrocapillare 
Erscheinungen,  atmosphärische  Elektricität.  H. 


Elementare  Vorlesungen  Aber  Elektrizität  und  Magnetismus  von 
Silvanus  P.  Thompson,  Professor  der  Physik  amtechnical  Col- 
lege zu  London.  Autorisirte  deutsche  üebevsetzung  auf  Oroad  der 
neuesten  (28.)  Auflage  des  Originals  von  Dr.  A.  Himsledt  Ttt- 
hingen  1887.    H.  Laupp.    487  8. 

Das  Buch  ist  für  Anfänger  bestimmt  und  beschränkt  sich  rflck- 
sichtlich  der  Anwendung  von  Mathematik  auf  das  Elementarste.  Ea 
soll,  laut  der  Vorrede,  denselben  „eine  klare  und  genaue  Kenntniss 
verschaffen  von  den  Experimenten,  auf  welchen  die  Lehre  von  der 
Elektricität  und  vom  Magnetismus  basirt  ist,  sowie  von  den  Gesetzen, 
welche  dabei  entdeckt  worden  sind.'^  Von  dem  Ziele  klarer  und 
exacter  Kenntniss  bleibt  indes,  wie  wir  nicht  anders  sagen  können, 
die  gegenwärtige  Darstellung  weit  entfernt.  Manche,  auch  vom  Ver- 
fasser erkannte  Schwierigkeit  liegt  in  der  Natur  des  Gegenstandes 
selbst,  welche  eine  schrittweise  Entwickelung  der  Lehre  nicht  zu- 
lässt.  Die  so  äusserst  verschiedenartigen  Erscheinungen  stehen  ohne 
Theorie  in  keinem  sichtlichen  Zusammenhange,  sind  daher  nicht  be- 
lehrend, die  Theorie  aber  beruht  auf  Erscheinungen  in  ziemlich 
grossem  Um£ange.  Da  sich  also  beides  nicht  trennen  lässt,  so  ist 
die  Anordnung  getroffen,  dass  in  einem  ersten  Teile  nur  die  wich- 
tigsten experimentellen  Facta,  einzeln  von  der  Beibungselektricitftty 
vom  Magnetismus  und  von  den  elektrischen  Strömen  beschrid^en 
werden,  dann  im  zweiten  Teile  die  Theorie  nebst  technische  An- 
wendung in  9  Abschnitten,  nämlich  Elektrostatik,  Elektromagnetis- 
mus, Messung  der  Ströme,  Wärme,  Licht  und  Arbeit  der  elektrischen 
Ströme,  Thermoelektricität^  Elektrooptik ,  Inductionsströme,  Elektro- 
chemie, Telegraphen  und  Telephone  —  folgt.  Am  Schlüsse  sind  su 
jedem  Capitel  eine  Reibe  von  Uebungsauigaben  au^estellt,  einige 
mit  Angabe  des  Resultats.  H. 
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Pbytikaliseh«  Einheiten  und  Gonstanten.  Voa  J.  D.  Everett 
M.  A.,  Mitglied  der  Boyal  Societies  in  London  nnd  Edinborgh,  Pro- 
fessor der  Physik  in  Beifast  Nach  der  dritten  enf^chen  Aasgabe 
QBter  ZnstiHimnng  des  Verfassers  den  deutschen  YerhAltaiss»  an- 
gepaaet  dnrch  Dr.  P.  Chappnis,  Savant  attach^  an  Bureau  iiU«r- 
nati(»al  des  poids  et  mesares,  und  Dr.  O.  Kreichgauer,  Assi- 
stent.   Leipzig  1886.    Johann  Ambroaina  Barth.    126  B. 

Der  Hauptinhalt  des  Baches  ist  eine  geordnete  Zusammenstel- 
lung der  wichtigsten  und  am  meisten  feststehenden  physikalischen 
Grössenangaben  in  den  Grundeinheiten,  Centimeter,  Gramm,  Secnnde, 
nebst  ihren  Relationen.  Voraus  geht  die  Theorie  der  Einheiten; 
dann  folgen  die  Constanten  und  Relationen  der  Mechanik ,  Hydro- 
statik, Elasticität,  Astronomie,  Akustik,  Optik,  Wärme,  Magnetismus, 
Elektriciät  Alle  eingeführten  Elemente  sind  nach  Wesen  und  Be- 
deotung  ausreichend,  exact  nnd  leicht  verständlich  erklärt  Wiewol 
der  Verfasser  alle  jene  physikalischen  Zahlen  nur  als  Beispiele  far 
den  Gebranch  der  Einheiten  gelten  lassen  will,  so  kann  deren  Zu- 
sammensteUung  sehr  wo!  auch  den  weitem  Anspruch  machen,  einem 
unzählig  oft  eintretenden  Bedttrfniss  beim  Rechnen  als  Hifsmittel  zu 
dienen.  Die  Uebersetzer  haben  zugunsten  der  Verbreitung  in  Deutsch- 
land, ohne  wesentliche  Aenderung  des  Originals,  den  exclusi?  engli- 
schen Charakter,  weicher  sich  namentlich  in  Bevorzugung  englischer 
Untersuchungen  zeigte,  zu  mindern  gesucht.  H. 


Handbuch  der  physikalischen  Massbestimm  nngen.  Von  Dr. 
B.  Weinstein,  Privat-Docent  an  der  Universität  zu  Berlin  und 
Hilfsarbeiter  bei  der  Eaiserl.  Normal- Aichungs-Commission.  Zweiter 
Band.  Einheiten  und  Dimensionen,  Messungen  für  Längen,  Massen, 
Volumina  und  Dichtigkeiten.    Berlin  1888.    Julius  Springer.    552  S. 

Der  1.  Band,  welcher  die  Ausgleichung  der  Messungsfehler  lehrt, 
ist  im  17.  litt  Bericht  S.  10  besprochen.  Der  Inhalt  des  zweiten 
ist:  Theorie  der  Einhdten  und  Dimensionen,  und  zwar  Einheiten 
und  Dimensionen,  Rechnen  mit  Einheiten,  die  praktischen  Einheis- 
betrige;  dann  mechanische  Messungen,  und  zwar  das  Principielle 
der  Vorrichtungen  nnd  Methoden  bei  Längenmessungen,  Ausfahrung 
einfadierer  Längenmessungen,  Abbildung  vermittelst  optischer  Instru- 
mente, Längenmessungen  auf  Apparaten  mit  optischen  Einrichtun- 
gen^ die  geometrisch  mechanische  Einrichtung  von  Längenmeseungen, 
Einflass  von  elastischen  Deformationen  auf  die  Länge  von  Strecken, 
die  optische  Einrichtung,  Bestimmung  der  Teilungsfehler  von  Mass- 
stäben und  Scalen,  Bestimmung  von  Schraubenfehlern,  Pointirungs- 
und  Schätzungsfehler,  Bedeutung  der  Wägungen  als  Massenbestim- 
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mangen,  Gfewichtssätse  und  deren  ünteraachnng,  Einrichtnng  nnd  Theo- 
rie der  Waage,  Massenbestimmang  durch  Wftgnngen,  Theorie  und  Ein- 
richtnngf  Wägungen  in  der  Luft  zu  Massenbestimmungen,  Volnmen- 
und  Dichtigkeitsbefitimmnngen.  Es  ist  Qberall  erst  das  Wesen  der 
betreffenden  Massbestimmnng  dargelegt,  dann  sind  die  zugehörigen 
Instrumente  und  Apparate  beschrieben,  hierauf  ist  die  nötige  theore- 
tische EntWickelung  für  die  Rechnung  vorgenommen,  meist  mit  einer 
Untersuchung  der  Fehlerquellen  unter  Angabe  der  zur  Yermeidang 
der  Beobachtungsunsicherheiten  nötigen  Yorsichtsmassregeln.  Die 
Lltteraturangaben  machen  nur  da  Anspruch  auf  Vollständigkeit,  wo 
die  betreffenden  Arbeiten  benutzt  worden  sind.  H. 


Die  Elektridtat  des  Himmels  und  der  Erde.  Von  Dr.  Alfred 
Ritter  von  Urbanitzky.  Mit  400  Illustrationen.  Wien,  Pest, 
Leipzig  (1888).    A.  Hartleben. 

Der  Titel  des  Werkes  hat  nicht  den  Sinn,  den  Gegenstand  des- 
selben auf  die  natürlichen  Erscheinungen  der  Elektricität  zu  be- 
grenzen. Es  behandelt  vielmehr  die  gesamte  Elektricit&tslehre  und 
scheint,  nach  der  1.  Lieferung  zu  urteilen,  zur  Vorbereitung  der 
Kenntniss  im  Volke  bestimmt  zn  sein.  Das  Ganze  soll  in  18  bis  20 
Lieferungen  erscheinen,  deren  erste  3  Bogen  gibt  H. 


Praktische  Physik,  Zeitschrift  für  Elementarphysiker,  Studirendo 
der  Physik,  Mechaniker,  Optiker  u.  s.  w.  und  Organ  für  den  physi- 
kalischen Unterricht.  Unter  Mitwirkung  hervorragender  Autorit&ten 
und  bewährter  Fachmänner  herausgegeben  von  Dr.  Martin  Krieg. 
I.  Jahrgang  1888.    A.  u.  R.  Faber  in  Magdeburg. 

Diese  neue  Zeitschrift  erscheint  in  monatlichen  Heften  von  16 
bis  24  Seiten.  Sie  hat  sich  zur  Aufgabe  gemacht  „die  Interessen 
aller  derer  zu  fördern,  die  direct  oder  indirect  mit  der  Praxis  der 
Physik  in  Verbindung  stehen.^^  Die  darin  enthaltenen  Aufsätze  sind 
vorwiegend  dem  physikalischen  Unterrichte,  namentlich  den  Demon- 
strationsexperimenten, gewidmet,  doch  finden  auch  Mitteilungen  aber 
Versuche,  Apparate  und  deren  Verbesserungen  ohne  diese  Beziehung 
Platz.  Ausser  den  Aufsätzen  enthält  jedes  Heft  Litteraturanzeigen, 
Inhaltsverzeichnisse  und  Besprechung  von  Büchern,  Vereinsnach- 
richten, Fragen  und  Correspondenzen.  H. 
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Vermischte  Schriften. 

The  Journal  of  the  College  of  Science,  Imperial  University, 
Japan.  Vol.  I.  part.  IV.  Vol.  IL  part  I.  IL  IIL  Tokyo  1887, 
1888.    Pnblished  by  the  nniversity. 

Die  ersten  2  Hefte  geben  Fortsetzangen  der  im  21.  litt  Bericht 
S.  13.  anfgefohrten  Untersachongen  des  Prof.  Seikei  Sekiya  über 
Erdbeben.    Die  Arbeiten  sind  betitelt: 

Ein  Modell,  welches  die  Bewegung  eines  Erdteilchens  w&hrend 
eines  Erdbebens  zeigt. 

Erdbebenmessaugen  der  letzten  Jahre  besonders  bezüglich  auf 
verticale  Bewegung. 

Der  erstem  ist  das  vom  Seismographen-Apparat  gezeichnete 
dreifache  Diagramm  der  verticalen,  westöstlichen  und  sUdnördlichen 
Bewegung  beigefügt 

Ausserdem  enthält  das  letztgenannte  Heft  die  deutsche  Arbeit: 
R  Fuisawa:   lieber  die  Darstellbarkeit  willkürlicher  Functio- 
nen durch  Reihen,  die  nach  den  Wurzeln  einer  transcendenten  Glei- 
chung fortschreiten. 

C.  6.  Enottund  A.  Tunakadate:  Eine  magnetische  Unter- 
suchung von  ganz  Japan. 

Die  übrigen  Artikel  handeln  von  Japans  Laudesproducten. 

H. 

Proceedings  of  the  Ganadian  Institute.  Toronto.  Being  a  con- 
tinaation  of  the  „Ganadian  Journal'^  of  Science,  Litteratnre  and 
History.  Third  series.  Vol.  V.  Toronto  1888.  The  Gopp.  Glark. 
Gompagny  Limited. 

Der  5.  Band  enthält  in  2  Heften  folgende  mathematische  und 
physikalische  Arbeiten. 

G.  Fessenden:  Ein  neuer  Planimeter. 

Rosebrugh:  Doppelte  Telephonie. 

J.  Ives:  Geologie  in  den  öffentlichen  Schulen  H. 

Annual  report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  In- 
stitution, showing  the  Operations,  expenditurcs  and  conditions  of  the 
Institution  for  the  year  1884.  1885.    Washington. 

Jeder  von  beiden  Jahrgängen  enthält  einen  Bericht  von  George 
F.  Barker  über  die  Fortschritte  der  Physik  nach  europäischen 
Zeitschriften.  H. 
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Balletill  of  the  Philosophical  Society  of  Washington.  Vol.  X. 
1887.  Containing  the  minutes  of  the  Society  and  of  the  Mathema- 
tical  Section  for  the  year  1887 ;  together  with  the  proceedings  of 
the  Baird  Memorial  Meeting  and  an  index  to  the  first  ten  Tolumes. 
Puhlished  hy  the  co-operation  of  the  Smithsonian  Institation.  Wash- 
ington 1888. 

Es  wird  über  12  Sitzungen  der  mathematischen  Section  be- 
richtet. Die  daraus  hervorgegangenen  Arbeiten  sind  andern  Zeit- 
schriften zor  Pnblication  abergeben  und  im  gegenwärtigen  Bericht 
nur  kurze  Mitteilungen  darüber  gemacht.  Sie  betrafen  statistische 
und  Wahrscheinlichkeitsfragen,  die  Methoden  der  Winkeldreiteilung, 
die  Integration  von  Differentialgleichungen,  welche  periodische  Inte- 
grale zulassen,  Euler's  (Lambert's)  Theorem  in  Anwendung  auf  Be- 
rechnung von  Kometenbahnen,  die  Constante  P  in  Beobachtungen 
des  Erdmagnetismus,  die  Abkühlung  einer  homogenen  Kugel,  die 
Bahn  des  Hyperion,  die  Wirkung  zweier  Elemente  eines  elektrischen 
Stromes  und  die  Methoden  Zahlen  zu  finden,  deren  nte  Potenzen 
eine  Summe  haben,  die  wieder  nte  Potenz  ist,  nebst  Beispielen  bis 
n  «  5.  H. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  XIV.  Amsterdam  1887. 
Sikken  u.  Co. 

Der  Inhalt  des  14.  Bandes  ist: 

P.  H.  Schonte:  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes, 
auf  den  von  einem  Centrnm  aus  2  Kräfte  ar-^  und  &r~»»  (m,  n  ganze 
Zahlen)  wirken,  und  der  eine  gegebene  Anfangsgeschwindigkeit  nor- 
mal zum  Radiusvector  hat.  (Preisfrage)  (Fortsetzung  des  Artikels 
im  13.  Bande.) 

F.  J.  van  den  Berg:  CJeber  eine  Frage  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie. —  Ueber  solche  Systeme  zweier  Kreise  in  der  Ebene 
oder  auf  der  Kugel  oder  auch  zweier  coaxialen  Ellipsen  in  der  Ebene, 
dass  sich  ein  Vieleck  in  die  eine  und  um  die  andre  Curve  beschreiben 
Jässt. 

J.  de  Vries:  lieber  ebene  Curven  4.  Ordnung  mit  2  Doppel- 
punkten. 

C.  Stolp:  Eine  Formel  aus  der  analytischen  Geometrie.  Bi- 
bliographie. H. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  11.  Stockholm  1888.  F.  u.  G.  Beijer.  Beriin,  Mayer  u. 
Müller.    Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  ist: 


Digitized  by 


Google 


LUierüriadkär  Bwiekt  XXVL  24 

£.  Fi  Card:  Beweis  eines  allgemeinen  Satzes  ttber  die  einfftr- 
migen  Fnnctionen,  welche  durch  eine  algebraische  Relation  verbun- 
den sind. 

£.  Stranss:  Eine  Yerallgemeinernng  der  dekadischen  Schreib- 
weise nebst  fanctionentheoretischer  Anwendung. 

M.  Lerch:  Note  ttber  die  Function  ß(u7,  ar,  «). 

Brnns:  lieber  die  Integrale  des  Yielkörper-Problems. 

K.  Heun:  Zur  Theorie  der  mehrwertigen  mehrfach  linear  ver- 
knüpften Functionen. 

K.  Schwering:  Eine  Eigenschaft  der  Primzahl  107.  —  Unter- 
suchungen über  die  Normen  complexer  Zahlen. 

Sir  W.  Thomson:  Uebcr  die  Teilung  des  Raumes  mit  klein- 
ster Teilungsfläche. 

£.  Goursat:  lieber  eine  Trausformationsweise  der  Minimal- 
flächen.   2.  Aufsätze. 

A.  Hur  Witz:  lieber  die  Entwickelung  complexer  Grössen  in  Eet- 
tenbrüche. 

L.  Sylow:  lieber  die  transitiven  Gruppen,  deren  Grad  das 
Quadrat  einer  Primzahl  ist. 

J.  F.  Söderberg:  Beweis  des  Fundamentaltbeorems  von  Galois 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Lösung  der  Gleichungen. 

0.  Staude:  lieber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
einer  Rotationsfläche. 

H.Weber:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (zweite 
Abhandlung). 

R.  V.  Lilienthal:  Bemerkung  über  diejenigen  Flächen,  bei 
denen  die  Differenz  der  Hanptkrümmungsradien  constant  ist. 

J.  Ptaszycki:  lieber  die  algebraische  Integration  der  algebrai- 
schen Differentiale. 

Nachricht  über  die  eingegangenen  Arbeiten  für  den  Preis  Os- 
car IL  H. 


Naturwissenschaftliche  Wochenschrift.  Redaktion:  Dr.  H.  Po- 
toni^.    IL  Band.    Berlin  1888.    H.  Riemann. 

Jede  auf  1  Bogen  in  4^  Format  wöchentlich  erscheinende  Numer 
enthält  Aufsätze,  dann  kleinere  Mitteilungen,  dann  bisweilen  Fragen 
und  Antworten  u.  a.  Die  Gegenstände  sind  sehr  mannichfaltig,  be- 
grenzen sich  anch  nicht  auf  Naturwissenschaft,  wenn  gleich  diese 
den  Mittelpunkt  bildet.  Das  eine  aber  ist  den  Aufsätzen  gemeinsan, 
dass  sie  neuerdings  aufgetauchte  Tagesfragen  in  populärer  Behand- 
lung von  Seiten  competenter  Gelehrten  bringen,  daher  anf  Interesse 
in  weitem  Kreise  wol  rechnen  können.  H. 
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American  Journal  of  Mathematics.  Simon  Newcomb,  Editor 
Thomas  Graig,  Associate  Editor.  Published  ander  the  Ansplces 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Yolnme  X.  Baltimore  1888.  Pa  - 
blication  Agency  of  the  Johns  Hopkins  University. 

Der  Inhalt  des  10.  Bandes  ist: 

J.  Sylvester:  Yorlesongen  über  die  Theorie  der  Reciprocanten. 

Eliakim  H.  Moore:  Algebraische  Flachen,  deren  ebene  Schnitte 
nach  Auffassung  der  n  dimensionalen  Geometrie  unicursal  sind.  ^ 
Ein  in  der  Geometrie  der  Netze  und  Curven  sich  darbietendes  Pro- 
blem angewandt  auf  die  Theorie  der  6  Punkte  mit  vielfach  per- 
spectiven Beziehungen. 

M.  Jenkins:  Ueber  Cayley's  Erweiterung  von  Arbogast's  De- 
rivationsmethode. 

P.  A.  MacMahon:  Eigenschaften  einer  vollständigen  Tafel  der 
symmetrischen  Functionen.  —  Der  Ausdruck  der  Syzygien  unter 
Porpetuanten  mittelst  Partitionen. 

0.  Bolza:  Ueber  binäre  Functionen  6.  Grades  mit  linearen 
Transformationen  in  sich  selbst. 

Cayley:  Ueber  Transformationen  elliptischer  Functionen  (Fort- 
setzung). 

W.  Woolsey:  Symbolische  Behandlung  exacter  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen. 

G  PaxtonYoung:  Lösbare  Gleichungen  5.  Grades  mit  com- 
mensurabeln  Coefficienten. 

D.  Barcroft;  Formen  nicht  singularer  Curven  5.  Grades. 

Frank  Morley:  Ueber  kritische  Centra.  -  Ueber  geometrische 
Folgerungen  aus  algebraischer  Symmetrie. 

Faä  de  Bruno:  Directer  Beweis  der  Jacobi'schen  Formel  der 
kubischen  Transformation. 

P.  Appell:  Flächen  derart,  dass  der  Anfangspunkt  sich  auf 
jede  Normale  (mittelst  der)  in  den  HauptkrQmmangsmittelpunkten 
projicirt. 

£.  Goursat:  Flächen  derart,  dass  die  Summe  der  Hauptkrttm- 
mungsradien  der  Entfernung  eines  festen  Funktes  von  der  Berührungs- 
ebene proportional  ist. 

K.  Heun:  Bemerkungen  über  die  logarithmischen  Integrale  re- 
gulärer linearer  Differentialgleichungen. 

G.  H.  Ghapman:  Ueber  einige  Anwendungen  der  Einheiten 
eines  n  fachen  Raumes. 

G.  Humbert:  Ueber  die  Orientirung  in  den  Systemen  von 
Geraden. 

R.  Liouville:  Ueber  die  geodätischen  Linien  der  Flächen  con- 
stanter  Krümmung. 
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J.  M.  Page:  Ueber  die  primitiven  Transformationsgrappen  im 
Ranme  von  4  DimensioneD. 

W.  G.  L.  Oorton:  Linien-Gongraenzen. 
F.  FrankliD:  Einige  Sfttze  den  Schwerpunkt  betreffend. 

H. 

Revue  der  Fortschritte  der  Naturwissenschaften.  Herausgegeben 
unter  Mitwirkung  hervorragender  Fachgelehrten  von  der  Redaction 
der  „Gaea'^  Dr.  Hermann  J.  Klein.  (Fttnfzehnter  Band.)  Nene 
Folge.  Siebenter  Band.  Nr.  3.  Physik.  Leipzig  1887.  Eduard 
Heinrich  Mayer. 

Nr.  1.  und  2.  sind  im  20.  litt.  Bericht  Seite  48  besprochen. 
Die  gegenwärtige  Lieferang  enthält  eine  Reihe  neuer  Beobachtungen 
und  Entdeckuugen  unter  den  Titeln:  Mechanik,  Akustik,  Optik, 
warme,  Elektricit&t  und  Magnetismus.  An  Stelle  der  Mechanik 
findet  man  vielmehr  Zustands Veränderungen  von  Stoffen.  H. 
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Verla;  von  ß.  F.  Yol^t  in  Weimar. 
Lehrbaek  der 

Optik. 

Dritte  Auflaire 

von  Dr.  F.  W.  Barfuss'  „Populäres  Lehrbuch 
der  Optik,  Katoptrik  und  Dioptrik'S 

vollfltindtg  neu    bearbeitet  von 

Ferdinand  Melsel, 

Direktor  der  gawerblicUen  Zeichenschale  in  Halle  a.  S. 

Mit  Atlas  von  17  Foliotafeln. 
1889.    gr.  8.    Geh.     12  Mark. 
Yerrfttif  in  allen  Bnehhaadlnngen. 


In  unserem  Verlage  erschien: 

Inhaltsverzeichniss 

zu 

Teil  LV— IXX 

irckiT  1er  latkeiatU  ui  FkysiL 

I.  Abt.,   nach  den  Autoren  g:eordnet. 

II.  „       naeh  der  Materie  greordnet. 

Geh.    Preis  1  Mk.  80  Pf. 
Leipzig.  C.  A.  Koch's  Yerlagsbuchhandlung. 

{J.  Seftgbu8c/i.) 

,,Naturwi88en8chaftliche  Wochenschrift"'. 

Redaktion:  Dr.  U.  Potoni^.  —  Terlaip:  Hermann  Riemann,  Berlin. 

Die  „Natarwisseiisehaftliehe  Wochenschrift^^  bringt  allgemein- 
interessante  Aufsätze  und  orientirt  ttber  die  Fortschritte  aus  dem 
Gesamtgebiet  der  Naturwissenschaft  und  ihrer  praktischen  Anwen- 
dung. Auch  dem  sich  für  Naturwissenschaft  intercssirenden  Laien 
ist  die  „Naturwissenschaftliche  Wochenschrift^^  durch  allgemein- 
verständliche Sprache  ein  wertvolles  Organ. 
Preis  vierteljährlich  3  Mk.    —   Man  abonnirt  bei  allen  Postämtern 

und  allen  Buehhandlnngen. 
Mitarbeiter  unter  vielen  anderen:  Prof.  Alöi'ecJUf  Universitäts-Prof. 
Agcherton,  Real-Gymnasialdir.  Bach^  Kgl.  Landesgeol.,  Prof.  Behrendt^ 
Veroid.  Chemiker  d.  Kgl.  Gerichte  u.  d.  Polizei-Präsidiums  zu  Berlin 
Dr.  Bischof  ^  Oborbergrath  Prof.  Dr.  Credner,  Dr.  Dreher ,  Geh.  lU»- 
gierungsrath  Prof.  Dr.  GaUe,  Prof.  Frank,  DDr.  Arthur  u.  Aurel 
Krause,  Dr.  Löw^  Prof.  Nehring^  Kreisphys.  Dr.  Schmitz, 
Prof.  Taachenberg  u.  8.  w. 
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Litterarischer  Bericht 

XXVIL 


Methode  und  Principien. 

Das  Problem  der  Continnitftt  in  Mathematik  and  Mechanik. 
Historische  ond  systematische  Beiträge  von  Dr.  Ferdinand  Au- 
gost Malier,  PriTatdocent  der  Philosophie  an  der  Universität 
Giessen.    Marborg  1886.    N.  G.  Elwert.    123  S. 

Sofern  das  Vorliegende  der  Geschichte  der  Mathematik,  einschl. 
der  Mechanik,  gilt,  erstreckt  sich  dieee  auf  die  Autoren  Descartes, 
Leibniz,  Huyghens,  Cavalleri,  Kant  und  Robert  Mayer.  Wissenschaft- 
liche Objecto  der  Schrift  sind  factisch  drei:  die  Stetigkeit  und  das 
UnTeränderliche  in  der  Substanz  und  in  der  Kraft.  Angeblich  ist 
nur  die  Stetigkeit  zum  Gegenstande  genommen:  die  Zuziehung  der 
zwei  andern  Objecto  motivirt  sich  zunächst  durch  den  Gedankengang 
von  Descartes  und  Leibniz,  in  welchen  eine  unklare  Begriffsmischung 
einspielt  Aber  der  Verfasser  erklärt  sie  sogar  sachlich  far  unum- 
gänglich, und  dies  vermag  am  allerwenigstens  der  fernere  Gang  der 
Schrift  selbst  darzntun ,  der  als  reiner  Abschweif  erscheint  In  der 
Tat  betrachten  wir  fast  nie  eine  Veränderung  ohne  eine  Substanz, 
die  sich  verändert,  und  wenn  keine  solche  bekannt  ist,  so  legt  die 
Sprache  eine  passende  unter.  Die  Unveränderlichkeit  der  Substanz 
mag  also  zur  Auffassung  der  Veränderung  notwendig  oder  doch  eine 
Hflife  sein.  Was  hat  aber  die  Existenz  eines  Constanten  mit  der 
Stetigkeitsfrage  zu  tun?  Wenn  wir  uns  an  die  Schrift  halten,  so 
wird  nur  erwähnt,  dass  Leibniz  eine  Zeitlang  das  Wesen  der  Stetig- 
keit im  Fortbestehen  der  Substanz  gesucht  hat;  sonst  kommt  keine 
Beziehung  beider  Begriffe  vor,  und  auch  jenem  Versuche  schreibt 
der  Verfasser  keine  Fruchtbarkeit  zu.  Ueberlassen  wir  es  indes  dem 
Verüasser,  ob  er  von  einem  oder  von  drei  Dingen  sprechen  will. 

▲nk.  A.  Ibth.  v.  Phyi.    2.  B«ilie,  TeU  VIL  8 
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Charakteristisch  fOr  das  Gkinze  ist:  auf  dem  Titel  steht .  ,,Problein 
der  Continaität^S  and  nirgends  ist  ein  Problem  kenntlich  gemacht. 
Was  ist  gegeben?  was  gesucht?  ist  es  noch  Problem,  oder  eine  Lri- 
sung  bekannt?  glaubt  der  Verfasser  eine  Lösnng  gefunden  zu  haben, 
und  wo  steht  diese?  Von  allem  dem  ist  kein  Wort  zu  lesen.  Ver- 
sucht man  aus  dem  Zusammenhange  zu  erraten,  was  der  Verfasser 
mit  dem  Problem  gemeint  hat,  so  spricht  alles  nur  dafür,  dass  er 
sich  selbst  darüber  keine  Rechenschaft  gegeben  hat.  Als  Erschei- 
nung gegeben  ist  offenbar  die  Stetigkeit  der  Bewegung.  In  der  Tat 
legt  auch  die  Schrift  die  Stetigkeit  dem  Räume  und  der  Zeit  bei, 
aber  ohne  sich  zu  erklären,  ob  sie  damit  ein  Gegebenes  oder  ein 
Resultat  bezeichnen  will.  Gesucht  kann  sein  der  exacte  Begriff  und 
der  brauchbaure,  wissenschaftlich  orfolgreiche  analytische  Ausdruck. 
Diese  sind  Problem  gewesen,  und  manche  verfehlte  Lösungs versuche 
damit  aufgestellt  worden;  heutzutage  sind  sie  es  nicht  mehr.  Der 
Verfasser  lehnt  es  ab  auf  die  Theorie  einzugehen,  was  ihm  offenbar 
gestattet  ist;  wäre  nur  in  seiner  Darstellung  des  historischen  Ent- 
wickelungsganges  eine  Annäherung  an  das  erreichte  Ziel  zu  erken- 
nen. Der  erste  Teil  der  Geschichte  ist  wol  das  Beste  im  Buche: 
hierin  ist  wirkliche  Arbeit  zu  erkennen;  namentlich  ist  die  Auslese 
aus  den  Schriften  von  Leibniz,  ihre  Zusammenstellung  mit  Stellen 
aus  den  übrigen  genannten  Autoren,  ihre  Auffassung  von  Seiten  des 
Verfassers  gemäss  seinem  Themata  instructiv  und  zeugt  von  Fleiss. 
Dass  er  in  der  Geschichte  nicht  weiter  zurück  gegangen  ist,  wird 
ihm  wol  niemand  zum  Vorwurf  maoben  und  brauchte  er  nicht  in 
der  Vorrede  zu  motiviren.  Dass  er  aber,  nachdem  er  erklärt  hat, 
Leibniz  habe  das  Problem  nicht  zu  lösen  vermocht,  von  dessen  Zeit- 
genossen Newton  ganz  schweigt,  dessen  Fluxionstheorie  doch  gewiss 
dem  Ziele  näher  kommt,  als  die  Monadenlehre  des  erstem,  ist  auf- 
fällig genug.  Der  Verfasser  schliesst  vielmehr  den  ersten  Teil  der 
Geschichte  hier  auf  dem  Punkte  des  Miserfolgs  ab  und  eröffnet  den 
zweiten  Teil  mit  der  neuen  Aera,  in  welcher  Kant  die  Frage  von 
höherem  Gesichtspunkte  angegriffen  habe.  Auch  diesem  zweiten 
Teile  müssen  wir  eine  Leistung  zuerkennen ,  nur  ist  es  die  umge- 
kehrte. Wenn  er  die  formale  Logik  und  Metaphysik  in  ihrer  Dürf- 
tigkeit, Schalheit  und  Hohlheit,  dazu  in  ihrem  Hochmut,  der  sie  als 
Quelle  aller  wissenschaftlichen  Entdeckungen  weit  über  die  speciellere 
Untersuchung  stellt,  vor  Augen  führen  wollte,  so  ist  die  Abfassung 
gelungen  zu  nennen.  Die  Satyre  wird  durch  die  begleitende  Lobprei- 
sung der  Metaphysik,  durch  Hervorhebung  der  Bescheidenheit  Kant's, 
der  auch  der  speciellen  Arbeit,  mit  der  er  sich  nicht  befassen  wolle, 
Verdienst  zuerkennt  (!},  noch  verschönert.  Ihre  Wirkung  hätte  nur 
noch  erhöht  werden  können,  wenn  er  die  Caricatur  etwas  gemildert 
und  auf  plausibele  Weise  aus  dem  Schema:  „Quantität:  Allgemeine, 
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Besondere,  Einzelne  —  Qualität:  Bejahende,  Yerndnende,  Unend- 
liche -^  Urteile^^  Sätze  über  Stetigkeit  nnd  Infinitesimahrechnung 
herrorgeleitet  hätte.  Er  zieht  nur  daraus  das  Schema:  1,  a,  oo, 
und  damit  ist  Stetigkeit  und  Unendlichkeit  abgetan.  Dagegen  sticht 
doch  die  Behauptung,  es  sei  durch  Metaphysik  ein  höherer  Stand- 
punkt erreicht,  in  zu  schroffer  Weise  ab.  Grösser  kann  selbst  durch 
die  angefftgte  Betrachtung  über  Mayer's  Entdeckung  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit,  die  er  seiner  Neigung  zur  Metaphysik  ver- 
danken soll,  die  Caricatur  nicht  werden.  Ob  nun  der  Verfasser  mit 
oder  ohne  Absicht  eine  Satyre  geschrieben  hat,  mag  immer  noch 
zweifelhaft  bleiben ;  es  gibt  Leute  genug ,  welche  die  Ironie  für 
Wahrheit  nehmen,  und  andere,  welche  der  formalen  Logik  und  Meta- 
physik alle  Ehre  erweisen,  bloss  um  damit  verschont  zu  werden, 
somit  ist  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  er  auf  beiderlei 
Leser  gerechnet  hat  Hoppe. 


Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  Von  Richard  Dede- 
kind,  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
"Atl  6  avfrgtBTiog  dg^d-fifirKti.  Braunschweig  1888.  Friedrich 
Vieweg  u.  Sohn.    58  S. 

Auf  diese  Frage  gibt  der  Verfasser  im  Vorwort  die  Antwort: 
„Die  Zahlen  sind  freie  Schöpfungen  des  menschlichen  Geistes,  sie 
dienen  als  ein  Mittel,  um  die  Verschiedenheit  der  Dinge  leichter 
uud  schärfer  aufzufassen.^^  Dieser  Satz  ist  ziemlich  unbestimmt  und 
charakterisirt  nicht  sichtlich  das  Folgende;  er  sei  daher  ohne  Ein- 
wand übergangen.  In  näherer  Beziehung  zur  Schrift  steht  die  Aus- 
sage: „Diese  Schrift  kann  Jeder  verstehen,  welcher  das  besitzt,  was 
man  gesunden  Menschenverstand  nennt.'^  In  der  Tat  zeichnet  sich 
die  Abfassung,  bis  auf  wenige,  aber  sehr  bedeutungsvolle  Ausnah- 
men, durch  bewundernswerte  Umsicht  und  Schärfe  aus;  mit  äusser- 
stem  Fleisse  ist  für  den  Leser  gesorgt,  dass  er  nichts  zur  Auffiissung 
nötige  vermissen  soll;  andrerseits  ist  auch  Kunst  und  Umsicht  dazu 
verwandt,  die  Namen  der  noch  zu  erklärenden  Begriffe  zu  meiden; 
während  doch  der  Leser  jenen  Begriffen  beständig  begegnet  und  sie 
zur  Auffassung  nicht  entbehren  kann.  Hiermit  mag  soviel  erreicht 
sein,  dass  jeder  Leser  auf  den  ersten  10  Seiten  dem  Vortrage  leicht 
folgt  nnd  die  Meinung  gewinnt  alles  verstanden  zu  haben.  Weiter- 
hin wird  es  ihm  nicht  so  leicht  gemacht;  er  befindet  sich  in  der 
Lage  eines  Wanderers,  dem  der  Führer  lange  auf  ebener  Strasse  mit 
der  Laterne  vorgeleuchtet  hat,  nun  aber,  wo  der  zerklüftete  Weg 
kommt,  bei  Annäherung  an  die  ge&hrlichen  Stellen  die  Laterne 
auslöscht    Die  Abhängigkeit  einmal  definirter  und  fremdartig  be- 
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nannter  relativer  Begriffe  wird  nicht  mehr  ansgesprochen,  man  moss 
heständig,  um  einen  Sinn  zu  finden,  die  Gitate  vergleichen,  und 
schliesslich  bleibt  nach  vielem  Hinundhersehen  allerhand  zweifel- 
haft. Was  der  Verfasser  im  Vorwort  an  Widerwärtigem  einräumt, 
ist  dagegen  unerheblich  und  trifft  nicht  einmal  zu.  £r  sagt,  man- 
cher Leser  würde  in  den  vorgeführten  schattenhaften  Gestalten  kaum 
seine  Zahlen  wieder  erkennen,  Im  Gegenteil  würde  man  die  ge- 
gebenen leeren  Rahmen,  um  doch  etwas  dabei  zu  denken,  kaum  an- 
ders auszufüllen  wissen  als  durch  die  bekannten  Zahlen.  Femer 
sagt  er,  mancher  Leser  würde  durch  die  lange  Reihe  von  Schlttssen 
und  durch  die  Zergliederung  dessen,  was  er  in  der  Kürze  voilständig 
und  sicher  zu  verstehen  glaubt,  abgeschreckt  und  ungeduldig  wer- 
den. Hierzu  ist  die  Abfassung  nicht  angetan.  Die  geschickte  und 
sichere  Handhabung,  der  durcbschauliche  Fortschritt  bei  beständiger 
Offenherzigkeit  üben  einen  dauernden  Reiz,  der  Ungeduld  nicht  auf- 
kommen lässt,  und  erweckt  Hoffnung  neue  Seiten  des  bekannten 
Gegenstands  kennen  zu  lernen.  Erst  nach  Durchlesung  und  Durch- 
studiren  des  Ganzen  wird  man  leider  gewahr,  dass  man  in  dem 
schönen  Aufbau  kein  neues  Licht  über  die  Zahlen  gewonnen  hat, 
sondern  nur  durch  eine  geistige  Gymnastik  unterhalten  worden  ist, 
die  mitunter  auch  zu  Falle  bringen  kann. 

Nach  dieser  Schilderung  des  Eindrucks  der  Schrift  wenden  wir 
uns  zur  Prüfung  des  Einzelnen.  Um  der  Natur  der  hier  gebrauchten 
Methode  willen  ist  Folgendes  im  voraus  zu  bemerken.  Es  leuchtet 
ein  und  hat  wol  noch  niemand  zu  bestreiten  versucht,  dass  Bedin- 
gungen einen  Begriff  nur  dann  zu  bestimmen  vermögen,  wenn  der 
positive  Inhalt  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann.  Sie  be- 
grenzen stets  nur  Bekanntes  gegen  Bekanntes.  Die  Kreisfläche  wttrde 
durch  den  Kreis  nicht  bestimmt  werden,  wenn  der  Begriff  der  Ebene 
unbekannt  wäre.  Auch  Beispiele  zum  Beleg  der  Existenz  des  posi- 
tiven Inhalts  können  den  Mangel  nicht  ersetzen.  Dies  berücksich- 
tigt der  Verfasser  im  Anfang,  indem  er  zur  Erläuterung  des  Be- 
griffes eines  Systems  vorher  an  die  „Dinge'^  erinnert,  die  zum  Sy- 
steme zusammengefasst  werden.  Es  fragt  sich  aber:  Ist  hiermit  der 
ganze  Inhalt  kund  getan?  Zunächst  wird  man  an  vorliegende  Dinge 
von  fester  Anzahl  denken,  und  an  andre  wird  auch  nicht  erinnert. 
Doch  ist  auch  der  Sinn  von  Systemen  %,  og,  . . .  oh  für  allgemeines 
n  bekannt  und  mit  keinem  Worte  ausgeschlossen.  Lässt  man  aber 
einmal  zu,  dass  nicht  die  Dinge,  sondern  nur  das  Gesetz  ihrer  Bil- 
dung gegeben  sind,  so  kann  man  auch  die  Gesamtheit  aller  Punkte 
auf  einer  Linie,  Fläche  u.  s.  w ,  die  keine  Anzahl  haben,  ein  System 
nennen,  und  nichts  gibt  Gewähr,  dass  der  Verfasser  den  Begriff 
nicht  auf  Ungedachtes  und  Undenkbares  anwendet.     Hieraus  ist  er- 
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sichtlich,  dasB  der  Begriff  „System'^   wofern   er  nicht  ausdrttcklich 
anf  anszählbaro  Dinge  beschränkt  wird,  diejenige  Bestimmtheit  ent-  I 

behrt,  welche  der  Basis  einer  streng   logischen  Theorie  zukommen  \ 

mnss,  dass  der  Zahlbegriff  schon  zngronde  li^t,  wenn  der  System- 
begriff zur  Klarheit  gelaugt,  dass  es  also  eine  didaktische  Verkehrt-  | 
heit  ist,  jenen  aus  diesem  ableiten  zu  wollen.  Bis  §.  3.  und  viel-  I 
leicht  noch  weiter  steht  nichts  entgegen  die  genannte  Beschränkung 
festzohalteu.  Es  folgt  eine  Reihe  von  Erklärungen,  Sätzen  und  Be- 
weisen. „Abbildung''  hat  die  gewöhnliche  Bedeutung.  „Echter  Teil 
eines  Systems^^  heisst  ein  solcher,  der  dem  ganzen  nicht  gleich  ist, 
während  „Teil''  selbst  das  genannt  wird,  was  man  als  echten  Teil 
nicht  zu  denken  weiss.  „Aehnlich''  heisst  hier  eine  eindeutig  um- 
kehrbare Abbildung,  was  sich  aus  keiner  bekannten  Bedeutung  des 
Wortes  entnehmen  lässt.  „Abbildung''  in  sich  selbst"  ist  gleich- 
bedentend  mit  Permutation.  Soweit  und  nicht  weiter  wird  eine  ge- 
wöhnliche Fassnngsgabe  beansprucht  Jetzt  wird  die  Erklärung  ge- 
geben: „JST  heisst  eine  Kette,  wenn  K'  Teil  von  K  ist"  -—  mit  der 
Bemerkung,  dass  durch  vorher  bestimmte  Abbildung  (bezeichnet 
durch  Function  q>)  K  in  K*  übergegangen  zu  denken  ist.  Diese 
Bemerkung  zeigt  die  erste  Relativität  des  Begriffs  an,  die  jedoch  bei 
dessen  Anwendung  nie  ausgesprochen  wird.  Ihr  zufolge  stellt  sich 
nun  die  Frage  ein:  Wie  können  dann  irgend  2  Systeme  K  und  K^ 
Ketten  sein?  In  der  Analysis  ist  durch  q>{x)  auch  q>{y)  definirt.  Im 
Vorliegenden  hingegen,  wo  nur  an  tabellarisch  gegebene  Abbildungen 
gedacht  wird,  hat  dasselbe  fp  fflr  verschiedene  x  keinen  Sinn.  Wäre 
also  die  Eigenschaft  der  Kette  nur  von  q>  abhängig,  so  mflsste  K^ 
Teil  von  K  sein.  Aus  dem  Zusammenhange  ist  zu  ersehen,  dass  K 
Teil  eines  Systems  8  sein  soll;  dann  sind  alle  Ketten  als  Teile  von  S 
zweitens  von./S  abhängig,  und  wenn  etwa,  was  gestattet  ist,  S  die  ganze 
Welt  bedeutet,  so  muss  eine  Tabelle  der  Abbildungen  <p  so  lang,  dass 
kein  Buch  sie  fasst,  bekannt  sein,  um  nur  bezüglich  auf  ein  spe- 
cielles  tp  eine  beliebige  Kette  zu  denken.  Diese  zweite  Relativität 
ist  gar  nicht  ausgesprochen.  Hierzu  kommt  nun  eine  dritte  durch 
eine  Einführung.  Kette  von  J,  einem  Teile  von  8^  heisst  „die  Ge- 
meinheit aller  derjenigen  Ketten,  von  welchen  A  Teil  ist"  Eine 
solche  Lehre,  meint  also  der  Verfasser,  könne  Jeder  verstehen,  der 
gesunden  Menschenverstand  besitzt  Eher  wäre  es  begreiflich,  dass 
jemand,  der  mit  so  complicirten  Begriffen  von  dreifacher  Relativität 
operirt,  sich  vor  jeder  Controle  sicher  glauben  könnte.  Der  bald 
folgende  zu  rügende  Fehler  indes  verbirgt  sich  nicht  hinter  diese 
Schwierigkeit,  sondern  stellt  sich  ganz  offen  dan  In  Nr.  64.  wird 
erklärt:  „Ein  System  8  heisst  unendlich,  wenn  es  einem  echten  Teile 
seiner  selbst  ähnlich  ist."  Bedingung  dafür  ist,  dass  in  irgend  einer 
Abbildung  8*  jedem  verschiedenen  Elemente  von  8  ein  verschie- 
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dcnes  Element  von  S^  entspricht,  dass  ferner  jedes  Element  von  S' 
in  /S,  aber  nicht  jedes  Element  von  S  in  S*  enthalten  ist.  Dies  ist 
ein  offenbarer  Widerspruch,  wofern  wir  an  der  oben  genannten  Be- 
schränkung des  Systembegriffs,  unter  der  allein  er  durch  Aufweisang 
seines  Inhalts  klar  ist,  festhalten.  Dem  entgegen  wird  nun  in  Nr.  66. 
die  Behauptung  aufgestellt :  „Es  gibt  unendliche  Systeme.^^  Der  an- 
gebliche Beweis  vcrlässt  gleich  von  Anfang  den  objectiven  Boden, 
der  für  Evidenz,  für  einen  zwingenden  Beweis,  stets  gefordert  wird. 
8  soll  ,,meine^' Gedankenwelt,  tlie  Abbildung  5'  „mein^' Denken  der- 
selben Gedanken  sein.  Nun  ist  aber  die  Gedankenwelt  eines  Men- 
schen nur  znmteil  objectiv,  d.  h.  lässt  sich  von  allen  Menschen  in 
identischem  Sinne  auffassen.  Nur  soweit  dies  der  Fall  ist,  kann  von 
exacter  Uebertragung  der  Gedanken  vom  Verfasser  auf  den  Leser 
die  Rede  sein.  Der  übrige  Teil  ist  zur  Zeit  ein  auf  das  Subject 
besehräuktos  psychisches  Phänomen,  das  für  den  Leser  keine  in- 
tellectuelle  Geltung  hat.  Mehr  als  irgendwo  tritt  dies  in  der  ent- 
scheidenden Frage  hervor:  Enthält  S  ein  Element,  das  in  iS'  nicht 
enthalten  ist?  Als  Beispiel  —  und  wir  müssen  betonen,  als  einziges 
Beispiel  im  ganzen  Buche,  mit  dem  alles  steht  uud  fällt  —  führt 
der  Verfasser  an:  das  Ich.  Dieses  als  Original  aller  Gedanken  des 
Ich  steckt  freilich  nicht  in  S\  aber  auch  nicht  identisch  im  S  des 
Lesers,  beides  aus  gleichem  Grunde,  weil  es  kein  Gegenstand  sein 
kann.  Ein  Beispiel,  das  für  alle  Menschen  in  gleichem  Sinne  gälte, 
ist  nicht  aufgewiesen,  demnach  bleibt  die  Behauptung  (66.)  anbe- 
gründet. Jetzt  kann  es  sich  noch  um  die  Anwendung  des  Satzes 
66.  handeln,  da  diese  noch  immer  richtig  und  anderweit  begründet 
sein  könnte.  Es  wird  erklärt:  „Ein  System  N  heisst  einfach 
unendlich ,  wenn  es  eine  solche  ähnliche  Abbildung  <p  von  iV 
in  sich  selbst  gibt,  dass  N  als  Kette  eines  Elements  erscheint,  wel- 
ches nicht  in  (p(N)  enthalten  ist.^'  Dieses  Element  wird  mit  dem 
Symbol  1  bezeichnet;  die  vorstehende  Erklärung  soll  also  den  Be- 
griff der  Einheit  dcfin^ren.  Es  folgt  der  Satz:  „In  jedem  anend- 
lichen Systeme  S  ist  ein  einfach  unendliches  System  N  als  Teil  ont- 
halten.*^  Der  Beweis  stützt  sich  auf  Nr.  64.  zum  Nachweis  der  Exi- 
stenz des  Elements  1,  sofern  die  Eigenschaft  von  S  zur  Voraus- 
setzung gemacht  ist.  Ist  aber  die  Eigenschaft  widersinnig,  so  ist  es 
auch  die  Behauptung,  und  zwischen  Unsinn  und  Unsinn  einen  strengen 
Zusammenhang  zu  statniren  ist  ein  logischer  Fehler.  Es  war  des- 
halb doch  nötig  sich  auch  auf  Satz  66.  zu  berufen,  der  noch  unbe- 
wiesen ist.  Auch  mit  dieser  Widerlegung  wollen  wir  uns  nicht  be- 
gnügen; die  Erklärung  gibt  an  die  Hand  zu  versuchen,  ob  die  Ein- 
heit, also  ein  objectives  Element,  im  Beweise  des  Satzes  66.  als 
Beispiel  gebraucht  werden  könnte.  Die  unendliche  Zahlenreihe  1, 
2,   3,  ...   sei  das  System  Sj  jedes  Element  werde  durch  Addition 
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von  1  abgebildet,  es  sei  also  8*  das  System  2,  3,  4  ...  Ersteres 
enthält  alle  Zahlen,  mithio  das  ganze  System  5';  letzterem  fehlt  das 
Element  1 ,  und  damit  ist  die  Bedingung  erfüllt.  Der  Trugschluss 
ist  ein  sehr  bekannter  und  oft  gerügter.  Dor  Begrifl  des  Systems 
ist  nur  für  fertig  vorliegende  Objecto  erklärt,  die  unendliche  Zahlen- 
reihe aber  liegt  nicht  fertig  vor,  im  erklärten  Sinne  gibt  es  also  kein 
solches  System.  Wollen  wir  den  Begriff  nach  Bedarf  erweitern,  so 
müssen  wir,  um  die  Gesamtheit  der  Elemente  eiuzuschliessen,  statt 
ihrer  die  Fähigkeit  sie  zu  bilden  setzen.  Bilden  wir  die  Elemente 
und  zugleich  ihre  Abbildung,  so  entspricht  jedem  n  ein  n^-l  in  S\ 
welches  in  S  nicht  enthalten  ist,  und  zwar  ohne  Aufhören,  folglich 
aligemein,  d.  h.  allgemein,  S'  ist  nicht  Teil  von  S. 

Auf  den  übrigen  Teil  der  Schrift ,  welcher  von  einigen  arith- 
metigchen  Operationen  handelt,  einzugehen,  möchte  wol,  nachdem 
die  Basis  als  fehlerhaft  nachgewiesen  ist,  zwecklos  sein.  Was  der 
Verfasser  mit  dem  Ganzen  hat  erreichen  wollen,  bleibt  durchaus 
dunkel.  Hoppe. 

Die  Eigenschaften  der  Materie.  Von  P.  G.  Tait,  M  A.  Pro- 
fessor der  Physik  an  der  Universität  in  Edinburgh.  Autorisirto 
üebersetzung  von  G.  Siebert.  Wien  1888.  A.  Pichler's  Witwe  u. 
Sohn.    322  S. 

Das  Buch  gibt  eine  populäre  Erläuterung  von  Fragen,  welche 
die  Materie  und  ihre  Eigenschaften  betreffen,  sucht  Vorurteile,  die 
in  minder  gebildeten  Kreisen  herrschen,  zu  berichtigen  und  nach 
gegen  watig  erreichtem  Standpunkt  die  grösst  mögliche  Klarheit  zu 
verbreiten.  Die  vielteiligcn  hier  behandelten  Themata  sind  unter 
folgende  Titel  zusammengefasst :  Hypothesen  über  die  letzte  Structur 
der  Materie,  durch  den  Sprachgebrauch  der  Materie  beigelegte  Eigen- 
schaften, Zeit  und  Raum,  ündurchdringlichkeit ,  Porosität  und  Teil- 
barkeit, Trägheit,  Beweglichkeit  und  Centrifugalkraft,  Gravitation, 
Deformabilität  und  Elasticität,  Zusammendrückbarkeit  der  Gase, 
Flüssigkeiten,  fester  Körper  und  deren  Starrheit,  Cohäsiou  und 
Gapillarität,  Diffusion,  Osmose,  Transpiration,  Zähigkeit  u.  s.  w., 
Aggregation  der  Massenteilchen.  In  den  meisten  hieran  geknüpften 
Fragen  ist  der  heutige  Standpunkt  der  Wissenschaft  noch  weit  von 
seinem  Ziele  entfernt.  Ist  es  nun  überhaupt  geboten,  Lehren  der 
Wissenschaft  einem  Laienpnblicum  erst  dann  mitzuteilen,  wenn  sie 
gesichert  und  unbestritten  sind,  so  begegnet  auch  der  Versuch  einer 
Darstellung  unfertiger  Lehren  grossen  Schwierigkeiten,  sobald  etwas 
ganzes  und  instructives  geliefert  werden  soll.  Im  Vorliegenden  ist 
Dcduction  ganz  ausgeschlossen,    Kritik  nur  in  sehr  geringem  Masse 
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vorhanden;  daher  konnten  bei  Yerschiednheit  der  Ansichten  nnr 
Meinungen  unbegründet  gegenübergestellt  werden.  (Mehr  Begründung 
findet  man,  namentlich  in  den  4  Anhängen,  wo  der  Verfasser  andere 
Autoren  reden  lässt.)  Bei  dieser  Sachlage,  wo  der  grösste  Teil  des 
Vorgetragenen  noch  Gegenstand  wissenschaftlicher  Untersuchung  ist, 
können  wir  uns  indes  nicht  darauf  beschränken  die  Schrift  als  ein- 
fache Belehrung  für  Laien  anzusehen;  das  Hauptinteresse  fällt  viel- 
mehr der  Gharakterisirung  des  Standpunktes  jener  Untersuchungen 
zu.  Die  Schrift  macht  den  Eindruck  ungemeiner  Klarheit,  reifer 
Ueberlegung  und  Freiheit  von  Vorurteilen.  Um  so  mehr  fallen  zwei 
Punkte  des  Gegenteils  auf.  Beide  weisen  auf  eine  gemeinsame 
Quelle  in  einem  populären  Vorurteil  und  Mangel  an  Ueberlegung 
hin.  In  der  Tat  findet  man  nirgends  die  Frage  erörtert,  was  natur- 
wissenschaftliche Erklärung  heisst,  und  was  ihr  Ziel  ist.  Dass  der 
Verfasser  sie  auch  sich  selbst  nie  vorgelegt  hat,  darauf  deuten  seine 
Aeusserungen  wenigstens  hin.  Als  ob  ihm  die  Antwort  unbekannt 
wäre:  Erklärung  beobachteter  Vorgänge  heisst  die  Aufweisung  tin- 
abänderlicher  Gesetze,  aus  denen  sie  notwendig  folgen;  ihr  Ziel  ist 
grösstmögliche  Einfachheit  und  geringst  mögliche  Anzahl  der  Ge- 
setze; für  Unveränderliches  hat  Erklärung  keinen  Sinn  -  adoptirt 
er  naiverweise  die  roheste  Auffassung,  der  man  wol  unter  Unkun* 
digen  oft  begegnet,  welche  in  der  Erklärung  nur  Zurückführung  auf 
bekannte  Begriffe  und  Vorstellungen  suchen.  Zuerst  ist  auffällig, 
dass  or  im  Gegensatz  zur  Energie ,  welche  vollkommen  objectiv  sei, 
im  Begriffe  der  Kraft  eine  gewisse  Subjectivilät  findet,  sofern  ihm 
nichts  wirkliches  zugrunde  liege  als  die  animalische  Kraft  Es  ver- 
hält sich  vielmehr  umgekehrt:  im  Begriffe  der  kinetischen  Energie 
ist  eine  absolute  Geschwindigkeit  enthalten,  die  weder  in  der  Be- 
obachtung noch  in  der  Idee  existirt,  und  wenn  man  sie  durch  rela- 
tive Geschwindigkeit  ersetzen  will,  so  sind  nicht  einmal  die  Diffe- 
renzen der  den  verschiedenen  Auffassungen  entsprechenden  Werte 
der  Energie  constant  Demnach  ist  die  Objectivität  des  Energie- 
begriffs eine  sehr  mangelhafte.  Dagegen  ist  im  mechanischen  Be- 
griffe der  Kraft  nichts  unbestimmbares  enthalten :  die  nicht  definir- 
bare  Constante  der  Translation  ist  eliminirt,  die  Rotation  gerade 
durch  Kraftwirkung  bestimmbar.  Jene  Aeusserung  zeigt,  dass  der 
Verfasser  den  Begriff  der  Kraft  nur  dadurch  und  nur  soweit  fftr  er- 
klärt hält,  als  sich  etwas  analoges  im  Bewusstsein  des  Unkundigen 
vorfindet  Ob  sich  jemand  den  abstracten  Gedanken  der  mechani- 
schen Kraft  unter  dem  Bilde  der  analogen  animalischen  Kraft  ver- 
gegenwärtigen und  sich  denken  will,  der  Dampf  im  Kessel  fflhle 
sich  durch  die  Menge  beengt  und  drücke  im  Streben  nach  Erwei- 
terung auf  die  Wände,  trägt  zur  Klarheit  des  Begriffs  nichts  bei, 
denn  das  Substituirte  ist  nicht  einfacher  als  die  Erscheinung.    Was 
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auf  den  wissenschaftlichen  Begriff  flhergegangen  ist,  ist  bloss  der 
der  Name.  Jene  knrz  vorübergehende  Aenssemng  steht  indes  nicht 
allein.  Sehr  ansführlich  wird  die  Wirkung  in  die  Ferne  besprochen. 
In  der  Einleitung  wird  behauptet,  dass  heutzutage  nur  Wenige  eine 
rftumlich  und  zeitlich  unvermittelte  Fernwirkung  annehmen.  Hier  hat 
wahrscheinlich  der  Verfasser  alle  diejenigen  nicht  mitgezählt,  welche 
die  Frage  als  l&ngst  erledigt  mit  keinem  Worte  mehr  berühren.  Das 
Newton'sche  Attractionsgesetz  besteht  im  Einklang  mit  allen  Er- 
scheinungen unveränderlich,  und  niemand  denkt  daran  es  zu  verein- 
fachen; daher  hat  Erklärung  der  Fernwirkung  keinen  Sinn,  sondern 
nur  Erklärung  durch  Fernwirkung  als  letzte  Ursache.  Dagegen  hat 
die  Femwirkung  kein  Analogen  im  gemeinen  Leben:  wer  auf  einen 
Gegenstand  einwirken  will,  muss  ihn  mit  Arm,  Stange,  Draht  oder 
durch  Wurf  (Lichtstrahl  u.  s.  w.)  erreichen.  Auf  dieses  vulgäre 
Bedürfniss  eines  Analogous  reducirt  sich  also  das  Desideratnm  so 
zahlreicher  Grübler,  welche  die  Fernwirkung  durch  Stösse  vermitteln 
wollen  und  diese  Einfügung  des  Complicirtesten  und  selbst  Erklä- 
rungsbediürftigsten  statt  der  einfachen  Attraction  für  Erklärung  aus- 
geben. Der  Verfasser  constatirt  selbst,  dass  bis  jetzt  kein  Erfolg 
davon  gewonnen  ist.  Sein  eigenes  Urteil  findet  sich  nicht  ausge- 
sprochen, doch  begünstigt  er  durchweg  jene  Grübeleien.  Er  führt 
an,  dass  Newton  auf  Anfrage  die  unvermittelte  Fernwirkung  eine 
Absurdität  genannt  hat,  verschweigt  aber,  wie  Newton  zu  dieser  un- 
überlegten Antwort  gedrängt  worden  ist,  ferner  dass  er  später  die 
Erklärung  der  Gravitation  als  secundäre  Frage  bezeichnet,  noch 
später  es  definitiv  ausgesprochen  hat,  dass  die  Attraction  als  causa 
simplicissima  keine  Frage  übrig  lässt.  —  Die  im  Vorstehenden  be- 
richtigten Vorurteile  haben  ausschliesslich  Beziehung  zu  den  Aus- 
führungen, zu  denen  sie  den  Anlass  gegeben  haben.  Obgleich  sie 
als  Fragen  fundamentaler  Natur  auftreten,  ist  doch  in  der  ganzen 
übrigen  Schrift  nichts  darauf  gebaut,  und  würde  keine  Lücke  ent- 
stehen, wenn  die  betreffenden  Stellen  wegfielen  —  ein  Zeichen  dass 
jene  Fragen  überflüssig  sind.  Demzufolge  bleibt  aber  auch  der  Wert 
des  so  reichlich  dargebotenen  instructiven  Stoffes  unvermindert  durch 
die  ausserhalb  stehenden  Vorurteile  bestehen.  Hoppe. 


Die  Stmcturformeln.  Geschichte,  Wesen  und  Beurtheilung  des 
Werthes  derselben.  Bearbeitet  von  R.  Bonn.  Frankfurt  a.  0. 
1887.    Trowitzsch  u.  Sohn.    56  S. 

Es  wird  zuerst  die  Gestaltung  der  Theorie  d^  organischen 
Chemie  geschichtlich  entwickelt,   dann  an  Beispielen  der  Wert  der 
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gewonnenen  Strnctnrformeln  gezeigt,  der  darin  besteht,  dass  sie 
einen  Einblick  in  die  cbemische  Natur  der  Körper  gestatten ,  nnd 
dasB  durch  sie  die  Isomerien  eine  befriedigende  Erkl&mng  erlangen. 

H. 


Grundzüge  einer  neuen  Moleculartboorie  unter  Voraussetzung 
Einer  Materie  und  Eines  Kraftpriucipes.  Von  0.  Simony,  stud. 
phil.  in  Wien. 

Die  Arbeit  ist  veröffentlicht  in  Schlömilch's  Zeitschr.  für  Math, 
u.  Phys.  XVIII.  463  -  510.  XIX.  299  —  323  und  XX.  1  -.  35. 
Daran  schliesst  sich  noch  ein  Aufsatz  betitelt  : 

Ueber  die  Beziehung  der  mittleren  Bewegungsintensitfit  der 
Atome  eines  beliebigen  festen  Complexes  zu  dessen  absoluter  Tem- 
peratur. 

Die  hier  entwickelten  Grundzttge  einer  neuen  Moleculartheorie 
erstrecken  sich  nach  Aufstellung  einer  einheitlichen  Hypothese  auf 
Berechnung  von  deren  nächsten  Gonsequenzen.  durch  welche  vor- 
läufig ein  noch  nicht  zu  übersehender  Baum  für  Erklärung  physi- 
kalischer Erscheinungen  und  Gesetze  geschaffen  wird,  ohne  diese 
Erklärung  selbst  in  Angriff  zu  nehmen.  Es  wird  angenommen,  dass 
alle  Stoffe  aus  unveränderlichen  Atomen  bestehen.  (Es  ist  un- 
wesentlich ,  dass  hier  die  Atome  als  homogene  Kugeln  gedacht  wer- 
den, deren  Volum  allein  die  Masse  bestimmt ;  man  kann  dafftr  auch 
Punkte  mit  denselben  Massen  setzen.)  Die  Atome  verschiedener 
einfacher  Stoffe  haben  verschiedene  Grösse  oder  Masse.  Die  An- 
ziehung je  zweier  Atome  ist  ausgedrückt  durch 

~^^cos- 

r*  r 

WO  11»!,  füj  ihre  Massen,  r  ihren  Abstand,  a  eine  Function  von  m^^ 
m^  bezeichnet.  Für  sehr  grosse  r  ist,  wie  man  sieht,  die  Ab- 
weichung vom  Newton*schen  Gesetze  unmerklich.  Für  hinreichend 
kleine,  dann  immer  kleiner  werdende  r  wird  die  Anziehung,  suc- 
cessive  wiederholt,  negativ.  Es  ergibt  sich  also  eine  Reihe  stabiler 
Gleichgewichtslagen,  derart  dass  der  Uebergang  aus  einer  in  die  fol- 
gende immer  schwieriger  wird.  Damit  ist  die  Verbindung  mehrerer 
Atome  zu  Molecülen  erklärt,  die  nur  mit  Widerstand  getrennt  wer- 
den kann.  Der  erste  Artikel  untersucht  die  aus  der  Störung  des 
Gleichgewichts  zwischen  2  verbundenen  Atomen  folgende  Bewegung, 
der  zweite  ebenso  die  des  dreiatomigen  Molecüls  mit  Vernachlässi- 
gung höherer  Potenzen  der  Verschiebung,  der  dritte  dieselbe  mit 
deren  Berücksichtigung.  U. 
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Elektricität  und  ITagnetismas  als  kosmotellurische  Kräfte.  Yon 
Dr.  Theodor  Höh,  Professor  der  Physik  am  königl.  Lyceom  in 
Bamberg.  Wien.  Pest  Leipzig  (1888).  A.  HarÜeboD.  264  S. 
Elektrotechnische  Bibliothek.    Band  XXXVIl. 

Da  die  Himmelskörper  mechanisch ,  optisch  nnd  thermisch  be- 
kanntermassen  auf  einander  wirken,  so  liegt  die  Yermotang  nahe, 
dass  auch  eine  magnetische  nnd  elektrische  Fcrnwirknng  statt  hat. 
Die  vorliegende  Schrift  fahrt  nnn  so  erschöpfend  als  möglich  die 
Tatsachen  vor,  anf  welche  sich  die  Erforschung  der  Beziehong 
zwischen  Sonne ,  Mond  nnd  Erde  in  dieser  Hinsicht .  stützen  kann. 
Es  werd^  die  hierher  gehörigen  BeobachtuDgen  betreffend  Magnet- 
nadel, Erdmagnetismus,  Nordlicht,  elektrische  Erdstöme,  Elektricit&t 
der  Luft,  Elektricität  der  Wolken,  Ozon,  Helenenfeuer,  Blitz  und 
Donner:  Verbreitung  der  Gewitter  ans  älterer  nnd  neuerer  Zeit 
durchgegangen,  dann  am  Schlüsse  die  Gedanken  aber  die  Beein- 
flussung dieser  Erscheinungen  durch  Sonne  und  Mond  in  allgemeinen 
Umrissen  ausgesprochen.  H. 


Beweis,  dass  es  eine  Quadratur  des  Kreises  giebt,  und  dass  die 
bisher  zur  Berechnung  des  Kreises  benutzte  Lndolph'sche  Zahl  etwas 
zu  klein  ist.  Von  G.  Kerschbaum,  Steuerrath  in  Coburg.  2. 
vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Coburg  1888.  E.  Riemann  jr. 
18  S. 

Yon  der  2ten,  obwol  ganz  veränderten  Auflage  gilt  dasselbe, 
was  schon  bei  Besprechung  der  ersten  (20.  litt.  Ber.  S.  44)  gesägt 
ist:  Der  Verfasser  hat  soviel  Geschick  nnd  Verständniss  an  den  Tag 
gelegt,  dass  er  wol  fähig  sein  ?rird  seinen  Fehler  selbst  aufzufinden. 
Die  neue  Arbeit  nimmt  auf  die  vorige  keinen  Bezug,  sie  ist  länger 
und  beansprucht  noch  grössere  Geduld  des  Lesers.  Hoppe. 

Die  Quadratur  des  Zirkels.  Sichere  Lösung  einer  bislang  als 
Problem  betrachteten  wissenschaftlichen  Frage.  Dargestellt  in  3  Zeich- 
nungen und  erläutert  von  F.  W.  Lolling,  Redacteur.  Hamburg 
1887.    G.  Kramer.    15  S. 

Diese  Schrift,  obwol  sie  sich  mit  demselben  Unsinn  wie  die 
vorige  (von  Kerschbaum)  beschäftigt,  ist  doch  das  Gegenteil  von  ihr 
hinsichtlich  der  darin  kund  gegebenen  Be&higung  des  Verfassers. 
Gleich  im  Anfang,  um  nur  den  ersten  Fehler  zu  nennen,  wird  ver- 
langt, eine  Tangente  an  einen  Kreis  so  zu  legen,  dass  sie  durch  2 
vorher  bestimmte  Punkte  d  und  e  gehe.  In  der  Tat  würde  die  Ge- 
rade de  den  Kreis  wirklich  berühren,  wenn  die  Abstände  der  Punkte 
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von  den  Axen  V2  ^1  statt  |  des  Radios  wären.  Hiemach  scheint 
der  Yer&saer  seine  Relationen  dnrch  Messung  der  Figur  gefonden 
zn  haben,  wobei  ihm  die  kleine  Differenz  0,014  entgangen  ist  Der 
Fehler  des  Resultats  ist  c.  35  mal  so  gross  als  bei  der  Archimedi- 
schen Zahl.  Hoppe. 


Die  Quadratur  der  Hyperbel  nach  einer  neuen  Methode  be- 
rechnet von  F.  S  am  u  da.    Graz  1888.    Styria.    16  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Gemisch  von  Richtigem,  Unbestimmtem 
und  Falschem.  Die  nene  Methode''  besteht  in  der  Anwendung  von 
„Analogieschlflssen.'^  Durch  Analogie,  wenn  sie  auf  richtiger  Auf- 
fassung beruht,  kann  man  Sfttze  auffinden,  aber  nicht  beweisen. 
Hier  hingegen  ist  die  Auffassung,  der  Schluss  und  das  Ergebniss 
jedesmal  unrichtig.  Richtig  ist  allein  die  Proportionalität  der  be- 
liebigen und  gleichseitigen  Hyperbelfläche,  welche  nicht  erst  gefunden 
ward,  sondern  schon  im  anfänglichen  Ausatz  ausgedrflckt  lag. 

Hoppe. 


Digitized  by 


Googk 


Litterarischfr  lierfcht  XXV 111,  39 


Litterarischer  Bericht 

XXVIII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gerbert.  Beiträge  zar  Kenntnis  der  Mathematik  des  Mittel- 
alters. Von  Professor  Dr.  H.  Weissenborn.  Mit  6  Figureu-Tafeln. 
Berlin  1888.    Mayer  u.  Mflller.    251  S. 

Ueber  das  Betreiben  der  Mathematik  im  Mittelalter  besitzen  wir, 
wol  infolge  seiner  geringen  Fruchtbarkeit,  noch  so  äusserst  fragmeu- 
tarische  Eenntniss,  dass  Beiträge  sehr  willkommen  sein  können, 
namentlich  wenn  sie  auf  Herstellung  eines  annehmbaren  Znsammen- 
bangs  gerichtet  sind.  Letzteres  Augenmerk  fehlt  grossenteils  den 
gegenwärtigen  Beiträgen;  sie  sind  noch  in  höherem  Masse  fragmen- 
tarisch. Der  erste  Teil  der  Schrift  sucht  Entscheidung  über  die  zwei 
Fragen:  ob  die  Werke  Gerbert's,  nach  Manuscripteu  1867  heraus- 
gegeben von  Olleris,  von  Gerbert  selbst  verfasst  sind,  und  ob  der- 
selbe seine  Lehre  von  den  Arabern  oder  Römern  empfangen  habe. 
Näher  liegende  Fragen  werden  mit  Stillschweigen  übergangen.  Nur 
aus  den  citirten  Angaben  von  Olleris:  „Gerbert,  pape  sous  le  nom 
de  Sylvestre  II."  —  ersieht  der  Leser,  sofern  Sylvester  IL  im  Jahr 
1003  Papst  war,  dass  vom  10.  Jahrhundert  als  Zeit  seiner  Lehr- 
tätigkeit die  Bede  ist.  Nachdem,  in  Betreff  der  erstem  Frage,  die 
Grande  dargelegt  sind,  welche  Cantor  fttr  die  Echtheit  von  Gerbert's 
Geometrie  anftlhrt,  begegnet  der  Verfasser  denselben  mit  der  Kritik 
einer  grossen  Anzahl  von  Stellen,  welche  ihn  zu  dem  Schlüsse  führb 
dass  wol  der  erste  Teil  des  Werkes  und  Einiges  aus  dem  zweiten 
von  Gerbert  herrühren  mag,  der  ganze  dritte*  Teil  aber  höchst  wahr- 
scheinlich ihm  fälschlich  zugeschrieben  worden  ist.  Sehr  eingehend 
wird  nun  das  Gapitel  über  Messmethoden  und  Messinstrumente  be- 
handelt, bezQglich  auf  Höhen-  und  Distanz-Messung  und  Darstellung 
des  Himmelsglobus  auf  der  Ebene,  nach  Gerbert's  Schrift.  Mau 
findet   darin   ein  rationales  theoretisch -praktisches    Zuwerkegchen, 

Anh.  d.  Math.  n.  Pliyi.    3.  Beilie,  TeU  TU.  4 
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welches  einen  eigenen  Standpunkt  der  Entwickelang  gegenüber  den 
griechischen  Methoden  charakterisirt.  Die  goniometrischen  Functio- 
nen kommen  bei  diesem  Verfahren  gar  nicht  in  Frage:  denn  statt 
des  Kreisquadranten  wird  zur  Wiukelmessung  ein  Quadrat  gesetzt, 
und  die  Seite  in  12  gleiche  Teile  geteilt,  also  statt  des  Winkels  direct 
dessen  Function  taug  gemessen.  Zur  Darstellung  der  Eugelfläcbe 
auf  der  Ebene  dient  die  stereographische  Projection.  Die  vom  Ver- 
fasser erläuterten  und  interpretirteu  Sätze  der  Schrift  geben  einen 
guten  Einblick  in  die  damalige  Doctrin  und  den  Lehrgang.  Stark 
conträstirt  nun  von  dieser  auf  achtbarer  Höhe  der  Entwickelung 
stehenden  Geometrie  die  Rechenkunst,  die  gegen  den  natürlichen 
Verstand  der  Wilden  sogar  im  Nachteil  sich  befindet.  Um  das  Rechen- 
verfahren zu  erklären,  sagt  der  Verfasser,  man  solle  sich  jemanden 
denken,  dem  es  zu  schwer  sei  das  Einmaleins  bis  10. 10  zu  erlernen, 
und  der  es  etwa  bis  5.5  wttsste.  Dann  würde  er,  um  grössere 
Zahlen  6  bis  9  zu  multipliciren,  sich  dadurch  helfen,  dass  er  die 
Factoren  zu  10  ergänzte,  und  müsste  so  auf  das  Verfahren  kommen, 
welches  hier,  nach  Gerbert,  complementare  Multiplication  heisst. 
Der  Verfasser  ist  also  wol  der  Meinung,  die  Schule  habe  diese  com- 
plementare Multiplication  zugunsten  wenig  begabter  Schüler  einge- 
führt. Es  kann  wol  kein  Zweifel  sein,  dass  ein  Kind  ohne.  Kenntniss 
von  Zahlzeichen  leichter  das  Einmaleins  bis  20.20  auswendig  lernt  als 
die  complicirte  Regel  auch  nur  vorschriftsmässig  ausübt,'wie  es  hier 
gefordert  wird.  Verständniss  derselben  verlangt  auch  Gerbert  nicht; 
der  Schüler  soll  sich  auf  „die  RegeP'  berufen.  Muss  man  nun  an- 
nehmen, dass  für  die  Multiplication  mit  Zahlen  ^  10,  von  welcher 
der  Verfasser  kein  Wort  sagt,  ähnliche  Regeln  aufgestellt  wurden, 
80  eröffnet  sich  ein  Prospect  so  zurückschreckend  wie  er  nur  sein 
kann.  Nicht  für  schwach  begabte  Anfänger  war  der  Unterricht  be- 
rechnet, sondern  einander  überbietende  Rechenkünstler  sollten  an- 
geleitet werden.  Die  Erklärung  dieser  sonderbaren  Didaktik  bietet 
sich  aber  leicht  genug  dar  in  dorn  Gebrauche  der  römischen  Zahl- 
zeichen und  der  Einrichtung  des  Rechenbretes  für  die  Zahlclassen 
I,  V,  X,  L,  C,  D,  M.  Wir  sehen  darin  ein  Beispiel  der  Herrschaft 
des  schulmeisterlichen  Zopfes:  die  auf  die  Rechenkunst  verwandte 
Mühe  war  jedem  Gelehrton  einmal  nötig  und  spornte  jede  neue  Ge- 
neration an,  die  gleiche  Leistung  an  den  Tag  zu  legen,  bis  es  600 
Jahre  später  dem  unermüdlichen  Eifer  Adam  Riese's  gelang  den 
Strom  zu  hemmen  und  die  Einführung  des  längst  bekannten  Ziffer- 
rechnens in  die  Schule  durchzusetzen.  Das  Folgende  knüpft  nun 
nicht  an  die  Ausführung  der  Multiplication,  sondern  an  die  durch 
die  Regel  gegebene  Formel  an,  findet  darin  allgemeine  arithmetische 
Sätze  und  führt  deren  Beziehung  zu  griechischen  und  arabischen 
Autoren    aus     Ist  diose   vergleichende    und   interpretirende    ünter- 
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sachuDg  dem  Fortgänge  des  Gerbert'schen  Textes  entsprechend,  so 
scheint  derselbe  kein  geordneter  Lehrgang,  sondern  die  Ueberlieferung 
eines  zusammengetragenen  Fonds  an  arithmetischen  Kenntnissen  der 
Vorgänger  zu  sein.  Nun  wird  noch  ein  drittes  Thema  behandelt: 
Bechenbret  und  Rechnen  bei  Gerbert.  Den  Anfang  macht  eine  Stelle 
in  Richerus  über  dessen  mathematischen  Unterricht  in  Rheiros,  welche 
über  den  Abacus  viele  Angaben  macht,  ohne  dass  daraus  irgend 
eine  Vorstellung  von  dessen  Einrichtung  und  Gebrauche  zu  entneh- 
men wäre.  Der  Verfasser  erklärt  sie  weder,  noch  erwähnt  er  irgend 
eine  Frage  nach  ihrer  Erklärung;  er  geht  darüber  hinweg  zu  ange- 
knüpften Bemerkungen,  zu  deren  Beurteilung  wir  nun  einmal  immer 
erst  fragen  müssten:  Wie  ist  auf  dem  Abacus  gerechnet  worden? 
Aufstellungen  darüber  von  Seiten  andrer  Autoren  stimmen  weder 
unter  sich  überein,  noch  lassen  sie  sich  mit  den  Angaben  von  Ri- 
cherus vereinigen.  Ais  bekannt  lässt  sich  also  die  Einrichtung  nicht 
betrachten.  Zuerst  bemerkt  der  Verfasser,  dass  der  Abacus  auch 
geometrische  Anwendung  gehabt  hat:  er  ist  mit  Sand  bestreut,  und 
Figuren  darauf  gezeichnet  worden-,  diese  werden  mit  den  figurirten 
Zahlen  in  Verbindung  gebracht.  Dass  aber  deren  Zeichnung  mit 
dem  Rechnen  auf  dem  Abacus  in  irgend  einer  Beziehung  gestanden 
habe,  ist  schwerlich  zu  ersehen.  Am  Schlüsse  des  Ganzen  verspricht 
der  Verfasser,  „ein  Bild  der  Mathematik  des  Mittelalters,  wenn  auch 
nur  in  allgemeinen  Umrissen  und  in  groben  Zügen,  zu  entwerfen^'. 
Statt  der  allgemeinen  Umrisse  findet  man  jedoch  wieder  nur  Einzel- 
heiten. Als  Vorai'beit  mögen  die  vorliegenden  Beiträge  viel  Nütz- 
liches enthalten-,  zu  definitivem  Resultate  würde  jedenfalls  erst  eine 
neue  Arbeit  erforderlich  sein.  Hoppe. 

Joachim  Jungius.  Festrede  zur  Feier  seines  dreihundertsten 
Geburtstages  am  22.  Oktober  1887  im  Auftrage  der  Hamburger 
Oberschulbehörde  gehalten  von  Dr.  Emil  Wohlwill.  Mit  Beiträgen 
zu  Jungius'  Biographie  und  zur  Kenntnis  seines  handschriftlichen 
Nachlasses.    Hamburg  und  Leipzig  1888.    Leopold  Voss.    85  S. 

Die  Rede  charakterisirt  in  lebensvoller  Weise  die  das  Wieder- 
aufleben der  Wissenschaften  anbahnende  Lehrtätigkeit  des  Jungius, 
anbahnend  durch  Bekämpfung  der  unumschränkten  Autorität  des 
Aristoteles  in  Betreff  der  Naturerkenntniss.  An  biographischen  An- 
gaben kommen  in  der  Rede  folgende  vor.  Joach.  Jungius,  geboren 
in  Lübeck  den  22.  Oct.  1587,  ward  1609  Professor  der  Mathematik 
und  Logik  in  Giessen,  gab  später  diese  Stellung  auf,  erwarb  in  Padua 
den  medicinischen  Doctorgrad,  kehrte  in  die  Heimat  zurück,  gründete 
1622  die  erste  naturwissenschaftliche  Vereinigung,  genannt  die  ereu- 
netische  Gesellschaft,  ward  1624  Professor  der  Mathematik  in  Rostock, 
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162Ö  Professor  der  Medicin  in  Helmstädt,  erhielt  1626  entere  Stel- 
lung zum  zweitenmale,  und  ward  den  19.  März  1629  Rector  der 
classischen  Schule  und  zugleich  des  Gymnasiums  in  Hamburg;  Ton 
1640  an  bis  zu  seinem  Tode  1657  blieb  er  Rector  des  Gymnasiums 
allein.  Sein  Vorgänger  in  Hamburg  war  Petrus  Lauremberg,  der 
noch  ganz  der  alten  aprioristischen  Naturlehre  anhieng,  welcher  Jungias 
entgegentreten  musste.  Seine  schriftstellerische  Tätigkeit  und  seine 
eingehenden  äusserst  vielseitigen  naturwissenschaftlichen  Forschungen  • 
beginnen  mit  1622.  Seine  Werke,  obwol  im  ganzen  von  sehr  grossem 
Umfange,  sind  in  kleinen  Heften  als  Manuscript  in  Hamburg  auf- 
bewahrt. Es  wird  nicht  erwähnt,  dass  irgend  welche  dieser  Arbeiten 
im  Druck  erschienen  seien.  Daher  konnte  es  kommen,  dass  ein 
grosser  Teil  derselben  in  der  Feuersbrunst  zugrunde  gieng  Auch 
sind  sie  infolge  davon,  sowie  auch  der  Kriegszeiten,  dem  Publicam 
ziemlich  unbekannt  geblieben,  während  die  grössten  Gelehrten  jener 
Zeit  sie  mit  Ehren  hervorhoben.  Der  Rede  sind  einige  ergänzende 
Notizen  am  Schluss  beigefügt  Eine  Biographie  besitzen  wir  seit  1850 
von  G.  E.  Guhrauer  unter  dem  Titel  ,.Joachim  Jungins  und  sein 
Zeitalter'^  So  wertvoll  diese  auch  ist,  wird  doch  eine  neue  Bearbei- 
tung für  notwendig  erachtet,  weil  der  Verfasser  dem  naturwissen- 
schaftlichen Fache  nicht  angehört.  Hierzu  liefert  ein  Anhang  der 
gegenwärtigen  Schrift  Vorarbeiten.  •    H. 

Bouwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  wis-  en  natuurkundige 
wetenschappen  in  de  Nederlanden.  Door  D.  Bierens  de  Haan. 
Tweede  verzameling.  Overgedrukt  uit  de  Verslagen  en  Mededeelingen 
der  Eon.  Akademie  van  Wetenschappen.  Af  d.  Natuurk.  2®  Reeks, 
Deel  XIV,  XVI,  XVIII,  XIX  en  XX,  8«  Reeks,  Deel  I  en  HL  1887. 
(Niet  in  den  handel.)    465  S. 

Nach  der  im  249.  litt.  Bericht  besprochenen  ersten  ist  dies  die 
zweite  Sammlung  von  Berichten  über  Form  nnd  Inhalt  alter  mathe- 
matischer und  physikalischer  Werke,  welche  zu  jenen  17  Numern 
noch  13  neue  hinzufügt.  Die  Gegenstände  dieser  Schriften  sind  sehr 
verschieden  und  mögen  hier  genannt  werden.  M.  C.  Grezfeldt:  Rech- 
nen im  16.  Jahrhundert.  — -  N.  S.  Cruquius,  M.  Bolstra:  Erster  Ge- 
brauch der  Isohypsen  bei  niederländischen  Ingenieuren.  —  W.  J. 
Blaeu:  Seekarten.  —  C.  S.  van  Leeuwen:  Landmessung,  Placate. 
—  J.  H.  J.  van  der  Ley:  Seefahrt,  Erdmessung.  —  G.  H.  Gieter- 
maker:  Geometrische  Fragen.  —  B.  Spinoza:  Regenbogen,  Wahr- 
scheinlichkeit u.  a.  —  S.  Stevin:  Arithmetik,  Singkunst,  Mahlen.  — 
D.  J.  B.  van  Burmania:  Wetterkunde.  —  R.  des  Gartes:  Wissen- 
schaftliches Inventar.  —  J.  J.  Stampioen  de  Jonge:  Wurzelausziehnng. 
Ueber  das  Leben  dieser  Gelehrten  und  die  Beziehung  zu  ihren  Zeit- 
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genossen  finden  sich  viele  Mitteilungen.    Zum  Schlüsse  folgen  Er- 
gänzungen, Lebensberichte  und  ein  Bücherverzeichniss.  U. 

Bnlletino  di  bibliografia  e  dl  storia  delle  scienze  matematiche  e 
iisicbe  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XX.  Roma  1887. 
Tipograiia  dellc  scienze  matematiche  o  fisiche. 

Der  20.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  Steinschneider:  Studien  über  Zarkali.  2.  Artikel  (Forts.) 
—  F.  Jacoli:  Ungedruckter  Briefwechsel  zwischen  Tycho  de  Brahe, 
Johann  Kepler  und  anderen  bertthmten  Astronomen  und  Mathema- 
tikern des  16.  und  17.  Jahrhunderts  und  zwischen  Giovanni  Antonio 
Magini,  entnommen  aus  dem  Archivio  Malvezzi  de'  Medici  in  Bologna, 
publicirt  und  erläutert  von  A.  Favaro. 

A.  Favaro:  Documente  zur  Geschichte  der  Accademia  dei  Lincei 
enthalten  in  Galileianischeu  Manuscripten  der  Bibliotcca  Nazionale 
von  Florenz.  —  Ton  Giovanni  Tarde  und  einem  Besuche  desselben 
bei  Galileo  vom  12.  bis  15.  November  1614.  —  Allgemeine  Biblio- 
graphie der  Astronomie,  gedruckte  Werke  und  Manuscript,  vom 
Anfong  der  Buchdruckerei  bis  1880  von  J.  C.  Houzeau  und  A.  Lan- 
caster,  2  Teile.  —  Die  römische  Wissenschaft  in  der  Zeit  des 
AugustQS,  historische  Untersuchung  nach  Yiteuve  von  A.  Torquem. 

£.  Narducci:  Leben  des  Pythagoras  geschrieben  von  Bern- 
ardino  Baldi. 

Gh.  Henry:  Brief  an  den  Fürsten  D.  B.  Boncompagni  über 
verschiedene  Punkte  der  Geschichte  der  Mathematik. 

A.  Marre:  Theorie  des  Quadrats  der  Hypotenuse. 

R.  Schräm  (in  französischer  Uebersetzung  von  £.  Pasquier): 
Notiz  über  die  Arbeiten  von  Theodor  von  Oppolzer  nebst  dem  voll- 
ständigen Verzeichniss  seiner  Publicatiouen. 

T.  Bertelli  Barnabita:  Von  einigen  alten  und  neuen  elektro- 
seismischen  Theorien  und  Untersuchungen. 

P.  Riccardi:  Ferneres  über  Giovanni  Battista  della  Portä's 
Abhandlung  De  quadratura  circuli. 

G.  Govi:  Von  der  Erfindung  des  Mikrometers  für  die  astrono- 
mischen Instrumente.  H. 

Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen  Köpfen. 
Eine  kulturgeschichtliche  Studio  von  Dr.  Hermann  Schubert, 
Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg. 
Hamburg  1889.    Verlagsanslalt  und  Druckerei.    40  S. 

Diese  vortrefflich  abgefasste  kleine  Schrift  gibt  Unkundigen  der 
Mathematik  Aufschluss  über  die  Bedeutung  des  Problems  der  Qua. 
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dratur  des  Kreises,  erklärt  zunächst  das  Interesse,  welches  sich  seit 
Jahrtausenden  daran  geknüpft  hat  und  führt  eingehend  die  Geschichte 
der  iutollectuellen  Fortschritte,  der  praktischen  Aushülfe  durch 
Näherungswerte  und  der  auftretenden  Irrtümer  bei  den  Aegyptem, 
Babylouiern,  Indiern,  Arabern,  Chinesen  und  Griechen  im  Altertume, 
dann  in  Europa  bis  zur  Gegenwart  durch.  Hieraus  Ist,  weil  wol 
weniger  bekannt,  hervorzuheben,  dass  schon  Archimedes  die  Möglich- 
keit unbegrenzter  Annäherung  erkannt  und  gelehrt  hat  Der  Sinn 
des  Problems  knüpft  sich  überall  an  die  Oonstruction  nach  geome- 
trischen Postulaten.  Am  Schlüsse  wird  der  Gang  des  Lindemann'schen 
Beweises  der  Unmöglichkeit  der  Lösung  mitgeteilt,  welcher  diese 
Grenze  weit  überschreitet.  H. 


Lehrbücher. 

Elements  des  Math^matiques.  Par  M.  S  i  b  i  r  i  a  k  o  f  f.  St.  Peters- 
burg 1888.    Aug.  üeubner.    8  S. 

Die  russisch  und  französisch  erschienene  Broschüre  besteht  aas 
3  Capiteln,  von  denen  das  erste  die  Bedeutung  der  Null  and  der 
negativen  Grössen,  das  zweite  die  der  imaginären  Wurzeln  der  Glei- 
chungen erklärt,  das  dritte  die  algebraischen  Gleichungen  für  x  in 
solche  für  a:— 1  transformirt.  Hiernach  könnte  man  etwa  vermnteD, 
dass  die  Broschüre,  sofern  ihr  Inhalt  nur  Anfängern  unbekannt  sein 
kann,  zur  Ergänzung  irgend  eines  Lehrbuchs  der  Algebra  dienen 
sollte.  Doch  bezeichnet  der  Verfasser  die  Schrift  im  Eingang  als 
seine  Untersuchungen  und  insbesondere  das  Gesetz  der  Goefficienten 
der  transformirten  Gleichung  als  seine  Entdeckung.  Dann  freilich 
muss  man  das  Ganze  als  Specimen  seiner  Studien  ansehen.  (Auf 
besonderen  Wunsch  des  Verlegers  hier  besprochen.)       Hoppe. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  für  den  Schulgebranch. 
Von  Dr.  Karl  Nies,  Lehrer  an  dem  Grossherz.  Realgymn.  und  der 
Realschule  in  Darmstadt.    Darmstadt  1888.    A.  Bergsträsser.    78  S. 

Der  erste  Abschnitt  des  Buches  behandelt  die  Geometrie.  Die 
wichtigste  Frage  ist  hier,  in  welcher  Weise  dem  Schüler  der  Begriff 
der  Kreisfunctionen  vorgeführt  wird.  Der  Verfasser  definirt  dieselben 
zunächst  als  Vcrhältnisszahlen  der  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks, 
später  durch  Linien  am  Kreise  vom  Radius  1  und  schliesslich  mit 
Hilfe  der  Parallelcoordinaten  eines  Punktes.  Jede  der  drei  Defini- 
tionen wird  zur  Ableitung  einer  Reihe  von  Eigenschaften  der  Functionen 
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beoutzt.  — -  Will  mau  aus  pädagogi scheu  GrQudou  nicht  uiit  der  all- 
gomciusten  Dofioition  beginneu,  so  erscheint  es  mir  erwünscht,  die 
spcciolleu  doch  nur  als  Vorübungen  vorauszuschicken.  Jedenfalls 
sollte  nach  Einführung  der  allgemeinen  Definition  gezeigt  werden, 
dass  die  früheren  in  ihr  enthalten  sind,  und  sollten  alle  Eigenschaften 
der  Functionen  aus  ihr  mit  wissenschaftlxher  Strenge  abgeleitet 
werden,  so  dass  der  Schüler  bei  Repetitionen  das  der  allgemeinen 
Definition  Vorausgehende  fortlassen  kann.  Die  zweite  und  dritte  der 
oben  angeführten  Definitionen  sollten  nicht  von  einander  getrennt 
werden.  —  Die  für  den  Schulgebrauch  notwendigen  Formeln  sind 
vollständig  abgeleitet,  die  Beweise  sehr  ausführlich,  so  dass  auch 
schwache  Schüler  sie  leicht  verstehen  werden.  Für  die  Functionen 
der  Summe  zweier  Winkel  werden  die  beiden  üblichen  planimetri- 
schen  Ableitungen  gegeben.  Im  zweiten  Abschnitt,  der  Trigonometrie, 
werden  zunächst  das  rechtwinklige  und  das  gleichschenklige  Dreieck 
ausführlich  behandelt,  dann  die  für  die  Auflösung  des  allgemeinen 
Dreiecks  notwendigen  Sätze  abgeleitet,  die  Einführung  des  Hilfs- 
winkels besprochen  und  die  verschiedenen  Lösungen  der  vier  Fun- 
damentalaufgaben gegeben,  wobei  vielleicht  die  einfachsten  Lösungen 
hätten  mehr  hervorgehoben  werden  können.  Für  sämtliche  Aufgaben 
werden  Zahlenbeispiele  durchgeführt  Am  Schluss  folgt  ein  Paragraph, 
in  dem  die  bei  den  verschiedensten  trigonometrischen  Aufgaben  vor- 
kommenden Stücke  durch  r  und  die  Winkel  ausgedrückt  werden. 
In  einem  Anhang  bietet  der  Verfasser  eine  grosse  Zahl  von  Uebungs- 
beispielen  mit  den  Resultaten.  —  Ist  somit  das  Buch  im  ganzen  für 
den  Unterricht  brauchbar,  so  hat  es  doch  im  einzelnen  einige  Mängel, 
deren  Beseitigung  bei  einer  neuen  Auflage  erwünscht  erscheint.  So 
heisst  es  in  §  21 :  „Der  Sinus  stellt  sich  am  Kreis  als  die  Senkrechte 
vom  Endpunkte  des  gedrehten  Schenkels  auf  den  ruhenden  Schenkel 
. .  .  dar^S  Wenigstens  sollte  doch  gesagt  sein:  „am  Kreis  vom  Ra- 
dius 1."  —  „Der  positive  Sinn  der  Drehung  ist  derjenigen  des  Uhr- 
zeigers entgegengesetzt."  Nein!  Wir  nehmen  die  eine  Drehungs- 
richtung, ganz  gleichgiltig  welche,  als  positiv  an,  dann  ist  die 
entgegengesetzte  negativ.  —  „In  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  wel- 
ches die  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist,  beträgt  der  eine 
Winkel  30<>-,  in  diesem  Falle  ist  c  «  1,  a  =  }."(!)  —  §  33.  „  .  .  . 
man  versteht  nun  für  Winkel  über  W  unter  1.,  Sinus  eines  beliebi- 
gen Winkels  die  Ordinate  des  Endpunktes  des  gedrehten  Schenkels 
-=»  y,  *2.,  Cosinus  . . . ,  immar  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Radius  des  Coordiuatenkreises  r  ^^  1  ist.^'  Das  ist  die  letzte  und 
allgemeinste  Definition,  die  der  Verfasser  giebt!  Die  scheint  also 
nur  für  beliebige  Winkel  über  W  zu  gt-lten.  Statt  Ordinate  sollte 
es  Masszahl  der  Ordinate  heissen,  damit  sich  dem  Schüler  fest  ein- 
präge, dass  der  Sinus  eine  Zahl  und  keine  Linie  ist.    Gleich  darauf 
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dcfiuirt  der  Verfasser  ja  auch  die  Tangente  eines  Winkels  als  „Quo- 
tienten der  Masszablon  seiner  Ordinate  und  Abscisso''.  Hier  ist  nva 
allerdings  wieder  vergessen,  von  der  Ordinate  eines  Winkels  za 
sprechen.  £s  giebt  nnr  Ordinaten  von  Punkten.  Aehnliche  Un- 
genanigkeiten  finden  sich  an  verschiedenen  andern  Stellen.  —  §  55. 
Die  Moivre'sche  Formel  wird  für  die  2.  Potenz  bewiesen  and  ihre 
Giltigkeit  für  die  n.  Potenz  und  sogar  fttr  gebrochene  Exponenten 
als  selbstverständlich  hingestellt!  —  In  §  63  beziehen  sich  dieselben 
Buchstaben  teils  auf  Figur  3,  teils  auf  Fignr  19.  Das  verwirrt  d^i 
Schüler.  —  In  §  68  werden  „Formel**  und  „Wert"  als  gleichbeden- 
tende  Wörter  gebraucht.  —  §  83,  3:  „Die  Formel  I  ist  ongenao^. 
Der  Verfasser  meint  natürlich  das  nach  ihr  berechnete  Resultat.  — 
Es  wird  nicht  nötig  sein,  noch  weitere  Beispiele  anzuführen,  um  den 
oben  ausgesprochenen  Wunsch,  dass  der  Verfasser  das  Bach  vor 
einer  neuen  Auflage  einer  genauen  Durchsicht  anterwerfen  möge, 
berechtigt  erscheinen  zu  lassen. 

Dr.  Edmund  Schalze. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nebst  einer  Sammlung  von  800 
Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim 
Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz.  Neunte,  verbesserte  and  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  251  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Leipzig  1888.    C.  F.  Winter.    290  S. 

Anhang  zu  dem  Lehrbache  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr. 
Carl  Spitz.  Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in 
dem  Lehrbuche  befindlichen  Aufgaben  enthaltend.  Neunte,  verbesserte 
und  vermehrte  Auflage.  Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1888.    C.  F.  Winter.    113  S. 

Das  Lehrbuch  nebst  Anhang  ist  in  8.  Auflage  im  264.  litt.  Be- 
richte S.  4  t  besprochen.  Aendernngen  in  der  neuen  Auflage  sind  im 
Vorwort  nicht  angezeigt.  Das  gerügte  trügerische  Zuwerkegeben 
beim  Parallelensatze  ist  beibehalten  worden.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer  Sammlung  von 
630  Beispielen  und  Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz.  Sechste, 
verbesserte  und  vermehrte  Auflage  Mit  47  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Leipzig  1888.    C.  F.  Winter.    140  S. 

Anhang  zu  dem  Lebrbuche  der  ebenen  Trigonometrie  von  Dr. 
Carl  Spitz.  Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in 
dem  Lehrbuche  befindlichen  Aufgaben  enthaltend.  Sechste,  verbes- 
serte und  vermehrte  Auflage.  Mit  23  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren.   Leipzig  1888.    C.  F.  Winter.    73  S. 
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Ueber  die  Lehrmethode  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  die 
goniomotriscben  Functionen  von  Anfang  an  (als  Zahlen,  nicht  Linien) 
für  beliebig  grosse  Winkel  eingeführt  werden.  Verbessert  wird  die 
Methode  durch  die  anfängliche  Allgemeinheit  weder  vom  ideellen 
noch  vom  praktischen  Gesichtspunkte.  Die  Goniometrie  des  1.  Qua- 
dranten (Trigonometrie  des  rechtwinkligen  Dreiecks)  ist  kein  blosser 
specieller  Teil  der  gesamten  Theorie,  sondern  nmfasst  vollständig  die 
notwendige  Voraussetzung  transcendenter  Abhängigkeit;  der  übrige 
Teil  ist  algebraische  Anwendung.  Auch  für  Auffassung  und  Orien- 
tiruDg  ist  es  ungünstig,  mit  einem  überflüssig  weiten  Felde  der  Be- 
trachtung zu  beginnen.  Für  die  fernere  Entwickelung  der  Lehre 
wird  nichts  gewonnen;  denn  die  Allgemeingültigkeit  der  Formeln 
muss  jedenfalls  an  diesen  selbst  bewiesen  werden,  wie  es  anch  hier 
geschieht  Die  Darstellung  zeichnet  sich  nicht  durch  Goncinnität 
und  Uebersichtlichkeit  aus ;  sie  lässt  das  Lehrpensum  als  ein  grösseres 
erscheinen  als  es  in  Wirklichkeit  ist.  Dagegen  versäumt  sie  auf  den 
für  Anfänger  wichtigen  Funkt,  die  Vieldeutigkeit  der  inversen  Func- 
tionen, aufmerksam  zu  machen.  Zu  Anfang  ist  es  zwar  an  2  Stellen 
ausgesprochen,  dass  der  Winkel  durch  die  Function  nicht  vollständig 
bestimmt  wird;  doch  weiterhin  und  besonders  in  den  Uobungsbeispielen 
wird  darauf  keine  Rücksicht  mehr  genommen.  Ebenso  bleibt  das 
doppelte  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  unbeachtet,  und  die  Formel 

tgia  —  — : »  welche  sich  doch  leicht  rational  herleiten  lässt 

sina 

wird  durch  Quadratwurzel  gefun(}f3n  ohne  nur  zu  erwähnen,  dass  dann 

nach   dem  Vorzeichen  gefragt  werden   müsste.    Die  Trigonometrie 

behandelt  erst  das  rechtwinklige,  dann   das  schiefwinklige  Dreieck, 

und  zwar  an  ersterm  4  Aufgaben,   über  letzteres  erst  5  Lehrsätze, 

dann  4  fundamentale  und  viele  Uebungsaufgaben.  H. 

Lehrbuch  der  Planimetrie.  Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht 
Von  H.  Weide  mann,  Oberlehrer  der  Mathematik  am  Landesgymna- 
sium zu  Fellin.    Berlin  1888.    A.  Deubner.    210  S. 

Ueber  den  Zweck  der  Herausgabe  eines  neuen  Lehrbuchs  wird 
im  Vorwort  reichlich  Rechenschaft  gegeben.  Es  werden  darin  keine 
neuen  Grundsätze  aufgestellt,  noch  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine 
Vollkommenheit  in  Aussicht  genommen ;  vielmehr  ist  es  Ziel  der  Be- 
arbeitung, im  einzelnen,  ohne  Bevorzugung  des  Alten  oder  Neuen, 
zu  bessern,  wo  sich  das  Bedürfniss  zeigt  Dass  dies  mit  Fleiss  und 
Umsicht  geschehen,  ist  anzuerkennen.  Kürze  und  Beschränkung  auf 
das  Notwendige  hat  sich  der  Verfasser  nicht  auferlegt:  es  werden 
keine  Worte  gespart  um  alles,  was  dem  Verständniss  und  dem  Auf- 
finden der  Lösungen  der  Aufgaben  dienlich  ist,  beizubringen;  nament- 
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lieh  hielt  dies  der  Verfasser  für  erforderlich,  tim  dem  Schüler  das 
Nachholen  versäumter  Lehrstuudon  zu  erleichtern.  Doch  ist  dabei 
darauf  Bedacht  genommen  worden  die  Uebersichtlicbkeit  nicht  za 
beeinträchtigen.  Ueber  die  Anordnung  des  Stoffes  ist  zu  erwähnen, 
dass  die  Kroislehro  ganz  ans  Endo  gestellt  ist,  während  die  Erklärung 
dos  Kreises  in  der  Einleitung  vorausgeht.  Allerdings  muss  der  Kreis 
zur  Bestimmung  der  Länge  von  Geraden  bei  unbekannter  Richtung 
schon  im  Anfang  dem  Schüler  bekannt  sein,  ohne  dass  er  darum  die 
Kreissätze  zu  kennen  braucht.  Aber  eben,  weil  er  bekannt  genug 
ist,  fällt  auch  joder  merkliche  Grund  weg  die  Theorie  des  Kreises 
80  auszusondern,  als  ob  seine  Scheidung  wesentlicher  wäre  als  die 
zwischen  Gleichheit  und  Aehnlichkeit.  In  diesem  Punkte  ist  also 
die  Veränderung  keine  Besserung  zu  nennen.  Verdienstlich  ist  es, 
dass  der  Verfasser  nirgends  die  strenge  Logik  und  wissenschaftliche 
Wahrheit  hinter  falsche  pädagogische  Rücksichten  zurückstellt;  es 
sind  nicht  wenige  Lehrbücher,  denen  er  damit  entgegentritt.  Auch 
was  die  Benennung  betrifft,  findet  man  es  hier  einmal  ausgesprochen, 
dass  der  Kreis  eine  Linie  ist,  während  unzählige  Lehrbücher,  ob- 
gleich sie  im  ganzen  Verlaufe  eine  Linie  darunter  verstehen,  doch 
in  der  anfänglichen  Erklärung  ihn  entweder  als  Fläche  bezeichnen  oder 
doch  beide  Bedeutungen  zulassen.  Dagegen  ist  die  Verpflanzung  der 
Steiner'schen  Bedeutung  des  Wortes  „Strahl"  in  die  Elementar- 
geometrie nur  geeignet  Verwirrung  zu  schaffen.  Unter  Strahlen  »» 
Radien  versteht  man  Gerade,  die  von  einem  und  demselben  Punkte 
ausgehen.  Hierfür  bedürfen  wir  oiiw  besonderes  Wort  um  der  viel- 
fachen Centralbetrachtungen  willen.  Für  unbegrenzte  Gerade  hin- 
gegen bedürfen  wir  keius;  denn  eine  Gorade  ohne  Angabe  von  Grenzen, 
mit  Abseben  von  Grenzen,  sofern  sie  ohne  Einfluss  sind,  unterscheidet 
sich  nicht  von  einer  unbegrenzten.  Hier  hatte  also  der  Verfasser 
nicht  den  mindesten  Grund  von  der  gewöhnlichen  Terminologie  ab- 
zugehen. H. 

Allgemeine  Arithmetik  und  Algebra  in  ihrer  Beziehung  zu  ein- 
ander und  zu  den  höheren  bürgerlichen  Rechnungsarten,  insbesondere 
zu  den  den  Kapital-  und  Renten- Versicherungen  grundleglichen  Zinses- 
zinsrcchnuugen.  Für  Seminaristen  und  Lehrer  in  einer  für  den 
Selbstunterricht  geeigneten  Form  bearbeitet  von  Karl  Lembcke, 
Seminariehrer.  Wismar  1888.   Hinstorff.    170  S.  Text  und  6  Tabellen. 

Der  Abfassung  zufolge  ist  der  Teil  des  Buchs,  welcher  Lehren 
der  Algebra  enthält,  mathematische  Vorbildung  für  die  Rentenrechnong, 
welche  als  Hauptziel  des  Ganzen  erscheint.  Er  umfasst  die  alge- 
braischen Gleichungen  1.  und  2.  Grades  mit  einer  und  mehreren  Uu- 
bekauntcu,  die  Lehre   vom  Logarithmus  und   dem  Gebrauche  der 
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Tafeln,  die  Exponentialgleichungen  and  die  Progressionen  in  einem 
gänzlich  anf  praktische  Ansfibong  eingerichteten  Vortrage  mit  Bei- 
spielen. Der  übrige  Teil  lehrt,  die  einzelnen  Fälle  durchgehend, 
die  Anwendung  auf  die  zum  Yersicherungsfach  gehörigen  Aufgaben 
mit  Ausschluss  derjenigen,  bei  welchen  die  Wahrscheinlichkeit  in 
Rechnung  zu  ziehen  ist.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskonde.  Deel  XV.  Amsterdam  1888. 
Sikken  en  Co. 

Der  Inhalt  dos  15.  Bandes  ist  folgender. 

G.  L.  Landr6:  Leibrente  in  Terminen  und  durchlaufend.  — 
lieber  den  Einfluss  der  Lebensfälle  und  des  Rentenfusscs  auf  den 
Reservetarif  bei  Lebensversicherung. 

J.  G.  Eluyver:  Ueber  die  invariante  Beziehung  zwischen  2 
in  und  um  ein  Vieleck  beschriebenen  Kegelschnitten. 

A.  Eecen:  Lösung  der  Preisfrage  11:  Ein  Kraftsystem,  das 
eine  Resultante  hat,  wirke  auf  die  Ecken  eines  Vielecks.  Durch 
welchen  Punkt  mnss  bei  gleichzeitig  gleicher  Drehung  aller  Kräfte 
die  Resultante  beständig  gehen?  —  Untersuchung  der  Bewegung 
einer  Ebene  in  oder  über  einer  andern,  bei  welcher  2  Gerade  in  der 
ersten  Tangenten  zweier  Kreise  in  der  zweiten  bleiben. 

F.  J.  van  denBerg:  Forts,  von  IX.  und  XI.  über  Wurzclpunkte. 

A.  J.  A.  Prange:  Ueber  die  Lösung  der  Aufgabe,  Mittelpunkte 
und  Radien  der  Kreise  zu  finden,  die  3  gegebene  Kreise  berühren. 

0.  Schonten:  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  3  für  1887. 

H. 

Jomal  de  Sciencias  Mathematicas  e  Astronomicas  publicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  Escola  Polytechnica  do 
Porto,  Antigo  Professor  na  Universidade  do  Goimbra,  Socio  da  Aca- 
demia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa  etc.    Vol.  VIII.    Goimbra  1887. 

Der  Inhalt  des  8.  Bandes  ist  folgender. 

M.  Lerch:  Ueber  einen  Satz  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.  —  Modification  des  dritten  Gauss^schen  Beweises  des 
Legrendre'scben  Gesetzes  der  Reciprocität  —  Ueber  eine  Eigenschaft 
der  Zahlen. 

H.  Npvarese:  Ueber  die  vollkommenen  Zahlen. 

£.  Cesäro:  Bemerkungen  über  die  Theorie  der  Reihen. 
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F.  Gomes  Teixoira:  üebcr  die  Entwickeluog  der  Functionen 
imagioärer  Yariabelu  in  ßeihen.  —  Ueber  die  Derivation  der  zu- 
sammengesetzten Functionen.  —  üebcr  die  Reduction  der  byper- 
elliptiscben  Integrale. 

R.  Guimaräes:  Ueber  die  Roctification  der  Ellipsenbogen. 

A.  Gützmer:  Ueber  eine  von  M.  Lerch  betrachtete  Reihe.  — 
Bemerkungen  über  die  Theorie  der  Reihen.  -  Ueber  gewisse  arith- 
metische Mittel  der  Functionen  einer  complexen  Yariabeln. 

H.  le  Pont:  2  Noten  aus  der  Integralrechnung.  —  Ueber  die 
asymptotischen  und  Krümmnngslinien. 

A.  Schiappa  Monteiro:  Ueber  das  gleichschenklige  Dreieck. 

J.  M.  Rodrigues:  Ueber  die  Lagrange'sche  Reihe. 

M.  £.  Weyr:  2  Bemerkungen  zu  den  Reihen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  ein  arithmetisches  Problem.  —  Ueber  die 
Kegelschnitte.  —  Algebraisches  Problem. 

Bibliographie.    Auszüge  aus  neuen  Arbeiten.  H. 


Annales  de  la  Faculti  des  Sciences  de  Toulouse,  pour  les  sciences 
matb6matiques  et  les  sciences  physiques,  publikes  par  un  comit^  de 
r^daction  compos6  des  professeurs  de  math6matiques,  de  physique 
et  de  chimie  de  la  facult^.  Sons  les  auspices  du  Ministdre  de 
rinstruction  publique  et  de  la  Municipalit^  de  Toulouse.  Avec  le  cou- 
conrs  des  Gonseils  G6n6raux  de  la  Haute-Ghuronne  et  des  Hautea- 
Pyr^n^es.   Tome  II.  Ann6e  1888.  Paris  1888.  Gauthier-Villars  etfils. 

Der  Inhalt  des  2.  Bandes  ist  folgender. 

Gh.  Bloche:  Ueber  die  asymptotischen  Linien  gewisser  wind- 
schiefer Regelflachen. 

P.  Painlev6:  Ueber  die  siugularen  Linien  der  analytischen 
Functionen. 

Her  mite:  Bemerkungen  über  die  Zerlegung  der  doppelt  perio- 
dischen Functionen  in  einfache  Elemente.  -  Ueber  die  Transfor- 
mation des  elliptischen  Integrals  2.  Gattung. 

F.  Tisserand:  Ueber  eine  Differentialgleichung,  welche  eine 
wichtige  Rolle  in  der  Mechanik  des  Himmels  spielt 

B.  Baillaud,  Ergänzende  Untersuchungen  Aber  die  Entwicke- 
lung  der  Störungsfunction. 

G.  Eoenigs:  Beiträge  zur  Theorie  des  Kreises  im  Baume. 

A.  Destrem:  Yerrücknngen  des  Kupfers  in  einigen  L^&songen 
von  Kupfersalzen  durch  Zink  und  Cadmium. 

F.  J.  Stiel tj es:  Ueber  die  lineare  Transformaüon  des  ellip- 
tischen Differentials  dxi^x. 
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P.  Dtthem:  Historische  Studie  Ober  die  Theorie  der  Magneti- 
siniDg  durch  Induction.  —  Von  der  Magaetisirnng  durch  Induction. 

H. 


Math^sis,  recneil  mathömatique  ä  Tusage  des  6coles  speciales  et 
des  ^tabUssements  d'instrnction  moyenne.  Publik  par  P.  Mansion 
et  J.  Neuberg  avec  la  coUaboratiou  de  plusieurs  professeurs  beiges 
et  6trangers.    Tome  YIII.    Oand  1888.    Ad.  Hoste. 

Der  8.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

6.  de  Longchamps:  Ueber  eine  merkwtlrdige  Trisectrix.  — 
Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Verniory:  Eine  Zerlegung  in  PartialbrtLche. 

Barbarin:  Inhalt  einiger  Dreiecke.  —  Aufgaben  Über  die 
Profil-Gerade. 

Gl.  Servais:  Anwendungen  der  linearen  QnasiJnversion  auf  die 
osculirenden  Curven.  —  Ueber  die  Theorie  der  Transformationen. 

E.  Gesäro:  Developpanten  des  Punktes.  —  Trägheitsmomente 
des  Dreiecks  und  Tetraeders.  —  E.  G.  und  E.  Gatalan:  Ueber 
einen  Satz  von  Oltramare. 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  die  vollkommenen  Zahlen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  die  complementaren  Punkte.  —  Zu  einer 
froheren  Note  Ober  das  Dreieck  (t.  YII.) 

Bergmans:  Sätze  von  der  Parabel. 

Jer&bek  und  Neuberg:  Ueber  die  der  Euler'schen  Geraden 
inverse  Hyperbel. 

£.  Gatalan:  Ueber  die  vollkommenen  Zahlen. 

Fuhrmann:  Ueber  die  Hyperbel  r\ 

P.  Mansion:  Methode  der  Unendlichkleinen. 

J.  Neuberg:  Ueber  die  involutiven  quadratischen  Transforma- 
tionen. 

£.  Waste  eis:  Ueber  das  Yiviani'sche  Theorem. 

£.  Lemoine:  Ueber  das  Mass  der  Einfachheit  in  den  mathe- 
matischen Gonstructionen. 

Ph.  Gilbert:  Bestimmung  der  Axen  eines  centralen  Ellipsoid- 
schnitts  nach  Grösse  und  Richtung. 

Ausserdem  AuszOgo,  viele  Fragen  und  einige  Lösungen. 

H. 

Annuaire  pour  Tan  1889,  publi6  par  le  Bureau  des  Lungitudes. 
Avec  des  notices  scientifiques.    Paris,  Gauthier-Yillars  et  fils. 

Outre  les  renseignements  pratiques  qu'il  contient  chaqne  annee, 
TAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1889  renferme  des  articles 
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dus  aux  savants  les  plus  illnstros  sur  les  Monuaies,  la  Statistiqne, 
la  Geographie,  la  Mineralogie,  etc.,  enfin  les  Notices  suivantes:  Sur 
les  quatre  sessions  de  TAssociation  g^odesique  internationale  k  Paris, 
Berlin,  Nice  et  Salzbourg;  par  H.  Faye.  —  Sar  la  mesare  des  masses 
en  Astronomie;  par  F.  Tisserand.  —  Une  exp6dition  an  massif  da 
mont  Blanc;  par  J.  Janssen.  —  Une  ascension  an  pic  de  Ten6riffe; 
par  Bonquet  de  la  Orye.  —  Discoars  prononcä  ä  rinangnration  de 
la  statno  d'Arapöre  k  Lyon,  par  A.  Cornn.  —  Revue  des  principaux 
travanx  du  Bureau  des  Longitudes  en  1888;  par  le  Secr^taire.  In- 18 
de  IX-830  pages,  avec  2  Cartes  magn6tiques.    (1  fr.  50  c.) 

Gauthier-Yillars  et  fils. 
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xxn. 


Gesehiehte  der  Mafhematlk  und  PhjBilu 

Glerke,  A.  M.,  Geschichte  der  Astronomie  während  des  19. 
Jahrhanderts.  Deutsche  Asg.  v.  H.  Maser.  Berlin,  J.  Springer. 
10  Mk. 

Graf,  J.  H.,  Geschichte  der  Mathematik  o.  der  Naturwissen- 
schaften in  bemischen  Landen  vom  Wiederaufblflhen  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit.  1.  Hft;.  Das  XYI.  Jahrh.  Bern, 
Wyss.    1  Mk. 

Loria,  G.,  die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie  in 
ihrer  früheren  u.  heutigen  Entwickelung.  In's  Deutsche  Übertragen 
T.  F.  Schutte.    Leipzig,  Teubner.    3  Mk. 

Methode  und  Prlneipien. 

Frerichs,  H.,  die  HTpothesen  der  Physik.  Ein  Versuch  e. 
einheitl.  Darstellung  derselben.  2.  Afl.  Norden,  Fischer  Nachf. 
2  Mk.  ÖO  Pf. 

Kerz,  F.,  weitere  Ausbildung  der  Laplace'schen  Nebularhypo- 
these.    Ein  Nachtrag.    Leipzig,  Spamer.    3  Mk. 

Lekrblleher« 

Lieber,  H.,  u.  F.  v.  LUhmann,  Leitfaden  der  Elementar- 
Mathematik.  1.  Tl.  Planimetrie.  6.  Afl.  Beriin,  L.  Simion.  1  Mk. 
50  Pf. 

—  ,  dass.  3.  Tl.  Ebene  Trigonometrie,  Stereometrie,  Sphäri- 
sche Trigonometrie.    4.  Afl.    Ebd.    1  Mk.  25  Pf. 

Sammlungen« 

Adam,  W.,  6500  Aufgaben  f.  d.  Unterricht  in  der  Arithmetik 
u.  Algebra.    1.  TL    Neuruppin,  B.  Petrenz.    2  Mk. 
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Banr,  L.,  Sammlang  y.  arithmetischen  Aufgaben  far  Lehrer 
n.  Zöglinge  des  niederen  n.  höheren  Lehramts.  Stuttgart,  Stein- 
kopf.   Oeb.    2  Mk.  20  Pf. 

Danrer,  F.  S.,  Uebangsbnch  znm  Stadium  der  elementaren 
Mechanik.    Wien,  Holder.    2  Mk.  40  Pü 

Fetscher,  M.,  Arithmetisches.  Auflösungen  zu  den  arithmet. 
Aufgaben  aus  den  Reallebrer-Prflfnngen  in  Württemberg.  Stuttgart, 
Metzler'sche  Buchh.,  Veri.-Cto.    2  Mk.  30  Pf. 

Graefe,  F.,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie d.  Raumes  insbesondere  der  Fl&chen  zweiten  Grades.  Leipzig, 
Tenbner.    3  Mk. 

Hauck,  G. ,  Uebungsstoff  f.  den  praktischen  Unterricht  in  der 
Projektionslehre  (Parallelperspektive,  Centralperspektive  u.  Schatten- 
lehre.)    1.  u.  2.  Hft.    Beriin,  J.  Springer,    k  1  Mk. 

Hei 8,  E.,  Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allge- 
meinen Arithmetik  n.  Algebra.  76.-78.  Afl.  Köln,  DuMont-Scfaaa- 
berg.    3  Mk. 

Heuner's,  J.  F.,  Aufgaben  zum  Kopf-  u.  Zifferrechuen  m.  den 
Ergebnissen.  Hft.  G.  Fttr  die  Oberklasse.  7.  Afl.  Lehrer-Asg. 
Ansbach,  Sejbold.    80  Pf. 

—  Ergebnisse  nebst  weiterem  Uebnngsstoffe  zu  den  Rechnen- 
Aufgaben  u.  zwar  zum  IV.  u.  Y.  Schfllerhefte.  Mittelklasse.  3.  Afl. 
Asg.  f.  Lehrer.    Ebd.    60  Pf. 

Hocevar,  F.,  geometrische  Uebungsaufgaben  f.  d.  Obergym- 
nasium. 1.  ELft.  Planimetrie  u.  Stereometrie.  Leipzig,  Freytag.  Geb. 
80  Pf. 

Kellner,  F.  W.,  methodisch  geordnete  Aufgaben  f.  das  Kopf- 
rechnen.   1.  Hft.    3.  Afl.    Reval,  Kluge's  Veri.    1  Mk.  20  Pf. 

—  methodisch  geordnete   Aufgaben   f.  das  Tafelrechnen.    Ebd. 

2.  Hft.    6.  Afl.    50  Pf;  6.  Hft.    4   Afl.    80  Pf. 

Kleyer,  A. ,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  444.-477.  Hft.  Stuttgart,  J.  Maier. 
ä  25  Pf. 

Lieblein's,  J.,  Sammlung  v.  Aufgaben  aus  der  algebraischen 
Analysis  zum  Selbstunterricht.  2.  Afl.,  hrsg.  y.  W.  Laska.  Prag, 
Neugebauer's  Vori.    4  Mk.  50  Pf. 

Lobe,  M.,  Sammlung  v.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik.    3.  Hft. 

3.  Afl.    Leipzig,  Brandstetter.    Kart.    80  Pf. 

Magnus,  K.  H.  L.,  Lehrerheft  zu  F.  Heuer's  Rechenbuch  f; 
Stadt-  u.  Landschulen.  Zu  Asg.  A.  u.  B.  3.  Tl.  Hannover,  Meyer. 
1  Mk.  60  Pf: 

Matthiessen,  L.,  Uebungsstoff  f.  den  Unterricht  in  der  Arith- 
metik und  Algebra.    2.  Afl.    Köln,  DuMont-Schaoberg.    2  Mk. 
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Zähringar,  H.»  motkodiaeli  geordaete  Aufgäbet  tlb.  die  Ele- 
mente der  BachstabenrechDuog  und  OleichnngslebreD.  1.  «.  2.  Hft. 
5.  Afl.  Von  C.  Enbolz.  Zürich,  Meyer  &  Z.  1  Mk.  50  Pf.;  Ant- 
worten  dasü.    3  Mk.  40  Pf. 


Tabelleo. 

Adam,  V.,  Taschenbuch  der  Logarithmen  f.  Miftelschiilen  n. 
höhere  Lehransalten.  15.  Afl.  Wien,  Bermann  A  A.  Geb.  1  Mk. 
20  Pf. 

Spreeher,  A.  y.,    Rednctioas-Tabellen  f.  Elektrotechniker  zur 

Berechnung  v.  tgu  und  sin^  ans  der  Skala-Ablesnng.  Zflrich,  Schult- 
hesa.    IMk. 


Arithmetik,  Algiehra  nnti  reine  Aaalysii. 


Ameseder,  A.,  Hb.  die  linearen  Transformationen  d.  tetraedalen 
Complexes  in  sich.    Leipzig,  Frey  tag.    30  Pf. 

Gz  üb  er,  £.,  zum  Gesetz  der  grossen  Zahlen.  Untersuchung 
der  Ziehnngsergebnisse  der  Prager  u.  Brünner  Lotterie  Yom  Stand- 
punkte der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.    Prag,  Domiaicus.    60  Pf. 

Fr6mter,  A.,  Lehrbuch  der  Grundrechnuugsarten.  1.  Buch: 
Das  Rechnen  m.  unbenanntea  ganzen  Zahlen.  Stuttgart,  J.  Maier. 
3Mk. 

Hochheim,  H.,  Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Arithmetik 
u.  Algebra  an  höheren  Lehranstalten.  1.  Hft  4.  Afl.  Berlin, 
Mitüer  AS,    2  Mk.  80  Pf. 

Kleyer,  A.,  Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  1.  Tl.  Die 
einfache  und  wiederholte  Differentiation  explizirter  Funktionen  v. 
einer  unabh&ng.  Variablen.    2.  Afl.    Stuttgart,  J.  Maier.    5  Mk. 

Knies,  E.,  Lehrbuch  der  Arithmetik  f.  Real-  und  Latein- 
schulen.   1.  Tl.    3.  Afl.    Mflnchen,  Eellerer.    l  Mk. 

Mortons,  F.,  flb.  die  inyarianten  Gebilde  e.  ternftren  cubischen 
Form.    Leipzig,  Freytag.    1  Mk.  40  Pf. 

Neumann,  C,  aber  die  Methode  d.  arithmetischen  Mittels. 
2.  Abhandlung.    Leipzig,  Hirzel.    6  Mk. 

Schlömilch,  0.,  Handbuch  der  algebraischen  Analysis.  6.  Afl. 
2.  Druck.    Stuttgart,  Frommann's  Verl.    9  Mk. 
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Villi cas,  F.,  Lebr-  n.  Ueirangsbnch  der  Arithmetik  f.  Unter- 
realschalen.  1*  Thl.  f.  die  1.  Glasse.  9.  Afl.  Wien,  Piehler'B  Wwe. 
&  8.    Geb.    1  Mk.  44  Pf. 

Geometrie. 

Bohnert,  F.,  Bestimmnng  e.  spedellen  periodiechen  Minimal- 
flache,  auf  welchen  anendlich  viele  gerade  Linien  n.  unendlich  viele 
ebene  geodätische   Linien  liegen.    Göttingen,   Vandenhoeek  A  R. 

1  Mk.  60  Pf. 

Disteli,  M.,  die  Steiner'schen  Schliessangsprobleme  nach  dar- 
stellend geometrischer  Methode.    Leipzig,   Teubner.    4  Mk. 

Fiedler,  W.,  d.  darstellende  Geometrie  in  organischer  Yer- 
bindang  m.  der  Geometrie  der  Lage.  3.  Afl.  3.  ThL  Die  constroir. 
n.  analyt  Geometrie  der  Lage.    Leipzig,  Teubner.    16  Mk. 

Fischer,  £.,  Zeichen-Yorlagen  aus  dem  Gebiete  der  Stsre- 
otomie.  1.  HfL  6  Blätter  Original  -  Steinschnitt  -  Aufgaben.  Mit 
erläut.  Text.    Nürnberg,  Eom'sche  B.    6  Mk. 

Heis,  E.,  u.  Th.  Eschweiler,  Lehrbuch  der  Geometrie  zum 
Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten.  3.  Afl.  3.  Tl.  Ebene  n. 
sphärische  Trigonometrie  bearb.  v.  Heis.    Köln,  DuMont-Schauberg. 

2  Mk.  80  Pf. 

Hocevar,  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  Obergymnasien. 
Leipzig,  Freytag.    Geb.    2  Mk.  10  Pf. 

—  Lelur-Uebungsbuch  der  Geometrie  £  Untergymnasien.  2.  Afl. 
Ebd.    Geb.    1  Mk.  50  Pf. 

Eleyer,  A.,  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Pla- 
nimetrie). 1.  TL  Die  gerade  Linie,  der  Strahl,  die  Strecke,  die 
Ebene  und  die  Kreislinie  im    aUgemeinen.     Stuttgart,  J.   Maier. 

1  Mk.  80  Pf. 

Eöltzsch,  A.,  Grundzflge  der  Baumlehre.  Leipzig,  Merse- 
burger.   60  Pf. 

Eo estler,  H.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie.  1.  Hft  Kon- 
gruenz,   a  Afl.    Halle,  Nebert*s  Verl.    Kart    1  Mk.  25  PI 

Kröger,  M.,  Leitfaden  f.  den  C^metrie-Ünterricht  in  Mittel- 
schulen u.  gehobenen  Volksschulen.  2.  Afl.  Hamburg,  Meissner's 
Verl.    1  Mk. 

Lie,  S.,  zur  Theorie  der  Berflhrungstransformationen.  Leipzig, 
HirzeL    1  Mk. 

Michalitschke,  A.,  die  archimedische,  die  hyperbolische  u. 
die  logarithmische  Spirale.    Prag,  Härpfer.    3  Mk. 

Mornik,  F.,  Bitter  v.,  Geometrie  u.  geometrisches  Zeichiien  f. 
Knaben-Bflrgerschulen.    1.  — 3.  Hft.    5.  Afl.    Leipzig,  Freytag.  Geb. 

2  Mk.  60  Pf. 
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Napraynik,  F.,  Geometrie  u.  geometrisches  Zeichnen  f. 
Knaben-  n.  Bfirgerschnlen.  1.  Thl.  7.  Afi.,  3.  Thl.  3.  Afl.  Wien, 
Pichler's  Wwe.  AS.    ä  76  Pf. 

Rottok,  Lehrbach  der  Planimetrie.  3.  Afl.  Leipzig,  Schnitze. 
1  Mk.  20Pf. 

—  ,  Lehrbach  der  Stereometrie.    3.  Afl.    Ebd.    1  Hk.    5  Pf. 
Schlömilch,  0.,   Gmndzflge  e.  wissenschaftl.  Darstellnng  der 

Geometrie  des  Masses.  1.  HfL  Planimetrie.  7.  Afl.  Leipzig,  Tenb- 
ner.    2  Mk. 

Spitz ,  G. ,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  9.  Afl.  Leipzig, 
Winter'sche  Yerlagsh.  3  Mk.;  Anh.:  Resultate  n.  Andentgn.  zn 
AnflöH^.  der  Aufgaben  enth.    1  Mk. 

Steiner,  X,  Studien-Blätter.  Eine  systemat  Folge  vorge- 
druckter  Annahmen  zur  graph.  Durchfahrg.  grösserer  Constructions- 
Aufgaben  aus  dgr  darstell.  Geometrie.  2.  Afl.  DurchfOhrungen. 
Wien,  Holder.    72  Pf. 

—  dasselbe.    Schattenlehre.    2.  Afl.    Ebd.    72  Pf. 
Yillicus,   F.,   Lehrbuch  der  ebenen  (Geometrie  f.  die  2.  u.  3. 

Realdasse.    3.  Afl.    Wien,  Pichler's  Wwe.  A  S.  Geb.    1  Mk.  50  PI 
Yonderlinn,    J.,    Lehrbuch    der    vorstellenden    Geometrie. 
1.  Buch.    Das  Projektionszeichnen.     3.  — 12.  (Schlnss-)  Hft    Stutt- 
gart, J.  Maier.    k  25  Pf. 

—  Lehrbuch  des  Projektionszeichnens.  1  Tl.  Die  rechtwink- 
lige Projektion  auf  e.  u.  mehren  Projektionsebenen.  Ebd.  8  Mk. 
60  Pf. 

Weidemann,  H.,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  Berlin,  Deubner. 
8Mk. 

Trigonometrie. 

Nies,  IL,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  f.  den  Schul- 
gebrauch.   Darmstadt,  Bergstraesser.    1  Mk.  20  Pf. 

Spitz,  0.,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  6.  Afl.  Leip- 
zig, Wintei^sche  Yerlagsh.  2  Mk.;  Resultate  u.  Andentgn.  zu  Auf- 
lösgn.  der  Aufgaben.    1  Mk. 


Praktische  Geometrie,  Geodlsie« 

BarfuBS,  F.W.,  Handbuch  der  Feld-Messkunde.  4.  Afl.  bearb. 
V.  W.  Jeep.    Weimar,  B.  F.  Yoigt    6  Mk. 

Bauernfeind,  C.  M.  v.,  das  bayerische  Prftdsions-Nivellement. 
7.  MiUheilg.    München,  Franz'scher  Yerl.    2  Mk.  80  Pf. 

Jordan,  W.,  Handbuch  der  Yermessungskunde.  3.  Afl.  2.  Bd. 
Stuttgart,  Metzler'sche  Buchh.,  Yerl.-Cto.    22  Mk. 
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Starabach,  J.  J.,  die  Plamoieter  Coradi,  ihre  Theorie,  Con- 
stmction  a.  Genauigkeit.    Stattgart,  Wittwer's  Verl.    1  Mk. 

Yerhandlangea  der  vom  21.  bis  zum  29.  October  1887  auf  der 
Sternwarte  z«  Nizza  abgehaltenen  Coaferenz  der  permanenten  Com- 
mission  der  internationalen  Erdmessnng,  red.  v.  A.  Hirsch.  Mit 
Snppl.    Berlin,  6.  Reimer.    27  Hk. 

Mechanik. 

Bieler,  A.,  Leitfaden  n.  Bepetitorium  der  analytischen  Mecha- 
nik. 2.  TL  Analytische  Dynamik  der  feston  Körper.  Leipzig,  Violet. 
1  Mk.  80  Pf. 

Poisson,  S.  D.,  Lehrbach  der  analytisdien  Mechanik.  Deutsch 
hrsg.  Y.  A.  Pfannstiel.  2.  n.  a  L^.  Dortmund,  Meyer,  ä  2  Mk. 
75  Pf. 

Technik« 

Ayrton,  W.  £.,  Handbach  der  praktischen  Elektricitftt  Deut- 
sche Bearbeitung  von  M.  Krieg.  Jena,  Costenoble.  13  Mk.  50  P£; 
geb.  14  Mk.  50  Pf. 

Bibliothek,  elektro-technische.  39.  Bd.  Materialien  f.  Kosten* 
anschlage  elektrischer  Lichtanlagen.  Von  £.  de  Fodor.  Wien, 
BarÜeben.    3  Mk  ;   geb.  4  Mk. 

Exner,  C,  üb.  e.  Scintilloraeter.    Leipzig,  Freytag.    16  Pf. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Viertel^fthrliche  Berichte.  Hrsg. 
V.  K.  Strecker.    2.  Jhg.    1888.    L  Hft    Berlin,  J.  Springer.   5  Mk. 

Fuhrmann,  A.,  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  in 
den  Naturwissenschaften,  im  Hochbau  n.  in  der  Technik.  1.  Thl. 
Naturwissenschaftliche  Anwendung  der  Differentialrechnung.  Berlin, 
Ernst  &  K.    3  Mk. 

Maier,  J.,  u.  W.  H.  Preece,  das  Telephon  und  dessen  prak- 
tische Verwendung.    Stuttgart,  Enke.    9  Mk. 

Schellen,  H.,  der  elektromagnetische  Telegraph.  6.  Afl.  v. 
J.  Kareis.  7.  (Schluss-)  Lfg.  Braunschweig,  Vieweg  ifc  S.  8  Mk. 
30  Pf.;  cplt.  30  Mk. 

Thompson,  S.  P.,  die  dynamoelektrischen  Maschinen.  3.  Afl., 
übers,  v.  G.  Grawinkel.    1.  Hft    Halle,  Knapp.    4  Mk. 

Optik,  Akustik  und  Elastieit&t. 

Bohn,  C,  über  Liusenzusammenstellung  und  ihren  Ersatz  durch 
eine  Linse  v.  vernachl&ssbarer  Dicke.    Leipzig,  Tenbner.    2  Mk. 

Ernecke,  F.,  150  optische  Yersnche  zur  VeranschauUchung 
der  Orundlehren  der  Ausbreitung,  Spiegelung  und  Brechung  des 
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UebteB;  Naeb  Angaben  v.  H.  Zwick  zusammengestelk.  Berlin, 
GHlrtner'B  Verl.    1  Mk.  60  Pf. 

Franken  6.,  die  Wirkung  der  Cylinderlinsen,  veraascbaiilicht 
durch  Stereoskop.  Darstellung  des  Strahlengangs.  Wiesbaden ,  Berg- 
mann.   1  Mk. 

Eayser,  H.,  n.  C.  Runge,  flb.  die  Spectren  der  Elemente. 
gerlin,  O.  Reimer.    Kart.    6  Mk. 

Meisel,  F.,  Lehrbuch  der  Optik.  3.  Afl.  v.  F.  W.  Barfitss. 
Populäres  Lehrbuch  der  Optik,  Katoptrik  u.  Dioptrik.  Weimar, 
B.  P.  Voigt    12  Mk. 

Pabst,  C,  Leitfaden  der  theoretischen  Optik.  Halle,  Schmidt's 
Verl.    1  Mk.  25  Pf. 

ftnellen,   H.,    optotypi   ad  Visum  determinandum    secnndam 

formnlam  tf^j^,    £d.  9.,  metrico  sjstemate.     (36  Bl&tt.)    Berlin, 

Peters,    3  Mk.  50  Pf. 

Wislicenus,  W.  F.,  Untersuchungen  Aber  den  absoluten  per- 
sönlichen Fehler  bei  Durchgangsbeobachtungen.  Leipzig,  W.  Engel- 
mann.   3  Mk. 

Erd-  und  Himmelskunde. 

Auwers,  A.,  neue  Rednction  der  Bradley'schen  Beobachtungen 
aus  den  J.  1750  bis  1762.  3.  Bd.  Der  Stemcatalog  f.  1755  u.  seine 
VergleichuDg  m.  neuen  Bestimmungen  enth.  Leipzig,  Voss'  Sort 
9  Mk.  20  Pf. 

Bauschin g er,  J.,  üb.  die  Biegung  v.  Meridian-Fernrohren. 
Mflnchen,  Franz*scher  Verl.    1  Mk.  50  Pf. 

Beobachtungen,  meteorologische,  in  Deutschland  v.  25  Stationen 
IL  Ordnung,  sowie  stflndliche  Aufzeichnungen  v.  3  Normal-Beo- 
bachtungsstationen der  Seewarte  und  Kaiserslautern,  die  Stflrme 
nach  den  Signalstellen  der  Seewarte.  1886.  Jahrg.  IX.  Hrsg.  v. 
d.  Direction  der  Seewarte.    Hamburg,  Friederichsen  &  Co.     13  Mk. 

Böhmer,  G.  H.,  elektrische  Erscheinungen  in  den  „Rocky 
Mountains^S    Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Br  6  die  hin,  Th.,  sur  la  grande  com^te  de  1887.  L  Avec 
note  suppl^mentaire.    Leipzig,  Voss'  Sort    60  Pf. 

Dziobek,  0.,  die  mathematischen  Theorien  der  Planeten-Be- 
wegungen.   Leipzig,  Barth.    9  Mk. 

Gerling,  Ch.  L. ,  die  Pothenoth'sche  Aufgabe,  in  praktischer 
Beziehung  dargestellt.  2.  Asg.  Marburg,  Elwert'scbe  Verl.-Buchh. 
1  Mk.  50  Pf. 

Messer,  J.,  Stern- Atlas  f.  Himmelsbeobachtungen.  St  Peters- 
burg,   Ricker.    Geb.    10  Mk. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krüger.  120.  Bd.  (24 
Nrn.)    Nr.  1.    Hamburg,  Mauke,    prcplt  15  Wl. 
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Nieflsl,  0.  V.,  Bahnbestimmiing  d.  Meteors  vom  23.  Oktbr. 
1887.    Leipzig,  Freytag.    60  Pf. 

Stem-Ephemeriden  f.  d.  Jahr  1890.  Berlin »  Dflmmler'B  Verl. 
6Mk. 

Stern-Karte,  drehbare,  f.  Mittel-Eoropa.  6.  Afl.  Frankfurt, 
Dtsche.  Lehrmittel-Anstalt  Asg.  A.  1  Mk.  25  PI;  Asg.  B.  Trans- 
parent. 1  Mk.  60  Pf.;  Asg.  B.  Transparent  m.  Beleachtnngsapparat 
1  Mk.  86  Pf. ;  letzterer  apart.    85  Pf. 

Yertheilang,  die,  der  in  beiden  Bonner Dnrchmnsteningen  ent- 
haltenen Sterne  am  Himmel.  Mflnchen,  Franz'scher  Verl.  2  Mk. 
50  Pf. 

VierteUahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschaft.  Hrsg.  y. 
E.  Schönfeld  n.  H.  Seeliger.  23.  Jhrg.  1888.  1.  Hft.  Leipzig, 
W.  Engelmann.    2  Mk. 

Wittstein,  A.,  ein  Beispiel  zum  Theodor  v.  Oppolzer'schen 
Kanon  der  Finsternisse.    Leipzig,  Köhler's  Antiqn.    10  Mk. 


Physik. 

Behse,  H.  W.,  Lehrbuch  der  Physik  f.  höhere  Bürgerschulen, 
Realschulen  u.  techu.  Lehranstalten.  2.  Afl.  Weimar,  B.  F.  Toigt 
Geb.    3  Mk.  75  P£ 

Bolz,  C.  H.,  die  Pyrometer.  Eine  Kritik  der  bisher  constmir- 
ten  höheren  Temperatarmesser  in  wissenschaftlich-techn.  Hinsicht 
Gekrönte  Preisschrift    Berlin,  J.  Springer.    3  Mk. 

D  üb  eis,  Untersuchungen  ab.  die  physiologischen  Wirkung  der 
Gondensatorenentladungen.    Bern,  Wyss.    1  Mk.  50  Pf. 

Exner,  F.,  Vorlesungen  über  Eiektricitftt  Wien,  Deuticke's 
Verl.    14  Mk. 

Hoppe,  E.,  die  Accumulatoren  f.  Electridtät.  Berlin,  J.  Sprin- 
ger*   6  Mk. 

Jan  mann,  G.,  Einfluss  rascher  Potentialänderungen  auf  den 
ErklflrungSYorgang.    Leipzig,  Freytag.    1  Mk.  20  Pf. 

Kleyer,  A.,  die  elektrischen  Erscheinungen  und  Wirkungen 
in  Theorie  u.  Praxis.    83.— 90.  Hft    Stuttgart,  J.  Maier.    k  25  Pf. 

Kohlrausch,  F.,  flb.  den  absoluten  elektrischen  Leitungs- 
widerstand.   München,  Franz'scher  Verl.    3  Mk.  50  Pf. 

Lehmann,  0.,  Molekularphysik  m.  besond.  Berücksicht  mi- 
kroskop.  Untersuchungen  und  Anleitung  zu  solchen ,  sowie  ein  Anh. 
flb.  mikroskop.  Analyse.  1.  Bd.  Leipzig,  W.  Engelmann.  22  Mk.; 
Einbd.  2  Mk. 

May,  0.,  u.  A.  Krebs,  Lehrbuch  des  Elektromagnetismus. 
Stuttgart,  J.  Maier.    4  Mk.  50  Pf. 
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Netoliczka,  E.,  Lehrbach  der  Physik  a.  Chemie  f.  Bfirger- 
scholea.     3  Stufen.    Nene  Afl.     Wien,  Pichler's  Wwe.  &  S.     Kart. 

2  Mk.  24  Pf. 

Recknagel,  G.,  Kompendiam  der  Experimental-Physik.  2.  Afl. 
Kaiserslautern,  Tascher.  16  Mk.;  geb.  18  Mk. 

Schmidt,  A.,  der  tägliche  Gang  der  erdmagnetischen  Kraft 
in  Wien  u.  Batavia  in  seiner  Beziehung  zum  Fleckenzustand  der 
Sonne.    Leipzig,  Freytag.    50  Pf. 

Schulze,  L.  R. ,  das  Buch  der  physikalischen  Erscheinungen, 
l^ach  A.  Guillemin  f.  das  Verständniss  weiterer  Kreise  bearb.  Neue 
Asg.    Brannschweig,  Salle.    10  Mk.;  geb.  12  Mk.  50  Pf. 

—  die  physikalischen  Kräfte  im  Dienst  der  Gewerbe,  der  Kunst 
n.  der  Wissenschaft.  Nach  A.  Guillemin  f.  das  Bedürfniss  weiterer 
Kreise  bearb.    2.  Afl.    Ebd.    13  Mk.;  geb.  15  Mk. 

Schneidewind,  W.,  üb.  die  negative  Natur  organischer  Ra- 
dicale.    Göttingen,  Yandenhoeck  &  R.    1  Mk. 

Sumpf,  K.,  Grundriss  der  Physik.  Hildelsheim,  Lax.  3  Mk. 
20  Pf. 

Wallcntin,  J.  G.,  Lehrbuch  der  Physik  f.  die  oberen  Classen 
der  Mittelschulen  u.  verwandter  Lehranstalten.  5.  Afl.  Asg.  f.  Gym- 
nasien. 3  Mk.  20  Pf.;  Asg  f.  Realschulen.  Wien,  Pichler's  Wwe. 
&  S.    Geb.    3  Mk. 

Termisehte  Schriften. 

Abhandlungen  der  mathematisch-pbysikalishen  Classe  der  königl. 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  14  Bd.  Leipzig,  Hir- 
zel.    42  Mk. 

Journal  f.  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  v. 
L   Kronecker.    104.  Bd.  1.  Hft.  Berlin,  G.  Reimer,    prcplt   12  Mk. 

Radzio,  die  Mathematik  u.  deren  Nutzanwendung  im  bürger- 
lichen Leben,  insbesondere  zur  Vorbereitung  auf  die  Prtlfung  u.  s.  w. 
f.  Militär-Anwärter,  Yerkehrskassenbeamte  u.  s.  w.  Colbergerm., 
Pickel.    1  Mk.  30  Pf. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch-naturwissenschaftl.  Classe.  Abtb.  IIa.  Enth.  die  Ab- 
handlungen aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  Astronomie,  Physik, 
Meteorologie  u.  der  Mechanik     97.  Bd.    5.  Hft     Leipzig,   Freytag.  i 

3  Mk.  I 

—  dass.    Register  XU.    Zu  den  Bdon.  91—96.    Ebd.    1  Mk. 

40  Pf.  I 
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Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

XXIII. 


Methode  und  Prineipien. 

Natanson,  L.,  üb.  die  kinetische  Theorie  der  Joule'schen 
Erscheinangen.    Dorpat,  Earow.    1  Mk. 

Zimmermaun,  W.  F.  A.,  Natnrkräfte  u.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
Bearb.  u.  hrsg.  y.  B.  Dürigen.  21.  u.  22.  Lfg.  Berlin,  Dümmler's 
Verl.    k  50  Pf. 

Lehrbfloher. 

Fraukenbach,  F.  W.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  höhere 
Lehranstalten.  1.  Tl.  Die  Planimetrie.  Liegnitz,  Erumbhaar. 
1  Mk.  50  Pf. 

Sammlungen. 

Bar  de  7,  £.,  arithmetische  Aufgaben,  nebst  Lehrbuch  der  Arith- 
metik, vorzugsweise  f.  höhere  Bürgerschulen,  Realschulen,  Progym- 
nasieu  und  Prorealgymnasion.    5.  Afl.    Leipzig,  Teubner.    2  Mk. 

Eleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  476.-499.  Hft.  Stuttgart,  Maier. 
ä  25  Pf. 

Elunzinger,  E. ,  Aufgaben  f.  das  mündliche  u.  schriftliche 
Rechnen  zum  Gebrauch  f.  Schnlaspiranten,  gehobene  Oberklasscn  n. 
Fortbildungsschulen.  Lehrerausg.  2.  Afl.  Nagold,  Zaiser.  2  Mk.; 
geb.  2  Mk.  20  Pf. 

—    Schülerausg.    1  Mk.;  geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Enies,  E.  n.  0.  Bachmann,  Aufgabensammlung  f.  das  Rech- 
nen m.  bestimmten  Zahlen.  1.  Tl.  3.  Afl.  München,  Eellerer. 
1  Mk.  20  Pf. 
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Läska,  W.,  Sammlang  y.  Formeinder  reinen  and  angewandten 
Mathematik.  1.  n.  2.Lfg.   Braanschweig,  Yieweg  &  S.  13  Mk.  50  Pf. 

Lieber,  H.  a.  F.  v.  Lübmann,  trigonometrische  Anfgaben. 
3.  Afl.    Berlin,  L.  Simion.    4  Mk. 

Reeb,  W.,  algebraisches  Uebangsbach  m.  einleit.  Fragen,  einge~ 
reihton  Sätzen  n.  Regeln,  sowie  ausgeführten  Musterbeispielen. 
3.    Afl.    Giessen,  Roth,  Verl.    1  Mk.  50  Pf.  - 

Schubert,  H.,  Sammlung  v.  arithmetischen  u.  algebraischen 
Fragen  u.  Aufgaben,  verbunden  m.  e.  systemat.  Aufbau  der  Begriffe, 
Formeln  u.  Lehrsätzen  der  Arithmetik.    2.  Hft.    Fttr  obere  Klassen. 

2.  Afl.    Potsdam,  Stein's  Veri.    1  Mk.  80  Pf. 

Servus,  H.,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  n. 
Algebra  f.  Gymnasien,   Realgymnasien   u.   höheren    Bflrgerachnlen. 

3.  Hft.    Leipzig,  Teubner.    Kart.  75  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis« 

Dorn,  J.  u.  P.  Nakel,  Anleitung  zum  Unterrichte  im  Rech- 
nen. 4.  Tl.  Die  schwierigen  Fälle  der  Bruchrechnung,  die  Decimal- 
brttche  u.  die  bürgerl.  Rechnungsarten.  7.  Afl.,  besorgt  v.  P.  Nakel. 
Breslau,  Handel's  Veri.    2  Mk.  50  Pf. 

Forsyth,  A.  R.,  Lehrbuch  der  Differential-Gleichungen.  Mit 
e.  Anh.:  Die  Resultate  der  im  Lehrbucho  angeführten  üebungsaaf- 
gaben  enth.,  hrsg.  v.  U.  Maser.    Braunschweig,  Yieweg  &  S.    14  Mk. 

Lie,  S.,  zur  Theorie  der  Transformationsgruppen.  Ghristiania, 
Dybwad.    35  Pf. 

Menzel,  J.,  Lehrgang  f.  den  £lementar-Unterricht  im  Rech- 
nen.   5.  Afl.    Bielefeld,  Velhagen  &  Kl.    Geb.  3  Mk. 

Schlesinger,  L.,  e.  Beitrag  zur  Theorie  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  m.  a  Relation  dritten 
Grades  zwischen  den  Elementen  e.  Fundamentalsystemes  v.  Inte- 
gralen.   BerUn,  Mayer  &  M.    1  Mk.  80  Pf. 

Win  ekler,  A.,  über  ein  Kriterium  d.  Grössten  und  Kleinsten 
in  der  Variationsrechnung.    Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 


Geometrie. 

Brockmann,  F.  J.,  Materialien  zu  Dreieckskonstmktionen 
nebst  Anwendung  auf  fast  vierhundert  Aufgaben.  Leipzig,  Teubner. 
1  Mk.  20  Pf. 
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Eud,  W.,  algcbraiscbo  Uiitersucbuugcu  üb.  Flächen  in.  gemein- 
scliaftlicheu  Curveu.    Tübiugen,  Fues.    80  Pf. 

Ganter,  H.  u.  F.  Rudto,  die  Elemente  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene.    Leipzig,  Teubuer.    2  Mk.  40  Pf. 

Hu  ebner,  L.,  ebene  n.  räumliche  Geometrie  d.  Masses  in  or- 
ganischer Verbindung  m.  der  Lehre  v.  den  Kreis-  n.  Hyperbel- 
funktionen.    Neu  dargestellt.     Leipzig,  Teubner.    8  Mk. 

Johannes  J. ,  die  rationellen  Raumkurven  sechster  Ordnung  er- 
zeugt durch  geometrische  Transformationen  aus  e.  Kegelschnitte. 
Tübingen,  Fues.    1  Mk. 

Kerschensteiner,  G.,  üb.  die  Wendcpunktsgloichung  6.  Gra- 
des und  die  ihr  zugehörigen  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung. 
Nürnberg,  Ballhoru's  Verl.    1  Mk. 

Krieg  v.  Hochfoldeu,  F.,  Frhr.,  üb.  projectivo  Beziehungen, 
die  durch  vier  Gerade  im  Räume  gegeben  sind.  1.  Mitthoilg.  Leip- 
zig, Freytag.    60  Pf. 

Leuch,  S.  R.  A.,  Erzeugung  u.  Untersuchung  einiger  ebenen 
Curven  höherer  Ordnung.    Leipzig,  Fock.    2  Mk. 

Macher,  G.,  Repetitorium  der  elementaren  Mathematik.  1.  Tl. 
Planimetrie.    Würzburg,  Hertz.    Kart.     1  Mk.  20  Pf. 

M enger,  G.,  Elementa  di  geometria  descrittiva  ad  uso  delle 
scuole  reali  superiori.    Wien,  Holder.    2  Mk.  80  Pf. 

—  geometrische  Formenlehre  in  Verbindung  mit  dem  Freihand- 
zeichnen.   Für  die  1.  Classe  der  Realschulen.    2.  Afl.    Ebd.    80  Pf. 

Simon,  M.,  der  erste  Unterricht  in  der  Raumlehre.  Berlin, 
Springer.    Kart.    50  Pf. 

Waelsch,  E.,  üb.  das  Normalsystem  n.  die  Centralfläche  alge- 
braischer Flächen  insbesondere  der  Flächen  2.  Grades.  Leipzig, 
Engelmann.     1  Mk.  40  Pf. 

Wapienik,  A.,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  d.  oberen  Classen 
der  Mittelschulen.    Wien,  Gracser.    Geb.    2  Mk.  40  Pf. 

Wiedemann,  H.,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  Für  den  Schul- 
u,  Selbstunterricht.    Berlin,  Dcubner.    3  Mk. 


Trigronometrie« 

Focke,  M.  u.  M.  Krass,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie, 
zum  Gebrauche  an  Gymnasien,  Realschulen  und  anderen  höheren 
Lehranstalten.    Neueste  Afl.    Münster,  Coppenrath.    1  Mk. 

Praktisclie  Geometrie,  Geodäsie. 

Veröfifentlichuug  d.  königl.  preuss.  geodätischen  Instituts.  Astro- 
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Domisch-geodät  Arbeiten  I.  Ordnung.  Telcgrapbische  Längenbc- 
stimmnngen  im  J.  1887.  Bestimmung  der  Pol  höhe  u.  d.  Azimutes 
auf  den  Stationen  Raumberg  u.  Kiel  in  den  J.  1886  u.  1887.  Berlin, 
Stankiewicz.    15  Mk. 

Zeitschrift  f.  Yermessungswesen.  Organ  des  deutschen  Gcome- 
ter-Vereins.  Hrsg.  v.  W.  Jordan  u.  C.  Steppes.  Jahrg.  1889.  (24 
Hfte.)    1.  Hft..    Stuttgart,  Wittwer's  Verl.    procplt.    9  Mk. 
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